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PRESENTAUCION

Este libro es el producio de varios trabajos presentados al Tercer Congreso Nacional de Matemdticas,
que sc ceiebra dei 15 al 19 de octubre de 1990, en la Ciudad Universitaria Rodrigo Facio de la

Universidad de Costa Rica, San José, Costa Rica.

La realizacidn de este congreso es un hecho muy significativo para la vida de la comunidad matemadtica
del pafs.

Primero, porque se continfia una tradicién gue iniciamos en 1983, pero que se habfa detenido en 1985,
gracias a las dificultades y presiones administrativas a los que nos vimos expuestos los organizadores de
aquel segundo congreso. Este congreso, entonces, representa la recuperacién de una tradicién
académica, que resulta en nuestra opinidn esencial para el decurso de esta disciplina en nuestro 4mbito.
[oe congrescs académicos son oportunidades preciosas para el intercambio de ideas, para la sociali-
zacién de los problemas, para hacer balances y para trazar perspectivas. Es el lugar Gptimo para
estableccer puentes a la comunicacién intelectual y para cristalizar proyectos y orientaciones de accién.

En segundo lugar, porque este congreso ha recibido un sélido aporte de la mayorfa de 1a poblacién de
matematicos y de educadores de matemiticas del pafs. Se desarrollan m4s de 130 exposiciones en este
congreso, agrupadas en ponencias, conferencias, mesas redondas, talleres, cursos cortos, etc. El nidmero
impresionante de actividades noe revela la necesidad imperiosa que existia de esta reunién, y al mismo
tiempo de que a pesar de las muchas dificultades se ha venido desarrollando una importante produccidn
intelectual en mateméticas y sobre las matemdticas.

Ea esta ocasion, hemos considerado conveniente publicar las memorias del congreso para entregarlas en
¢l mismo evento, y no dejar las cosas al correr del tiempo y al azar. En las dos oportunidades anteriores
publicamos varios de los trabajos presentados en revistas especializadas, con la dificultad de que,
primero, eran de circulacion restringida y, segundo, en realidad se trataba de un ndmero pequefio de
trabajos. En el segundo congreso publicamos los resmenes. De esa manera se disminufa mucho la
proyeccion y la utilidad del evento. Por eso la importancia de que se publique la mayorfa de los trabajos
presentados. Y, ademas, para ser usados en el mismo congreso. Esto es sumamente importante, por
cuanto los participantes podrian ilegar a las scsiones con pleno conocimiento de los contenidos de las
ponencias: con cllo se enriquece extraordinariamenie el intercambio académico.

Quicero resaltar que este libro, LAS MATEMATICAS EN COSTA RICA,revela, al mismo tiempo, una
mayor elaboracion que la que vimos en las dos ocasiones anteriores, lograndose obtener 55 trabajoe in
extenso dos meses antes del congreso. También es evidente la voluntad colectiva de elaborar y escribir
dentro de los plazos fijados. No es inusual que los individuos en nuestras latitudes dejen las cosas para
el firal, seguros de que por m4s tarde que sea siempre encontrarin sus cosas publicadas. En esto hemos
sido muy firmes: los plazos se deben cumplir, y quien no los cumple queda fuera. Es necesario que
tengamos un nivel de eficiencia en esio, para poder contribuir al éxito de las actividades. Uno de los
grandes vicios del subdesarrolio es esa mentalidad que favorece la apatfa, que estimula dejar las cosas
para el final, que hasta valoriza ls impuntualidad y }a mediocridad hasta en lo m4s minimo. Es necesario
combatirestos vicios con gran energlasi gueremos construir algGn dia una sélida base cientffica, tecnolé-
gica y cultural capaz de fecundar el progreso de nuestra naclén.

VI



Este libro estd dividido en 9 secciones teméticas. Algunos artfculos tocan asuntos gue a veces
pertenecen a méas de una seccidn, pero habia que incluirlos en una sola. Est4n ordenados en cada
scccidn alfabéticamente por el apellido de sus autores (el primer autor cuando hay varios).

El libro no contiene todas las ponencias presentadas en ¢l congﬁ:so, ¥a sed porque no fueron
presentados los trabajos a tiempo, o porque estos fueron rechazados por el comité editorial y el
editor.

Las artes finales han sido confeccionadas por los mismos autores. En muchas ocasiones las
primeras versiones fueron rechazadas por razones de forma o de contenido. Hubo una edicién de
los trabajos en coordinacién con los autores, pero 2 forma definitive es responsabilidad de jos
autores.

Es inieresante sefialar que, en comespondencia con nuestra visién de la naturaleza de las
mateméticas, hemos querido propiciar la participacién no solo de mateméticos sino de todos
aquellos profesionales e intelectuales que de alguna manera se relacionan con las matemticas. En
mi Opinidn, las matemiticas, por su més profunda naturaleza, entran en cobtacto con muchas &reas
del conocimiento. Sin embargo, ha sido tipico que los matemsticos se hayan aisiado tremenda-
mente de las otras dreas cognitivas y de Jos otros profesionales y cientificos. Ha sido tipica una
actitud prepotente de los mateméticos que desprecian al resto de profesionales y ha sido dominante
un chavvinismo profesional que no encuentra valor en ninguna otra actividad académica cientifica,
profesional o intelectual. Esa actitud ha estado asociada a un *“puriamo’’ y a un *‘formalismo”’
extremos en la consideracién de las mateméticas, que le ha cortado puentes y vinculos con la
realidad y el mundo. Ambas actitudes han sido nefastas para ¢l desarrollo de las matemsticas ysu
ensciianza.

Afortunadamente los tiempos cambian y nuevas actitudes ¢ ideas se han empezado a abrir paso. En
este congreso hemos querido enérgicamente abrir sus puertas a toda la comunidad intelectusi y
cientffica, romper las barreras, absurdamente construidas, del pasado, y buscar la colaboracida
multidisciplinaria que tanto se requiere en esta etapa de Ia historia del conocimiento y de! progreso
nacional. Abrimos e| congreso a economistas, ingenieros, filésofos, estadlsticos, historiadores,
educadores, etc. Y la respuesta ha sido positiva. Todavia se requiere de més tiempo y de maés
iniciativas pare avanzar aln mis, pero el camino estd abierto.

Quiero, especialmente, mencionar la contribucién de la Asociacién Costarricense de Historia y
Filosoffa de la Ciencia, ACOHIFICI, que desde 1983 viene realizando una seria labor en ¢l
fortalecimiento de estas disciplinas en Costa Rica. Veintiseis (26) de los trabajos recogidos aquf,
casi el cincuenta por ciento del libro, estdn dedicados a los temas que precisamente AOOHIFICI
promueve.

Quiero mencionar, también, 1a creaci6n, en la escuela de Mateméticas de 1 Universidad de Costs
Rica, de un PROGRAMA DE INVESTIGACIONES META-MATEMATICAS, ESTUDIOS
MULTIDISCIPLINARIOS SOBRE LAS MATEMATICAS, que juega un papel importante en
el estudio de larealidad matemitica y en 1a generacion de importantes ideas para la accién préctica
en nucstra disciplina.
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Por dltimo, quiero aprovechar la ocasion para saludar a la Asociacion Costamricense de Matemaéti-
cas, que¢ s¢ ha fundado recientemente para poder apuntalar los trabajos académicos en la
comunidad matemAticas del pais.

Este libro es el resultado del trabajo de muchas personas con el apoyo de muchas instituciones.
Quisiera agradecer su colaboracitn a los miembros del Comité Editorial, formado por el mismo
Comité Organizador del congreso, por su esfuerzo para buscar fondos, para obtener y editar los
artfculos, etc. Quisiera agradecer a todas las instituciones que patrocinaron el congreso y espe-
cialmente la edicién de este libro, nuestro reconocimiento especifico estd manifestado en
diferentes partes de este libro. Y un agradecimiento muy especial a los autores que han tenido que
escribir y trabajar bajo nuestra presidn y que han sabido cumplir con nuestros plazos de tiempo.

Angel Ruiz Zaiiga
Editor
Presidente
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TERCER CONGRESC NACIONAL DE MATEMATICAS

LA FINITUD COMO IDEA BASICA EN EL CONCEPTO DE NUMERO

Winston Alarcén Athens
Escuela de Matematica
Universidad de Costa Rica

Resumen. El origen y la funcién central del conjunto de los nimeros naturales es
servir de instrumento para la contabilizacién de conjuntos finitos. Presentamos una sis-
tematizacion matematica de este punto de vista, proponiendo previamente una definicidn
no aritmética de finitud conjuntista.

Introduccidn.

Los niimeros naturales son un producto cultural humano de naturaleza social: son el instrumento
fundamental que hace posible la evaluacién de la informacion {comparacidn y elaboracién analégica). Ese
es su aspecto necesario. Su posibilidad radica en la caracteristica de los seres humanos de poseer conciencia
de si mismos como seres con autoidentidad y con memoria de su propia historia. Esta caracteristica es
—junto con nuestras posibilidades y limitaciones sensoriales y racionales—, la base de nuestra capacidad para
proporcionar wdentidad a las diversas y multifacéticas manifestaciones del mundo sobre nuestra concjencia.
El proceso de conteo de cualquier coleccidn depende esencialmente de la capacidad humana de proporcionar
identidad.

El instrumento de conteo que llamamos “conjunto de los niimeros naturales” es la pruecba de nuestra
capacidad individual para proporcionar identidad en forma socialmente coherente. Esto perrmite interpretar
la Aritmética como un modeio formal de nuestra conceptualizacién del mundo como universo de objetos
con identidad aparentemente propia, natural, exacta y permanente, pero que, en realidad es una identidad
humanamente proporcionada, convencional, inherentemente imprecisa y fransitoria. Tal interpretacién puede
ser util para un reexamen del problema de la Aritmética.

La sistemnatizacién matemdtica de la nocién de insirumento de conteo ([1]), requiere naturalimente de
una clarificacion previa de la nocién de finitud conjuntisia ([2]}, ya que lo que se cuenta con los numeros
naturales son conjuntos, ¥ no de cualquier tipo, sino que finitos. La manera habitual de examinar el atributo
de finitud en un conjunto dado £ es el método aritmético, segin el cual E es finito si es posible contar los
elementos de £, esto es, si es posible establecer una correspondencia biunivoca entre £ y algin segmento
inicial del conjunto N de los nirmeros naturales. Como esto presupone los nimeros naturales, no nos sirve
comeo definicién de finitud conjuntista que sirva de plataforma a la nocién de instrurnente de conteo.

El mareo tedrico de la presente ponencia es la teoria de conjuntos de Zermelo-Fraenkel restringuida a
los sigulentes axiomas:

i) Axioma de extensionalidad;

H} Axioma del conjunto vacio;

i) Axioma de los pares desordenados;
iv) Axioma de la unién;

v} Axtoma de los subconjuntos,

wi) Axioma de las potencias.

1. La mocidn de conjunto finito.

Desde mediados del siglo pasado diversos autores han propuesto alternativas de definicién no aritmética
de finitud conjuntista. Una manera de logrario es partir con la consideracién de que la finitud de un
conjunto F es la propiedad de tener £ fin o término en tanto conjunto, esto es, terminar de tener elementos.
Interpretando este como la propiedad del conjunto E de quedar necesariamente vacio por extraceidn de sus
slementos de unc en uno, comencemos por precisar esta ultima iden.

Definicién A. Sea £ un conjunto y € una cobeccidn de subconjuntos de £. Diremnos que C se sbtiene por
egtraccidn de los elementos de E de uno en uno, si £ €  y para cada conjunto no vacio A perteneciente a
C, existe a € A tal que 4\ {a} €C.
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La siguiente defiuicién expresa directamente la nocién de finitud conjuntista en tanto propiedad de
terminar de tener elementos:

Definicién B. Diremos que un conjunto E es fintlo si toda coleccidn C obtenida por extraccién de los
elementos de £ de uno en uno, contiene como elemento al conjunte vacio.

Conforme a esta definicidn, el conjunto vacio @ resulta trivialmente finito.
Teorema 1.1. Lo unién de cualguier conjunie finilo con cualguier conjunto untfario es un conjunto finito.

PrUERa. Sea C un conjunto finito v sea {a} un conjunto unitaric. Podemos suponer que a € C. Sea

£ cualquier coleccién obtenida por extraccidn de los elementos de C' U {a} de uno en uno. Definamos:
F={X\{a} | X €&}

Probaremos que F se obtiene por extraccién de los elementos de  de unc en uno. Por definicidn de F,
ésta es una coleccién de subconjuntos de 'y como C U {a} € £, entonces (C U {e}) \ {a} = C € F. Sea
AX\{a}€Feon X €& Si0# X\ {a} € £, como & se obtiene por extraccion de los elementos de C U {a}
de uro en unc, existe b € X \ {a} tal que (X' \ {a}}} {8} € &, como (X\ {a}}\ {b} = (X \{ah) \ {E}H)\ {a},
tenemos que (X \ {a}) \ {b} € F. Por otra parte, si X \ {e} ¢ £ entonces existe ¢ € (X \ {a}) tal que
X\{c} €&, conlocual (X \{ab\{c}) = (X \{c}}\ {a} &€F. Asi, hemos probado que F se obtiene por
extraccién de los elementos de C de uno en uno. Como C es finito, @ € F, lo cual implica que € £ o
{a} € £ En este iltimo caso también obtenemos 8 € £ por la propiedad de la coleccién €. Este resultado
prueba que C U {a} es finito.

Corelario. Los conjuntes unilarios son finitos.

La siguiente definicién, dual de la definicion A, la emplearemos para obtener otra 1til caracterizacion
de finitud conjuntista:

Definicidn C. Sea E un conjunto y sea ¢ una coleccidén de sibconjuntos de E. Dirernos que C se obliene
por agregacisn de los elementos de F de uno en uno, st @ € C y si para cada A €  que verifique A £ E,
existe ¢ € E\ Atal que AU {a} € C.

Es clare que una coleccidn £ de subconjuntos de £ se obtiene por agregacién de los elementos de E de
uno en uno si y sélo si la coleccidn € formada por los complementos con respecto a E de Ios elementos de
la coleccién C se obtiene por extraccidn de los elementos de E de uno en uno. Asi tenemos de inmediato la
siguiente caracterizacién de finitud conjuntista:

Teorema 1.2. E es finito si y sdlo st {oda coleccion oblenida por agregacidn de los elementos de E de uno
en uno, contiene ¢ £ como elemento.

Teorema 1.3. (Principio de Buen Orden finito} Todo conjunto finito puede ser bien ordenado.

Prurnra. Sea E un conjunto finito. Definamos:
£ = {X C E | X puede ser bien ordenado }

Es claro que £ se obtiene por agregacion de los elementos de £ de uno en uno. Por teorema 1.2 y finitud de
E se obtiene E € £, es decir, E puede ser bien ordenads.

Teorema 1.4. Sea E un conjunio finite. Entonces la relacidn inversa de todo buen orden en E es un buen
orden en E.

PRUERA. Supongamos que < es uu buen orden en £. Sea > la relacién inversa de <, la cual es un
orden total en £. Consideremos la coleccidn:

E={X CE| larestriccion de > a X" es un buen orden en X }

Se demuestra sin dificultad que £ se ébtiene por agregacidn de los elementos de £ de uno en uno. Como E
es finito, £ € £. Esto prueba que la relacién inversa del buen orden < es un buen orden en £.



En lo que sigue, diremos que un conjunto £ es inyectable en un conjunto F si existe una funcién inyectiva
de E en F. En tal caso escribiremos: £ < F.

Teorema 1.5. Si £, F son conjuntos tales que £ es invectable en F' y F es finito, entonces £ es finito.

PRUFBA. Sea & cualquier coleccidn que se obtiene por extraccicn de los elementos de E de uno en uno.
Sea ¢ una aplicacién inyectiva de & en F'. Definamos:

F={pX)| Xef)

Se prueba sin dificultad que F se obtiene por extraccion de los elementos de F de uno en uno. Luego. por
finitud de F se tiene § € F; esto implica § € £, <on lo cual s¢ abtiene la finitud de £

En lo que sigue £ ~ F indica que E es inyectable sobre F.

Corolario. Sean E, F conjunlos, con F finito. Enionces:
i) E~F = E finilo. it} F\E es finito.
i) ECF = F fino. w} FNE ¢s finito.

Teorema 1.6. Toda funcidn tngective de un conjunio finilo en si mismo es una biyeccion.

PRUERA. Supongamos, por contradiceidn, que existe cierto conjunto finite £ y cierta funcidn inyectiva
f de £ en si mismo, que no es sobreyvectiva, Definamos la coleccion:

£={XCFElexiste g: X — X, ¢ inyectiva y no sobreyectiva }

Probaremos que & se obtiene por extraccién de los elementos de £ de uno en uno. Estamos suponiendo que
E € £. Sea X € £. Por definicion de £, existe ¢ : X — X, tal que ¢ es inyectiva y no sobreyectiva. Luego
X#0. Seaac€ X.
- 8ia # o(X), la restriccién de ¢ a X \ {a} es una aplicacion inyectiva y no sobreyectiva de X {a} en si
mismo, por lo que X \ {a} € £.
-Sia € @(X) sea be X\ Fi(X); como ¢ es inyectiva, existe un unico ¢ € X tal que p(¢) = a. Para cada
z € X definamos:

w(r) = {;;:(1:) s'{ z#e

b slT=¢

Tenemos que ¥ es ina aplicacién inyectiva ¥ no sobreyectiva de X en si mismo y que a ¢ #{X), por lo que
caemos en el caso anterior, concluyendo nuevamente que X \ {a} € €.
En consecuencia, £ se obtiene por extraccién de los elementos de £ de uno en uno y la finitud de £ mnplica
que @ € £, es decir, existe una aplicacién inyectiva y no sobreyectiva de @ en si mismo. Esta contradiceién
termina la prueba.

Teorema 1.7. Un conjunio finile no puede ponerse en correspondencia biunivocs con minguno de sus
subconjunios propies.

PRUERA. Sea £ un conjunto finitc y sea X C E, con X ~ E. Entonces existe ¢ : £ — X tal que »
es biyectiva. Sea i : X — [ la inyeccidn canénica. Se tiene: io @ : E — E s inyectiva y, por teorerna
1.6, i o  es sobreyectiva. Esto implica que 1 es sobreyectiva y por lo tanto, X = E.

NoTa: Los teoremas 1.6 y 1.7 tienen reciprocos validos, pero no conozco una prueba de esos reciprocos
que no haga uso de alguna forma del Axioma de Seleccién. El teorema 1.7 y su reciproco -al entenderse
con referencia a la definicion aritmética de finitud conjuntista- constituyen la caracterizacidn obtenida por

Dedekind en 1888 ({4]).

Teorema 1.8. Dados dos conjunios, al menos wno de cilos finilo, entonces af menos uno es tagectable en
el oiro.

PRUFRA. Sean 4, A conjuntos al menos unosie ellos finito y supongamos que A no es inyectable en B.
Probaremos que entonces 8 es inyectable en A.



a) Si A es finito, definamos:
£={X CA|X esinyectableen B}

Probaremos que £ se obtiene por agregacion de los elementos de A de uno en uno.

Como @ es inyectable en B, tenemos que § € £. Sea X € £ y sea f : X — B inyectiva. f no puede
ser sobreyectiva, ya que en tal caso existiria la funcién inversa f~! : B — X C A, lo cual no es posible
ya que estamos suponiendo que B no es inyectable en A. Por ser f no sobreyectiva, existe b € B\ f(X).
Entonces, si ¢ € A\ X definimos g : X U {a} — B como la extensién de f tal que g(a) = b. Resulta que g
es inyectiva, por lo que X U {a} € £ Tenemos entonces que £ se obtiene por agregacion de los elementos de
A de uno en uno. Usando el teorema 1.2 y la finitud de A, concluimos que A € £ y asi obtenemos que A es
inyectable en B.

b) Si B es finito, definamos:
F={YCB|Y=A}

Tenemos que § € F y como B ¢ F, entonces F no puede obtenerse por agregacién de los elementos de B de
uno en uno. Esto quiere decir que existe C € F tal que para todoy € B\C,CU{y} € F. Seap:C — 4
una inyeccién. Por la propiedad de €, ¢ forzosamente debe ser sobreyectiva. Pero esto implica que A es
inyectable en el copjunto finite B, y por corolario del teorema 1.5, A es finito. Por el caso a), volvemos a
obtener que A es inyectable en B.

NoTa:  La hipdtesis de finitud en el teorema 1.8 puede ser reemplazada por la hipdtesis de que A y B
sean conjuntos bien ordenados ([3]). Como el Axioma de Seleccidn es equivalente al aserto que afirma que
tado conjunto puede ser bien ordenado, la hipdtesis de finitud en el teorema 1.8 pusde ser omitida si estd
disponible ¢! Axioma de Seleccién.

En le que sigue, A < B indica que A es inyectable en B pero no sobre 8.
Teorema 1.9. 5i A y B son conjuntos y al menos uno de ellos es finilo, entonces se verifica una y sélo

unag de las siguientes proposiciones:

A= B, A~ B, B<A

Prurra. Por definicidn de <, tenemos gue:
A<B < AXBAA#B.

Esdecir: A~BVA<B < A<XB.
Suponiendo ahora que alguno de los conjuntos A, B sea finito, lo anterior ¥ el teorema 1.5 permiten esctibir:

ALZBAAAB e ALB => B<A = B<A.

Tenemos entonces que se verifica al menos una de las tres proposiciones del enunciade. Para probar que
se verifica solamente una de las tres proposiciones, notemos que por definicién de <, la proposicién 4 ~ B
es incompatible con cada una de las otras dos proposiciones del enunciado. Por otra parte, si A < By
B — A, entonces existen aplicaciones inyectivas y no sobreyectivas de A en B y de B en A, lo cual implica la
existencia de aplicaciones inyectivas y no sobreyectivas de A en si mismo y de B en si mismo, en contradiccién
con el teorema 1.6, ya que es finito aj mencs uno de los conjuntos A, B.

NoTa:  De acuerdo con el teorema de Cantor-Schréder-Bernstein, el que pueda verificarse a lo sumo una
de las tres proposiciones en &l enunciado del teorema 1.9, no depende de la hipdtesis de finitud ni del Axioma
de Seleccidn; por otra parte, cuando se dispone del Axioma de Seleccidn, puede demostrarse en general —sin
'a hipétesis de finitud~ que al menos una de las tres proposiciones debe verificarse.

Definicién D. Un conjunto £ es mfinito sl y s6lo si £ no es finito.

El siguiente teorema muestra la asimetria fundamental de la dicotomia finitud—infinitud.



Teorema 1.10. Si F es infinito y F es finito, entonces F es inyectable en £ perc £ no es inyectable en F.

PRUFEBA. Supondremos F # @, para no caer en el caso trivial.
Sea

F={XCF| X esinyectable en £}

Probaremos que F se obtiene por agregacion de los elementos de #.

Como @ es inyectable en E, entonces @ € F. Sea X € F ¥ supongamos r € F Y\ X. Sea » una aplicacién
inyectiva de X en E. Entonces (X} ~ X C F implica (por corolaric del teorema 1.5 ¥ por finitud de F)
que ¢(X) es finito. Entonces, como E es infinito, »(.¥') es un subconjunto propio de E. Esto implica que
existe y € E'\ p(X). Sea ¢ la extensién de ¢ al conjunte X U {z}, tal que #(2) = y. Entonces ¥ es una
Inyeccién de X U {z} en E y, por lo tanto, X U {z} € F, lo que muestra que F se obtiene por agregacion de
los elementos de F. Como F es finito, por teorema 1.2 F € F, es decir, ' es inyectable en E. El corolario
del teorema 1.5 muestra que por su parte, £ no es inyectable en F.

2. La nocidn de instrumento de conteo finito.

Discutiremos aqui la nocién de instrumento de conteo finito {definicién E), mostrare-mos su esencial
unicidad (teorema 2.5) ¥ estableceremos su identificacién con la nocién de conjunto de los niimeros naturales
(teorera 2.13), tal como fue descrita axiomaticamente por Peanoc en 1889,

Si (¥, <) es un conjunto estrictamente ordenado y si n € N, denotarernos S{n) al segmento inicial de
n, esto es:

Sny={zeN|la<n}

El siguiente lema nos sera 1itil. Su importancia radica en poner de manifiesto la capacidad de los conjun-
tos estrictamente ordenados con segmentos iniciales finitos, como estructura analégica para las comparaciones
conjuntistas.

Lema 2.1. Si (¥, <) es un eonjunto estrictamente ordenado y si m,n € N, entonces:

) (m<n) <= (S(m)CS(n) = (S(m) < S(n).

i) (m = n) = (S(m) = $(n) = (S(m) ~ S(n)).

i} (8(m) < S(n)) = (§(m) C S(n)) <> (m < n).
Ademas si S(n) es finito, entonces los simbolos de implicacién = en i}, 1) y iii) pueden sustituirse por
= .

PRUERA,
Pmgn = YVz(z€8(m) = z<n = z€ 5(n)) = S(m)C S(n) = S(m) < S(n). ademas,
st S{m) C S(n) y se supone (por contradiccién) m £ n entonces n < m, con lo cual n € S{m) y luego
n € S(n), lo que nos da la conclusién absurda n < n. Esto prueba la parte 1).

ii) Empleando i) tenemos:

m=n <> (M<nAn<m)
&= (S(m) C S(n) A S(n) € S(m))
<> S{m) = §(n) = 8§(m) ~ $(n),

lo cual prueba la parte ).

i) m < n = S(m) C S(n) Am € S(n). Como m ¢ $(m), obtenemos: S{(m) C S{n). Reciprocamente:
S(m)yCSn) = (m<nATr(m<z<n) = m<n.

Para terminar la prueba. supondremos que S(n) es finito.

Si S(m) ~ 8{(n) entonces —por corolaric del tecrema 1.5- S(m) es finito; supongamos (por contradiccion)
que m # n. Entonces m < n V n < m y por iii) se obtiene:

S{m) C S(n) v S(n) C Sim),
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en contradiccidén con el teorema 1.7. Luego
(m =n) <= (5(m)=5(n)) <= (S(m) ~ S(n)}.

Por otra parte, se tiene:
S(m) 2 5{n) = 5(m) < S(n} v S{m) ~ S(n).

Usando ahora ii), i1} y lo probado en el parrafo anterior, tenemos:
S(m) C 8{n) v S(m) = S(n),
es decir: S{m) C 5(n). En consecuencia:
(m < n) <= (S(m)C S(m) &= (S(m) < S(m)).
Finalmente, por aplicacién de el teorema 1.7 tenemos:
S{m)C S5(n) = S(m) < S(n),

con to cual: (S(m) < S(n)) «=> (5(m) C S(n)} & (m < n).

Hemos probado que un conjunto estrictamente ordenado {IV, <) en el cual todos los segmentos iniciales
sean finitos es isomorfo al conjunto de todos los segmentos iniciales de los elementos de N provisto de la
relacion <, relacién utilizable en un dmbito mucho mas amplio que la relacién <, a saber, en todo el ambito
de los conjuntos finites. Esto hace ver ta conveniencia de la siguiente definicion, la cual adelanta un aspecto
del instrumento de conteo finito:

Definicién I). Diremos que un conjunto estrictamente ordenado (N, <) es s-finito si todos sus segmentos
iniciales son finitos,

El siguiente teorema de unicidad completard los preparativos de la definicién central de este trabajo:

Teoprema 2.2. Si (N, <) es un conjunto esiriclamente ordenade y £ es un conjunto fintto, esiste a lo
sumo un n € N tal que E ~ S(n).

PRUERA. Sea E finito y supongamos que m,n € N son tales que £ ~ S{m) y E ~ S§(n}. Entonces por
corolario del teorema 1.5, S(n) es finito y $(m) ~ S{r). Usando ¢l lema 2.1 se obtiene m = n.

Hemos reunido todo el material que da significado y relevancia a la nocién de instrumentc de conteo
finito, que pasamos de inmediato a definir:

Definicién E. Un instrumento de conteo finito es un conjunto estrictamente ordenado s—finito (¥, <) tal
que para cada conjunto finite & existe n € N tal que £ ~ S(n).

El caracter instrumental del objeto matematico que acabamos de definir es claro, atendiendo a su
capacidad total como estructura analogica para comparar conjuntos finitos arbitrarios a través del proceso
de conteo. Como consecuencia inmediata del teorema 2.2 y de la definicién E, tenemos el siguiente teorema
de existencia y unicidad que permite, dado un instrumento de conteo finito N, asignar a cada conjunto finito
E un pardmetro con capacidad de representar eficazmente a K en la estructura ordenada de N, estructura
ton capacidad analdgica para las comparaciones de E con cualquier otro conjunto finito.

'I"eorema 2.3 Si{N,<) es un instrumenio de conteo finito, enlonces para cada conjunto finite E existe un
unico n € N tal que E ~ S(n).

En todo lo que sigue, (N, <) denota un instrumento de conteo finito. Si E es un conjunto finito, €l inico
n € N tal que £ ~ S(n} lo denotaremos |£]. En esta notacion deberiamos indicar la dependencia de |E}
respecto del instrumento de conteo finito N que estemos usando; sin embargo, ¢l teorema 2.5 mostrari que
tal dependencia es irrelevante. Nuestro proximo lema prepira el camino para obtener Ia unicidad esencial
del instrumento de conteo finito. En el instrumento de conteo finito (N', <’} del que se habla en (2.4) y (2.5)
usamos S'(n’) para el segmento inicial de n’' € N’ y |EJ para aquel elemento de N7 tal que E ~ S'(|E}).
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Lema 2.4 5i (N, <} y (N',<") son instrumentos de conteo finito y ¢ : N — N’ es una biyeccidn que
preserva orden, enlonces para cadan € N se verifica:

$(S(m)= §'(+(n))
PRUERA.
m' € ¢(S(n)) <= ¢~ H{m')e 5(n)
= ¢ H{m)<n
<= m' < p(n) (pues p~! también preserva orden)
= m' € S(p{n)}.

A continuacién probaremos que el instrumento de conteo finito es esencialmente dnico, existiendo un
unico isomorfismo entre dos instrumentos de conteo finito.

Teorema 2.5 5i (N, <) y (N, <’) son instrumentos de conteo finito, extste una tnica biyeccion p : N ——s
N’ que preserva orden.

PrRUEBA. :
uNICIDAD: Sie : N —= N’y 0 - N — N’ son biyecciones que preservan orden, por lema 2.4, para cada
n € N se tiene: ,
§'(p(n)) = p(S(n))~ S(n)
y S'(6(n)) = 6(S(n))~ S(n)
Luego: §'{@{n))~ S'(8(n)). Usando el lema 2.1 se concluye que ¢(n) = §(n), quedando probada la unicidad.
EXISTENCIA: Para cada n € N ¥ cada n’ € N’ definimos:

p(n) =|S(H)l ¥y ¢'(n) = |S' (7).

Se tiene, por definicidn de |- [, [ - |, ¢ ¥ ¢":

5(n) ~ 5'(p(m))~ S(¢'(w(n))).

Luego, aplicando el lema 2.1 se obtiene: n = {¢’' o p}{n), es decir: v’ o = idy. Por simetria, también se
tiene: wo @' = idy:. Esto prueba que ¢ es biyectiva.
Ademds, por lema 2.1, se tiene:

ny < ny =2 S(n;} < S(nsy),

y como S(n}) ~ §'{¢(n)) para todo n, entonces:

$"(p(n1)) < 5 (w(n2)).

Usando nuevamente ¢l lema 2.1 obtenemos: (n;) < w(n)}. Esto prueba que ¢ preserva orden.

Dado un conjunto finito £, el elemento [Ef que ie corresponde a £ (tal que E ~ S(IE()) es -debido
al isomorfismo natural indicado en el teorema 2.5-, esencialmente independiente del instrumento de conteo
finito E que estemos usando. Se justifica entonces la notacion que hemos empleado y la siguiente definicién:

Definicién F. Si E es un conjunto finito, definimos el ndmere de elementos de £ como |E|, donde se
subentiende el uso del correspondiente isomorfismo natural ¢ para la transformacién de |E| de un instrumento
de conteo finito a otro.

El resto de esta seccion estd dedicada a mostrar { teorema 2.13) que el instrumnento de conteo finito es
un modelo de la clase de los niimeros naturales descrita por los Axiomas de Peano. Una manera de expresar
los Axiomas de Peano es la siguiente:

Existe un conjunto M y una “funcidn sucesor” ¢ : N —— N, tal que:
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1) ¢ es inyectiva pero no sobreyectiva.

ii} (Principio de induccion matemadtica) Si 4 € N es tal que (N\cr(N)) NAf#®ysiademisne 4 —
a(n) € A para todo n € N, entonces 4 = N.

Una consecuencia inmediata de i) y ii} es que N\ a{N) posee un solo elemento. (Para ver esto, basta
tomat un e € N\ ¢(N) y considerar el conjunto A = {e} UN. Por ii) se prueba que A = N y esto prueba
que N\ o(N) = {e}.) En la axiomatica original de Peano, ¢ es la unidad. Para nosotroe e resultard ser el
nimero de elementos del conjuntio vacio, es decir 0. Demos oficialmente su definicidn:

Definicién G. 0 s el nimero de elementos del conjunto vacio.
Los siguientes lemas y definiciones allanaran el camino hacia el teorema 2.13.
Lema 2.6. 0 es el primer elemento de N.

PrutiRa. Porellema 2.1, se tiene:

n#0 = S(n)#S(0)~9
= S{0)=0 A S(n)#D
= 5(0) < S(m)
— 0<n.

La siguiente definicién descansa en los teoremas 1.1 y 2.3

Definicién H. Para cada n € N definimos el suceser de n como aquel (iinico) n* € N tal que S(n)U{n} ~
S(nt).

Lema 2.7. n < nt para todo ne M.
PrURRA. S(n) C S(n)uU {n} = S(n)} < S(n*) = n<nt
En la proxima definicion usamos implicitamente (1.5), (2.3) y (2.6):

Definicién I. 1 Para cada n € N \ {0} definimos el antecesor de n como aquel (linico) r~ € N tal que
S(n}\ {0} ~ S(n7).

Lema 2.8. -~ <n par lodo n€e N\ {0}

PRUERA.
ne N\{0} = 0<n

= 0 € S(n)

= S(n)}\ {0} C S5(n)
= 5(n7) C S(n)
=

n- <n.

Lema 2.9. Si n€ N\ {0}, entonces (n~)* =n.

PrUERA. Por definicidn, siempre se verifica que n & S{(n) y ademads, por lema 2.6, paran € N \ {0} ze
tiene: 0 € S(n). En consecuencia, haciendo uso del lema 2.1 y de las definiciones F e I se tiene:

S(M\{0} ~ S{n™) = S(n) ~S(r7IU{r"}
= S(n}~ S((n")")
= n=(n")t.

E! préximo teorema muestra que, tomando como funcién sucesor a la aplicaciéon n — n*, en el instru-
mento de conteo finito N, se verifica el axioma i) de Peano.



Teorema 2.10. n w~ n* define una funcidn o de N en N que es inyective y no sobreyectiva. Ademds:

N\ o(N) = {0}.

PrUFRA. Recordando que z € §{z), empleando el lema 2.1 se tiene:

mt = nf' = S{m)U{m} ~ S(n)U{n}
= S(m) ~ S(n)
= m=n,

lo que muestra que n — n* de N en N es inyectiva, Veamos la no sobreyectividad:
S{rt) ~ SEI)U{I} # 8= S(0) = zT #0 vz e N,

Para completar la prueba, notemos que ya tenemos 0 € N\ o(N). St z # 0, por lema 2.9 tenemos {z7)* = ,
lo que muestra que £ € ¢(N). Con esto se cencluye que N\ ¢(N) = {0}.

Para obtener el principio de induccidn matematica, probaremos primero que el orden del instrumento
de conteo finito es un buen orden:

Teorema 2.11.it Si {VN, <) es un instrumento de conteo finito, entonces (N, <) es un buen orden.

PrurBa. Sea A un subconjunto no vacio de . Definamos:

B={) S

reAd

Como existe a € A, entonces B C S{a). Luego {por corolario del teorema 1.5) B es finito. Sea & = |B|.
Como B C S(z), para todo & € A, entonces S(b) % S(z) para todo z € A. Por lema 2.1 tenemos: b < z
para todo z € A. Con esto, basta probar que b € 4. Supongamos (por contradiceidn) que b & A. Apllcando
el lema 2.1, se tiene:

bEA => b<z VzecA

= S(b) < S(z) VYreA
= SH)U{b}<5(zx) VzeA
= S(h*)=<xS(z) vze A
= SN C S(z) Vze A
= S(b*) C B ~ S(0)

= S(bt) < S(b) C S(b%),

lo cual implica la existencia de una inyeccién no sobreyectiva de S(4%} en si mismo; por teorema 1.6 esto no
es posible ya que S(6%) es finito.

La prueba del principio de induccién matemadtica a partir del buen orden del instrumento de conteo
finito {<, N) es standard. Vedmaosla en el contexto de nuestro enfoque:

Teorema 2.12. S5i (N, <) es un instrumento de conleo finito, y i AC N estal que 0 € A y VYn(n €
A == nt* € A), enlonces A=N.

PrURBA. Sea A un subeonjunto de N que satlsfa.ce las hipétesis. Supongamos (por cont.radxccion) que
A# N. Entonces N\ A # @y por teorema 2:11, ¥ \ A posee primer elemento, digamos b. Como 0 € 4,
tenemos que & # 0 y luego existe ¢l antecesor 4~ € N. Como ¥~ < b, entonces b~ ¢ N \ A, por lo cual
b~ € A. Entonces por lema 2.9, (b7)* = b € A, lo cual es imposible. Esto prueba que A = N.

Reuniendo los teoremas 2.10 y 2.12, obtenemos por fin la identificacion del instzumento de conteo finito
con el conjunte N de los nimeros nat.urales de Peano:

Teorema 2.13. Si (N, <) es un instrumenio de. conteo finito, cntonces N conla func:on n— nt satisface
los azriomas de Peano para Iz Aritmélica.
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3. Existencia del instrumento de conteo.

Probaremos que la existencia de un conjunto infinito es condicién necesaria ¥ suficiente para la existencia
del instrumento de conteo finito. Para esto, si 7 es un conjunto infinito, denotaremos F7 ala coleccidn de
todos los subconjuntos finitos de I v en F consideraremos la relacién de equivalencia conjuntista ~. -‘VI
denotard la correspon-diente coleccién de las clases de equivalencia. Dotaremos a N 7 c¢on un prden estricto
< y probaremos que (N, <) es un instrumento de conteo finito. '

Lema 3.1. Sean A, B conjuntos tales que A < B y B es finito. Si < ¢s un buen orden en B, entonces
ezisic a € B tal que A~ S{a), donde S(a)={z € B |x<a}.

PRiERA. Sea n, el primer elemento de (B, <). Como B es finito, entonces {por teorema 1.4) el orden
inverso de < también es un buen orden en B y por esto (B, <) posee iltimo elemento, digamos w. Si A =<B
entonces el conjunto

C={tec B} A=S@))}

es no vacio ya que w € . Sea b, el primer elemento de €. Tenemos: A = S(b,). Basta probar que
A # 5(b,). Supongamos {por contradiccién) que A < S(b,). Entonces S(b,) # @, por lo que S(b,) tiene
altimo elemento, digamoes ¢, Como z < ¢ < b, para todo = € S(b,), entonces S(b,) = S(e)U{e} ¥ la unién
es disjunta. Usando la suposicion A < S(b,} obtenemos A < S(¢), lo cual implica ¢ € C; estc —junto con
c € ${b,)— no es posible, ya que b, es ¢l primer elemento de C.

Definicién J; Para &',Y € N7 escribiremos X < Y si existen X € X, Y € V tales que X < V.
Teorema 3.2. La relacidn < definida en {J) es un orden estricto.

PrurBa. Es inmediato que < es transitiva. La propiedad de tricotomia es consecuencia inmediata del
teorema 1.9.

Lema 3.3. Paracada X € X € Nx se verifica: X ~ S(X).

PrurhA. Sean X € ¥ € N7. Si X = 8 el lema es inmediato, asi es que supondremos X #0. Como
X es un subconjunto finite de Z, por el teorema 1.3, existe un buen orden en X. Si ¢ € X, o(t) denotard
el segmento inicial de # respecto del orden estricto inducido por el buen orden que estamos considerando en
X. 81t € X tenemos o(t) C X, por lo cual ¢(t) € F7. Debido a la finitud de X tenemos que o(t) < X; en
consecuencia la (dnica) clase de equivalencia Z a la que pertenece o(t) verifica Z < X. Asi, la correspondencia
t — Z define una funcién ¢ : X — S5(X). Probaremos que @ es inyectiva. En efecto:

pf)=p(t)=2 = o{t) € Z A o(t) € 2
= o{t) ~ o(t)
=> t=t (porlema 2.1).

Finalmente, para probar que ¢ es sobreyectiva, basta probar que para cada J € S(X) existe t € X tal que
e(t) €Y. SiY € S(X), entonces ¥ < X, por lo que existen ¥ € Y, Z€ Xtalesque Y < Z; como Z ~ X,
tenemos que ¥ < X. Sea f : Y — X una aplicacién inyectiva y no sobreyectiva. Por el lema 3.1, existe
1€ X tal que f(Y) ~ o{t), por lo cual ¥ ~ ot} y como Y € ¥, obtenemos: et} €Y.

Teorema 3.4. La exisiencia de un conjunto infinilo es condicidn necesaria y suficiente pars la ezisiencia
de un fnsiruments de conleo finsto.

PRUFRA. La necesidad es consecuencia inmediata de los teoremas 2.10 ¥ L.6. Veamoe la suficiencia.
Por teorema 3.2, hasta probar que (M1,<) es s~finito y que para cada conjunto finito E, existe £ € Mg
tal que E ~ S(£). Lo primero es consecuencia inmediata del lema 3.3; para probar lo segundo, nos damos
cualquier conjunto finito £ y usamos (por primera y tnica vez) la hipétesis de ser 7 infinito, lo que junto
con el teorema 1.10 permite establecer la existencia de una funcién inyectiva f : E — T; con esto tenemos

E~f(E)EFT ysi€ € N7 es la clase a la que pertenece f(E), por lema 3.3 tenemos F(E) ~S(E),conlo
cual: E ~ S(£).

11



4. Conclusidn.

Nuestra discusion muestra que, para log efectos de la fundamentacién de la aritmética en un marco
conjuntista, puede usarse el marco tedrico indicado en la introduccién y reemplazar el axioma del infinito de
la teoria de conjuntos ZF {que postula la existencia de un conjunto sucesor) por un axioma mas especifico
que postule directamente la e-xistencia de un instrumento de conteo finito. Esta alternativa es una forma
de postular la existencia del conjunto N de los niimeros naturales de Peano, dejando transparente en el
postulado el significado instrumental de NEquivalentemente —cuando se desee un enfoque “constructive”—,
el axioma de! infinito de la teoria ZF puede sustituirse por un axioma menocs especifico que simplemente
postule la existencia de un conjunto infinito Z. A partir de T se puede construir el instrumento de conteo
finito de manera mas o menos standard. Es importante subrayar que bajo cualquiera de estas alternativas

se obtiene no sélo el conjunto N, sino que sus propiedades fundamentales y, en particular, el principio de
induccién matematica.

La estructura algebraica del instrumento de conteo finito M se puede obtener directamente de las opera-
ciones conjuntistas de unién disjunta y producto cartesiano. (En [2] se discute a fondo el caracter cerrado de
la clase de los conjuntos finitos bajo las operaciones conjuntistas habituales). Asi presentada la estructura
algebraica de N, el instrumento de conteo finito es también un instrumento de analogizacidn y simulacién
de las combinaciones conjuntistas finitas, aspecto que es importante subrayar desde las primeras etapas de
la conceptualizacién numeérica, superando esa ensefianza puramente algoritmica que impide la interpretacién
y la aplicacién de la matematica por parte de nuestros estudiantes,

5. Bibliografia
(1] Alarcén Athens, W., Una fundamentacién instrumentel de la aritmélica, Ciencia y Tecnclogia, 12(1-2):
157-171, 1988. Universidad de Costa Rica. San José, Costa Rica.

[2] Alarcén Athens, W., Estudio de una definicidn no aritmética de finitud conjuntista, Ciencia y Tecnologia,
11(2): 5-15, 1988. Universidad de Costa Rica. San José, Costa Rica.

[3) Cohen P., Set theory and the Continuum Hyphotesis, Math. Lecture Notes Series, Benjamin. New York,
1966.
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TERCER CONGRESO NACIONAL DE MATEMATICAS

UNA RESOLUCION ITERATIVA
DE LA ECUACION DE TERCER GRADO

Winston Alarcén Athens
Escuela de Matematica
Universidad de Costa Rica

Resumen. Mostramos un método numérico iterativo para encontrar las rafces reales de
la ecuacién de tercer grado reducida 2* + Bz + C = 0. El método no requiere partir
con un calculo aproximado de la raiz, simo solo con su localizacidén previa en uno de los

intervalos |—oco, —+/[Bl/3[. ] -\/1BI/3, /1BI/3 [, 1V1BI/3,+oo|. Las férmulas de recu-

rrencia se obtienen directa y elnmentalmente de la ecuacidn a resolver, por lo que el método

es implementable para su ensefanza en la educacidon media. Hay establilidad y control del
€rror.

Introduccidn. Como se sabe, la ecuacién de tercer grado es resoluble por radicales, pero la formula
a utilizar no sdlo carece de la necesaria sencillez que permita su uso en la ensefianza, sino que a menudo
requiere una incursién en el algebra de los nimeros complejos, ain en casos en que las raices sean reales. El
uso generalizado de las calculadoras de bolsillo poue al alcance de un amplio piiblico el empleo de diversos
métodos de calculo numérico, entre los cuales destacan los métodos de iteracién simple. En la presente

ponencia se expone un meétodo numérico de aproximaciones sucesivas recientemente publicado en [1], para
encontrar lus raices reales de la ecuacién de tercer grado reducidat

24+ B8z4+C=0 con B, C#0 (1)

El método que exponemos, no requiere de ningin cdlculo aproximado inicial y sus férmulas de recurrencia
gon ficilmente reconstruibles a partir de la propia ecuacion (1); por ello, puede ser empleado no sélo como
un ¢jemplo introductorio a los métodos de iteracidn simple, sino que, debido a su estabilidad y razonable
rapidez de convergencia, puede usarse como un método de cilculo efectivo. En cuanto a la fundamentacién

tedrica, aqui nos limitaremos a sefialar sus ideas esenciales. El lector interesado puede consultar los detalles
en [1].

2. El método. Con referencia a la ecuacién (1), sea a = \/]B|/3, considérese Ia funcién f(z) = 22+ Bz +C
y determinese el signo de f(—a) y de f{a).
1) 81 f(—a)f(a) = 0, jEnhora buena!

it} Si f(—a)f(a) < 0, hay una raiz |p| < a. Despejando la z del término de primer grado en la ecuacién (1),
se tiene:

2+ Br4+C=0 B::—(x3+C) e ;=_(33+C)/B
La siguiente sucesién definida por recurrencia:

0
1,23, (2)

il

_Ju si n
In S\ —(z2_,+C)/B si n

converge a g.

iit) Si f(a} < 0, hay una raiz p' > a. Despejando la r del término de tercer grado en la ecuacién (1), se
tiene:

2+ Br+C=0 z3:—(8:+C) <= r=—-VHr+ C

f Sila ecuacion de tercer grado que se trata de resolver tiene término cuadratico, digamos agt® + a,t? +
azt + a3 = 0, mediante el cambio de variable { = .z — i‘; puede reducirse a la forma (1)
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¥ la siguiente sucesién definida por recurrencia:

_Ja sl n=0 3
=\ B ¥ C s n=123,. . (3}

converge a p'.

iv) Si f(~a) > 0, hay una raiz p” < —a. Usamos la misma iteracién del caso anterior, per¢ arrancamos con
zg = —a, es decir usamos la siguiente sucesién definida por recurrencia;

_ —a si n={ 4
n = —\Slen_.]_'*'C Sl = I| 29 31“‘ ( )

¥ la sucesion asi definida converge a p”.

3. Ejemplos. Antes de examinar la fundamentacién teérica del método propuesto, veamos algunos
ejemplos que ilustraran la marcha de los caleulos.
Fjemplo 1.

2P—z~1=0 a=577350...
f(—a)=—-815099... <0 fla)=-13...<0

Hay una tinica raiz real y esa raiz es mayor que a. La marcha de los calculos con la sucesidn (3)esla
siguiente:

n zn n Ty

0 0.577350. .. 6 1.324677. ..
1 1.164061... 7 1.324710. ..
2 1.293470. .. 8 1.324716...
3 1.318785. .. 9 1.324717. ..
4 1.323584. .. 16 1.324717. ..
5 1.324502. _, 1 1.324717. ..

Ejemplo 2.

:3+3:—-};=0 a=577350...
f(-a)=~-56...<0 fla)=.96...>0

Hay raiz una inica raiz real y est4 entre —~a y a. La marcha de los cilculos con la sucesion (2)es la
siguiente:

Iy

0

.200000. . .
192000. ..
192922, ..
.102819. ..
.192831. .,
-192829. .
192829. ..

b - B - ST L B e R

Ejemplo 3.

33—.1:-{-%:'0 @ = 577350 ...
fl—a)=58...>0  fla)=~I8... <0
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Hay tres raices reales —a < p < @, p’ > a y p” < —a. La marcha de los respectivos cdlculos con las
sucesiones (2), {3) y (4) es la siguiente:

n Ln i Tn o In
0 0 0 —0.577350. .. 0 577350...
1 .200000. .. 1 —-0.919472 _ .. 1 722628...
2 .208000. .. 3 ~-1.073856. .. 5 .B72615...
3 .208998. .. 5 —1.086904 ... g BT8666. ..
4 209129 .. 7 —1.087944 . .. 13 BT8RTT. ..
L} 200146, .. g —1.088026 . .. 17 B78R84. ..
6 200148, .. 11 -1.688033... 19 B78885. ..
T 209148, .. 12 —1.088033... 20 878885, ..
4. Fundamentacion del método.
Definamos las funcicnes g y & de R en R, mediante:
g(z) = —-V/Bz+C, h(r):—(:r3+C)/B

Observando que g{2(z)) = z = h(g(x)) para todo = € R, tenemos que g y h son inversa una de la otra.
i) Consideremos en primer lugar el caso f{—a)f(a) < 0.
i.1} Supongamos B > 0, C < 0.

Como B > 0, laderivada f’ es positiva y f es estrictamente creciente en R. Por esto, la ecuacion (1) posee
una unica raiz real, digamos p. Como f(—a) y f(a) tienen distinto signo, también tenemos H—a}) <0< f(a).
Como f(0) = € < 0, tenemos f(0) < 0 < f(a} y por continuidad de f: p €]0,a{. De fl@a) >0y —C > 0se
obtiene: C? < 4£B%. En consecuencia: R(h(0)) = h(-C/B) = %—:- - %— > (-1 % > 0. Ademds, como
B > 0, h y su inversa g son estrictamente decrecientes en R. En particular, h es estrictamente decreciente
en [0,—C/B], por lo que la desigualdad A(~C/B) > 0 permite escribir: 0 < h~C/B) < h(t) < A(0) =
~C/B paratodot € [0,—C/B]. Esto muestra que la restriccién de h al intervalo [0, -C/ B] es una funcién
de [0,—C/B] en {0,-C/B].

Se prueba que la sucesién h?"(0}, obtenida por compgsicién de h consigo misma 2n veces {n € N), es
estrictamente creciente y es acotada superiormente por el niimero p; por ello converge a clerto nimero real
L €]0, pj. Similarmente se prueba que la sucesidn (A**+1(0)) converge decrecientemente a un nimero real
M g [p,—C/B)].

Tenemos entonces que L < p < M, que L, p y M pertenecen al intervalo {0, —C/B]. Cada uno de estos
tres nimeros es raiz de la ecuacion h(z) = g(x). Se prueba que L = p = M, mostrando que la ecuacién
h(z) = g(z) posee una iinica raiz en el intervalo [0, —~C/B].

1.2) El caso B <0y C > 0, manteniendo la hipétesis f(—a)f(a) < 0.

Como B < 0, f es estrictamente decreciente en [—a,a]. Esto, mas la hipStesis implica f(a) < 0. Como
C = f(0) > 0, tenemos que f cambia de signo en [0,a] ¥ por continuidad de f deducimos la existencia de
una finica raiz p €)0,q[.

Se prueba que la sucesiéon h™(0) es estrictamente creciente y acotada superiormente por p, lo cual muestra
la convergencia de la sucesion definida por (2) a cierto niimero L < p. Observando que la continuidad de A
implica que L es una raiz de la ecuacién A(z) = z, deducimos que L = p, puesto que p es la wnica raiz de
esta ecuacién en el intervalo [0, a).

Los casos f(—a)f(a) < Ocon B >0y C > 0,y f(=a)f(a) < 0con B < 0y C < 0 se reducen
respectivamente a los casos i.1) e 1.2).

if) Supongamos f(a) < 0. Como f es continua y f(z) — oo cuando z — oo, hay una raiz p' > a. Observando
que las ecuaciones f(r) = 0, g(x) = z y h(z) = x son equivalentes, tenemos que g(p’) = p’ = A(p").
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ii.1} Consideremos el caso B > 0. h y g son estrictamente decrecientes y se concluye que la restriccion de g
al intervalo {a, g{a)] es una funcidn de [g, g(a)] en [a, g(a)]. Ademds se piueba que

]g'(t)l <1 para todoi € [a,g(a)]

Esto muestra que ¢ : [a,g{c)] — [a,g(a)] es una aplicacién contractiva, concluyéndose ({2}, [3]) que la
sucesién (3) converge al punto fijo ¢’ € [a, g(a)] (ver figura 1}.

y ) "
‘1:30‘)

|
[
I
I
¢
i

{ ‘ . - | 4 o
a g[g (37) g{a) X a 3(&] p* X
figura 1 figura 2

ii.2) Consideremos e} caso 8 < (. Tenemos que g y h son estrictamente crecientes en R, obteniéndose:

g([ano'D C [G, P!] ’

junto con la desigualdad
|¢'(t)| < 1 para todo t € [a, ]

Esto nos permite aplicar nuevamente el principio de las aplicaciones contractivas a la funcidn ¢ : [a,p'] —
[a, #'], concluyendo que la sucesidn (3} converge a ¢ { ver figura 2)

iii) El caso f(—a) > 0 se reduce al caso f(a) < 0, cambiando £ por —z y cambiando las funciones f, g, A
por las funciones — f, —¢ y —h respectivamente.

Referencias.
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UN LEMA SOBRE FACTORES INTEGRANTES

Winston Alarcén Athens
Fscuela de Matemdtica
Urniversidad de Costa Rica

Resumen. Proponemos un método general para establecer la existencia v el cilculo de
Tactores integrantes que sélo dependan de una funcién dada de dos variables. El método
generaliza y unifica los criterios que aparecen en la literatura.

Introduccidn. Como se sabe, la ecuacién diferencial no exacta
Mdz + Ndy =0 (1)

(resoluble en un abierto I del plano xy) posee factores integrantes pero no se conoce una férmula explicita
para tales factores, o —lo que es lo mismo— no se conoce un procedimiento general para reducir (1) a
cuedraturas. La ecuacion diferencial de los factores integrantes,

M) = 2 (un) (@)

es una ecuacion en derivadas parciales cuya dificultad para ser resuclta es, en general, no menor que la
que presenta la ecuacién original. Sin embargo, en ciertas circunstancias es posible reducir a cuadraturas
el calculo de unm factor integrante. Los ejemplos mas frecuentemente citados en los textos ({2), [3], [4]),
resultan cuando la ecuacién posee un factor integrante que sélo depende de una de las dos variables .oy,
lo cual es posible reconocer de antemano examinando si ciertas funcicnes determinadas por M y N tienen
esa propiedad.

Por ejemplo, si #(%;M— - %%) es una funcién f(z) que sélo depende de z, entonces la ecuacién (1)

posee un factor integrante u = u(z) que sélo depende de z, el cual queda reducido a cuadraturas mediante
1a formula u{z) = eJ 1=

Similarmente, si 3‘}(%1-} - %) es una funcién g(y) que sélo depende de y, entonces la ecuacién (1)

posee un factor integrante g = p(y) que solo depende de y, el cual queda reducido a cuadraturas mediante
la férmula p{y) = ef #ly)dy

En algunos textos ({2]) se examinan —ademis de los dos casos anteriores— otras situaciones especiales,
como por ejemplo, cuando Ia ecuacién (1} posee un factor integrante que sélo depende de x + %, o sdlo de
zy, o sélo de zfy, etc. Naturalmente, la lista de posibilidades es interminable ¥ a la par de cada situacidn
especial hay dos férmulas que aprender: una, que permite saber si la ecuacién (1) posee un factor integrante

que sdlo dependa de cierta funcidn dada z = z(z, y) de las variables z, ¥ ¥ ia otra, que reduce a cuadraturas
el calculo del respectivo factor integrante.

En esta ponencia exponemos un criterio general desarrollade por el autor (D) para establecer la ex-
istencia de factores integrantes especiales, junto con una férmula para su cilculo. Mediante ese criterio el
estudiante sdlo necesita aprender dos formulas, mediante las cuales pudra deducir en forma inmediata las
2n (n=2,3,4,...) férmulas particulares de los textos.

El método. Supondremos que z = M{z,y)y z = N(z,y) son funciones continuas en un dominioc rectangular

U =]a,b[x]c, d] del plano cartesiano y que en U estdn definidas ¥ son continuas las derivadas parciales M
L, 9% y 3% Supondremos también que la diferencia & — & nunca se anula en U, por lo que la ecuacién

{1) es no exactaen IJ.
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El criterio general es el sigutente:

Lema. Sea z = z(z,y) una funcidn real definida en U/ =]a, §[x]e, d[, tal que las derivadas parciales 5=y %:—,
estdn definidas y son continuas en [/ ¥ la funcion auxiliar ¢, definida por:

ME _ N&
By 2]

¥a = 611: BN: (3)
By~ Br

esta definida y nunea se anula en /. Entonces la ecuacidn (1) admite en U/ un factor integrante que sdlo
depende de z sil*) la funcién auxiliar ¢, sdlo depende de z. En caso afirmativo. es decir si 0, = foz, un
factor integrante para (1) queda dado por:

z(T,p)
p(z,y) = exp (— fz(al” %) (4}

donde exp denota la funcién exponencial y (a,$) es um punto de U.

PrURBA. Sea z = z{z,y) una funcién que cumpla Jas hipStesis. Obsérvese que debido a las condiciones
impuestas, el valor reciproco de ¢, dada por (3) es una funcién continua (y por lo tanto integrable} a lo
largo de cualgnier camino regular en /. Como ¢, sdlo depende de z, tenemos que p, = f oz, donde f esta
definida y es continua en z(U/); entonces la funcién u definida en I/ mediante (4) séio depende de z y —por
verificacidn directa— satisface la ecuacidn (2), esto es, tal g es un factor integrante para {1) en £.

Corolarie. Sean z;, 72 dos funciones admisibles para la ecuacién (1) en /. Entonces (1) admite un factor
integrante que sglo depende de

zy+ 27 8iysdlosi . + ., sblodepende de 2y + 23
zy 29 siysdlosi ., -294 21 ., ¢lodependede z;-2;
2] Pa, " 22— X1 Py z1

— siysolosi 7 s6lo depende de —
I 5 9

Ejemplo. Para ecuacién (y° +zy+ l)de + (z2 +2y+1)dy=0 tenemos:

oM BN
——5——5;:(2y+::)—(22+y)=y—:;&0,

por lo que no es exacta. Ahora, para z = z:

o = -N Lt ry+1
2= BM 0N T T
By T B y-z

¥ el criterio falla ya que ¢, no depende sdio de z. Para z = y:

oo = M _ Yyt
3 %y{“—%g- y—"f ]

que no depende sdlo de y, asi es que todavia no sabemos cé6mo calcular un factor integrante para nuestra
ecyacion. Sin embargo (usando el corolario y los dos cdleulos anteriores), para z = z + y se tiene:

z2+xy+l+g2+:y+1 Y-z
¥~ y— T y—z

Pr = Pryy =P+ @y = — =r+y=r=z,

{(*) E! teorema también es “sdlo si”. Ver [1].
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s5lo depende de z + y. Entonces la ecuacidn admite un factor integrante que sdlo depende de = + y, el cual
—de acuerdo con (4}— puede calcularse mediante

Tty
wlz+y) = exp(—f iz—

1 -

) =& ln{.z:+y} = 1
z4+y

Notemos ademas que para z = zy:

Pr = Py =<ny+x‘Pg = "(

z2+zy+1)y+z(y"+zy+l) _ZT-y_

y— y—z y—=

sélo depende de zy, por lo que la ecuacion también admite un factor integrante que sélo depende de zy, 2

saber:
(z¥) (/wd) -
plzy) = exp z]l =e
v}
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ALGEBRAS ESTABLEMENTE EQUIVALENTE. CON
UKA ALGEBRA HEREDITARIA MANSA

Juan Bera Cordero

RESUMEN

En eate trabajo se estudian ciertas caracterfsticas del diagrama de
Anslander-Reiten de un Llgebra establemente equivalente con un £1-
gebra de dimensién finita hereditaria mansa, caracterfaticas que se
utilizan luego par gemeralizar aiguncs resultados obtenidos en [6] ,
para el caso de flgebras de tipe de representacién infinito.

ABSTRACT

In this paper are studied certaim characteristics of the Auslander—-
Reiten diagram of an algebra stably equivalent to a fimite~dimensio-
nal tame hereditary algebra, which are then used to generalize some
results of (6] , to the case of algebras of infinite representation

type.
1. PRELIMINARES

A lo large de este trabajo, todas las &lgebrasx son k=lgebras de dimen—
sifds fimita, sobre un campo k algebraicamente cerradc, 31 A e2 un £lgebra,
se denota por modi la categoria de los A-médulos izgquierdos finitamente go-
nerados.El diagrama de Auslander-Reiten de A tieme por puntos las clases de
isomorffs [M] de los i-médulos inescimdibles M de wodA. Por definicién, exis—
te una flecha [M]—[N] si existe una aplicacidn irreducible M —»N. Recuer-
de que un wmorfisms de A-mddulos f31 M— N se 1lama irreducible si f no es
un epimorfismo escindide ni un monomorfismc escindido, y para teda factori-

zacidn £ = gh II—E-}IJ‘—HI , h es un monomorfismo escindide o g s un epi~

morfismc escindido.

Upa sucesidn exacta 0— IL!-E—»Z——!- O en moda, con X y Z inescin-
dibles, se llama una sucesiém de Auslander-Reiten si no es una sucesidn es-
cindida, y para todo morfisse by Z'-——>Z que no sea un epimorfismo escindi-
do, existe h' 3 Z¥—-»Y tal que h = ght'!, Esta propliedad es esguivalente a la
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sigwiente: para todo morfismo h : X——1I' que no sea un monomorfismo escindi-

4g, existe h' 3 Y~ X' tal que h = b'f, En una tal sucesién de inalander-
gaiten, los términos X y Z se determinan unfvocamente uno al otre.

Para cada inescindible mc proyectivo M en modA, existe el trasladado de

¥, t¢M (= DTrM, como se introdujo en [1]), y una sucesién de Auslander-Reiten

g——atd —>E —r M —>0 Para cada inescindible no inyectivo N en modA, exis—
ts el trasladado inverso

Tt N (= TrDN ), y una sucesidn de Auslander-Reiten
g—tN—F —>g N—>0 .

Las k-flgebras hereditarias de dimensidn finita, b&sicas e indescomponi-
bles de tipo manse, son precisamente las que tienen come carcaj ordimario al-

guns de los siguientes diagramas { con cualquier orientacifno de sus lados):

ﬁﬁgﬁ 915$i7’ S

F
6

‘E'7 o—0 ——0——1—0——0——0
§3 0—0——1——0——0—%—0——0

De ahora en adelante, se entenderd por Ligebra bereditaria manaa alguna

4e las anteriores fLlgebras, para cuyas propiedades puede consultarse [12],[7].
K diagrama de Anslander-Reiten de un £l gebra hereditaria mansa a-se

compone dz tres partes: la componente preproyectiva 9; la componente pre—
leyectiva O ; ¥ la parte regular R . ¢ estd constituida por los A-mfdulos
loescindibles de la forma © P » con P proyective inescindible y m?2 0; 3
“unasta de loa t,nI, para I inyectivoe inescindible ¥y n20, Los A-mfdulos ines-
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cindibles de modA que ne estdn en P ni en J s Comstituyen la parte regu—
lar, la cual estd formada por uma familia de componentes "tubulares", como
se describe en {12] .

2. EQIVALENCIA ESTABLE

Se utilizardn las definiciones y propiedades fundamentales de la equiva=
lencia estable como aparecen en [5 ;3] + La categoria proyectivamente esta-
ble de un dlgebra A se denota por wodA , ¥ la miswa es equivalente con la
subcategoria plena nod.PA de modA, cuyos objetos son los A-mSdulos sin suman-
dos directes proyectives.Bn lo que sigue, las categorfas modA ¥ nodPA se con-
siderardn jdénticas, Dos fLigebras A y A' se 1laman establemente equivalentes
si existe wna equivalencia modA Zhmodat,

Propiedades importantes referentes a la equivalencia estable con £lge-
bras hereditarias se establecen en los teoremas siguientes, Recuerde que un
médulo se llama "sin torsidn® si es submddulo de un mddule proyective; y un
médulo se llama "sin cotorsidn® si es imagen epimdrfica de un mddulo inyec—
tivo.

Teorema 1.{[5]) Para gue un £lgebra artiniana A sea establemente equi-
valente con un fgebra hereditaria, es necesario y suficiente que se verifi—
quen las siguientes condiciones : (1) Todo submédule imescindible de um A~
médulo proyective ineacindible es proyectivo o aimple., (2) S S es un sub =
m8dulo simple mo proyective de un A-mddulo preyective, entences S es co -
ciente de un médulo préyectivo,

Teorema 2. {[9)) Awmwma que A es un flgebra establemente equivalente cen
un Lgebra hereditaria, y sea M un A-médulo inescindible me proyectivo. En-~
tonces las siguientes condiciones son equivalentes: (a) Existe un médule pro-
yectivo P y una cadena de aplicaciones irreducibles entre A~-mddelos inescin-
dibles r =Cp—> vee —3C =M. {b) Existe algfin entero n> O tal que

'r.n)l es sin torsidn. (c) Existe un estero K tal que la longitud de cualquier
cadena de aplicacioues irreducibles entre A-médulos inescindibles no proyec-
tivos cr-——» ses —»co “» , &3 menor gque X,
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3. EL DIAGRAMA DE AUSLANDER-REI TEN

En este apartado seestablecen algunas propiedades del diagrama de Aus o
lander-Reiten de un Llgebra establemente equivalente con un £lgebra heredita-
ria mansa. Se hari uso frecuente de ({3) ,Proposicidn 1.4 ), por la cual, si
$¢ tiene una equivalencia estable ¥ : modA 2L, modA' entre £lgebras arbitra —
rias A, A', y si M, N estdn en mdPA, entonces existe una aplicacida irredu-
citle K—> X 8i, y solamente si, existe uma aplicacidn irreducible F¥—o N,
Consecuencia inmmediata es el siguiente corolario.

Corolario 1, Sean A, A! Llgebras y suponga que existe una equivalencia
estable ¥ : modA ~,modAl, Sea M inescindible en nodPA. Entonces existe una
cadena de aplicaciones irreducibles entre A-médulos inescindibles no pro -
yectivos Ct-—i Ct_l-——* cea ——+cl—-——r Co =M si, y sflo si, existe una ca-

dena de aplicaciones irreducibles entre los A'-mdulos ineacindibles no pro-
yectives I‘Ct--——+ K‘.t_l——r swe ——F rc1~—vrc° =M™ .

Teorema 3. Sea F : modA "> modA! una egnivalencia estable, y suponga
que A ¢3 hereditaria mansa, Un inescindible M en -odPA ¢s preproyectivo ai ,
y solamente si, 1 (FM) es sin torsién, para algdn n5 0,

Dewo stracidn, Sea M preproyectivo en mdPA. Por ser A hereditaria, M
cumple 1a comdicide (a) del Teorema 2 ([10], Prop. 1.5 ) vy entonces también
verifica la condicidn (c) del mismo Teorema 2. Por ¢l Corolario 1, ™ veri -
fica eatonces la condiciéu (c) del Tecrema 2, y entonces existe algin n> 0
tal que 'cn(nl) es 3in torsidan,

Recfprocamente, si ;”(ru) e3 sin torsidn para algin ny 0, ™ satisface
Teorema 2(c} y entonces, por el Corolario 1, M también la satisface, y de
aqui, por ser A hereditaria, M cumple la condicién (b) » o8 decir, t.lll es
sin torsién, para algfin m > 0. Lucgo c.M es proyectivo, y M es preproyectivo,

Definicin 1. Si A' es unflgebra establemente equivalente con un Lige -
dbra hereditaria mansa, se define la familia P como el conjunto de los A -
médulos de 1a forma ¢ M’ » para M' inescindible sip torsién y 2720

Lema 1, Sea A' un dlgebra establemente equivalente con un &lgebra he -
reditaria mansa, y considere la familia &' definida anteriormente, S§i Y!
estd en P’ y existe una aplicacién irreducible X'— Y!, para X' inescin-

cindible no imyectivo, ...
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yentonces X! tambidn estd en P, Si Y estZ en P y X! es un ines-

cindible tal que existe una aplicacién irreducible Y'—s X', entonces X!
también esti en 5",

Demostracidn., Para la primera parte, suponga X'——Y' como en el enun —

ciado. Es claro que si X' es proyectivo, entonces X' estf en 9. Para con~
tinuar, suponga que X! no es proyectivo, y sea Y! = O , con M inescin -
dible sin torsidn y n2 Q.

S5e¢ procede por casos sobre m. Si n » 0, Y' = M! es gin torsidn. Si Y’
es proyectivo, por ({2], Proposicidn 3.1) el morfismo X'—>3Y! es inyecti -
vo, de donde X' es sin torsidm y entonces X! estd en ¥'. Si Y! no es pro -
yective, Y' es simple sin cotorsidn, por el Teorema 1; si 0—¥N—E —>Y!—0
e3s la sucesidn de Auslander-Reiten , por ({8), Proposicidn 1.3 ¢ ) E es in -
yYectivo y como X' es sumando directo de E, X! es inyectivo, en contra de la
hip8tesis,

Sea ahora n21, Es suficiente mostrar que X' es sin torsidn, pues de
X' = 'C-n(t%'], se sigue que X' estd en ¥ !, A continuacién se prueba que
z“x' es sin torsidn, para n21,

Sea n=1, Dada X'—»tM! irreducible, por ({2], Corclario 3.4 ) existe
Mi—> X! irreducible ; y como X' no es proyectivo, existe g : TtX!—> M!
irreducible, la cual ¢s necesariamente inyectiva. Bn efecto, si M' no fue—
ra proyectivo, M' seria simple y por ([9], prop. 1.3c¢c), X' serfa proyecti-
vo, en contra de la hipftesis. Luego M' es proyective y entonces, por ({2],
Prop,.3.1), g es inyectiva. Luego TX' es sin torsién.

Sea ahora n>1l, Si existe X'—> T 'M! irreducible, como

n-1

Ty = t'{n-ll-c"n'), existe una irrveducible T X'—»t M'! y entonces

t.(t,n-lM') » T™* es sin torsidn.
Para la segunda parte, suponga Y!-—-3» X' como en el emunciado. Puede su-—

ponerse qua I' no ¢s proyectivo, v entonces existe TI'-——Y! irreducible,
Por la primera parte, X! estf en {))',_ es decir, existe N gin torsidn tal

que ©X' = T™¥N _ para algln m >0, de donde X! = < ™1y o5ed en P,

Lema 2. Sea A un flgebra hereditaria mansa, ¥y F : modd 2y modA' una
equivalencia estable. Si M es un médulo inescindible en mdPA, entonces
M es preproyectivo si, y solamente si, el A'-m8dulo FM estfZ en P!,

Demostracidn.ts consecuencia inmediata del Teorema 3.
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Teorema 4, Sea A un {lgebra hereditaria mansa, y suponga gue existe unma
equivalencia estable F : modA-~»modA', Eutonces ' estd formada precisa -

mente por ilos FM, para M preproyectivo en modPA » junto con los A'-mddulos
inescindibles proyectivos.

Demostracidén.Si M s un preproyective de uodPA, por €1 Lema 2 , MM es-
t4 en ¥ ‘. Es claro, ademds, que los A'-médulos inescindibles pProyectivos es-
tén en O,

Para la otra direccidn, si N' estf en 1 Y no es proyectivo, entonces
N' = FN , para algdn N en mod,A. Por el Lema 2, K es preproyectivo,

Para ubicar los resultados obtenidos hasta el momento, es dtilrecordar
que en ¢l conjunto de los objetos inescindibles de modA, para un flgebra are
bitraria A, existe una relacidén de equivalencia ~ s en donde M~N si, y so=
lamente si, existe una secuencia finita M = Ho » Hl s ees M =N de mddulo=
inescindibles tales que existe alguna aplicacidn irreducible M.——s M.

1 i+l *

o Hiﬂ——n(i (i =0,l,e..,n-1} ., Si O—*N—E —¥4 0 es una sucesidn de

Auslander-Reiten, las clases de equivalencia de M y N son la misma ([13]).
De acuerdo con lo anterior, la familia %°t definida para un &lgebra a°
establemente equivalente con un £lgebra hereditaria mansa, ¢s una COMPONEn=

te del diagrama de Auslander—Reiten de A', gue contiene los royectivos,
] | Y

Si se tiene una equivalencia estable F ; modd -y modAf, ¥ se supone
que A es hereditaria mansa, es natural indagar por la imagen bajo F de la
componente preinyectiva U de A. Como se verd a continuacién, es posible
un estudio enteramente similar al realizade para la componente ,

Para empezar, uma equivalencia estable F : modA-“IymodA' entre flge-
bras arbitrarias induce una equivakencia estable las categorfas inyectiva=
mente estables F! : modA"“»modA?, tal que el signiente diagrama es commu-
tativo (5]} :

t& li‘ {t&s

| modA ";' %

“modA" »

es decir, F'T:A(x) - 'CA'F(X), para todo X en mdpﬁ .
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En este contexto,es vilido el siguiente teorema, “dual" de ([9],Prap.
2.7 ).

Teorema 5, Sea A establemente equivalente con un £lgebra hereditaria.
Para un inescindible M en modIA » las siguientes condiciones son equivalen-
tes : (a) Existe un inyectivo I y una cadena de aplicaciones irreducibles
eatre inescindibles : M = C~—> Cay ™ e X =T {b) Existe n>0,
tal que T M es sin cotorsidn, (¢) Existe un entero K, tal que la longi tud
de toda cadena de aplicaciones irreducibles eatre inescindibles no inyec-

tivos M » Co——?cl—-—» ...-——arct , €8 menor quesk.

Se define ahora ¢l conjunto "} como la familia de los A'-médulos de
la forma t,nQ' s para Q' inescindible sin cotorsidn y n> 0. Se tienen re -
sultados anf{logos al Lema 1 y al Teorema 4, los cuales expresan que la fa-
milia U' es upa componente del diagrama de Auslander-Reiten de A', que
contiene los inyectivos, Esta famiiia 73! estd formada por los F!N, para N
preinyectivo en deA » junto con los inyectivos inmescindibles.

A continuacién nos ocupames de la imagen bajo F : %ibm' de la
parte regular del diagrama de Auslander—Reiten del £lgebra hereditaria mansa
As Laa fnicas sucesiones de Auslander—Reiten en modA cuyo t&mmine intermedio
poses un sumardo directo proyectivo, son de la forma 0—S—P —¢ 8§ —0 R
en donde § e3 un simple proyectivo no inyectivo, y P es inescindible proyec-
tivo. Asimismo, dado que A es hereditaria, por ({4], Pop.2.4 ), para toda
sucesidn de Auslander—Reiten O-—>X—>Y-—Z—0 , en modA, con X y Z ambos
regulares, existe una sucesién de Ausiander-Reiten en modA’ de la forma :
O-—FX—~FY® P' > FZ—0 , con P! proyectivo, En este casp, necesariamente
P! = 0 , pues, de lo contrario, FX y ¥Z estarfan en ‘?', y entonces Xy Z
serfan preproyectivos, en contra de la hifStesis. Se ha probade el
siguiente resul tado,

Lema 3, Sea F : modA—~»modA' una equivalencia estable, con A heredita-
ria mansa, Si se tiene una sucesién de Auslander-Reiten en moda
0—X—>Y-+2—0 , y X ¥y Z son regulares, entonces se tiene una sucesidén de
Auslander-Reiten en modA' ; O—>*FX—FY-*FI—0 ,

Procediendo como en {11] ; si A' es eatablemente equivalente con una
hereditaria, un A'-m8dule inescindible M se llama regular si laz componeate
del diagrama de Ausiander-Reiten de A' gue contiene a M, no contiene nin -
gln wddulo proyectivo ni lnyectivo.
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Lema 4, Sea F : modA ™~ ymodA' una equivalencia estable, con A heredita-

ria mansa, Entonces un A-m8dulo N es regular si, y solamente 8i, el At-médu~
lo FX es regular,

Demostracidn. {a) Suponga que N no es A-regular, Por hipStesis, N no es
proyectivo. Necesariamente, N estf en 9 o N estd en 3 « 85i N estd en ‘?,

FN estd en D', y entonces FN no es A'-regular. Para considerar la otra posi=

bilidad, suponga que N estd en 3 . Si N es inyectivo, FN es inyectivo, y en-

tonces”es Al-regular., Si N estd e 3 pero no es inyectivo, FIN estf en A,

¥ entoces F'N no es A'-regular. Para ver que FN no es A'-regular, observe
que FN = FIN, debido a que : FIN = LA (N) A,( A.F'H) FtN,

(b} Si FN no es Al-regular, entonces FN estd en ' o en 42, Si FN estd en
Jo', come N no es proyectivo, N est en 9’ y de aquf, N no es A-regular. Pa-
ra terminar, si FN estd en 7', y PN es inyectivo, N es inyectivo. Pero si

FN no es inyectivo,K no es inyectivo, y de aquf, N no es A-regular.

Consecuencia inmediata de estas consideraciones es el siguiente resul -
tado,

Teorema 6. Si se tiene uma equivaleacia estable F 3 BodA " ymodA’,
con A hereditaria mansa, entonces la restricciée de F establece una equiva —

lencia entre las subcategorfas plenas de los A-médulos regulares y los Al-
médulos regulares,

4. RELACIONES CERO

Es posible deducir algunas propiedades del carcaj ordinario
de un Jlgebra establemente equivalente con una hereditaria,a partir del exa=-
men de su diagrama de Auslander~Reiten., Como se sabe, si A es hereditaria
mansa, no hay morfismos ,salve elmulo, de un médulo regular hacia uwno prepro-
yectivo ;tampoco hay morfismos no nules de un preinyectivo hacia un preproyec-
tivo 0 un regular. La situacidn es diferente si se trata de un &lgebra es -
tablemente equivalente a una hereditaria,

En efecto, 81 A' es establemente equivalente con una hereditaria mansa,
¥ S es un simple no proyectivo sin torsidn, por ({91, Prep.l.3), S es no in~
yectivo sin cotorsidén. Existen entonces un inyectivo I y un proyectivo P ,
junto con un epimorfisme f:I—S y un monomorfisme h:S—P, Es claro que

hf # 0 , es decir, existe un morfismo no mule I—P, Sin pérdida de genera-
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lidad, puede suponerse que los A'-médulos I y P son inescindibles y que las
aplicaciones f y h son irreducibles, Por ([9], Prop.l.3 c¢), en modA’ exis-
ten sucesiones de Auslapder-Reiten : 0TS -a1—3—0 7y otra de la forma
0—3—> P S—0. Se concluye que en el diagrama de Auslander—Reiten de A!
existe una configuracidn :
1
cs—/: -\-s- - - = =T5 .
P
Tomando ahora vértices b, x, a en el carcaj ordinario de A', tales gue

P = Pb » 1= Ia. ys = Sx , 3¢ ha demostrado el siguiente teorema,

Teorema.7, Sea A' un {lgebra establemente equivalente con una heredita-

ria mansa, y suponga que existe un morfimmo no nulo Ia-—’?b + Entonces en el

ctarcaj ordinmario de A! existe mna relacidn cerco de longitud dos del tipo:

-,

e Oe—p .

S5+ APLICACIONES

En este apartado se desarrolla un ejemple de un 4lgebra cuyo carcaj tieme
una relacifn cero de longitud dos, y que resulta ser establemente equivalen«
te con una Llgebra bereditaria mansa,Kl lector podrd observar que el método
utilizado puede ser genmeralizado para obtener uma tabia como la Tabla N°* 1
de [6], esta vez para flgebras de tipo de representacidn infinito.

Considere ¢l carcaj Q con una relacifn cero :

y dado un campo Kk algebraicamente cerrado, sea A' := kQ /(s) la correspon -
diente k~&lgebra.La ubicacifp de los proyectives y los inyectivos inescin -
dibles en el diagrama de Auslander~Reiten de A' se muestra em la Figura N°1.
Dado ¢que A’ satisface las condiciones 1 y 2 del Teorema 1, ella es es~
tablemente equivalente con cirta 4lgebra hereditaria H., Observe que hay un

morfisw no nulo Il—-—'i'f'3 , que factoriza a trav &§ del simple S,

Considere ahora la k-4&lgebra hereditaria A dada por el carcaj de tipo .Eg
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La componente J' de A' es equivalente con la componente preinyectiva '3A

del {lgebra hereditaria A. J' es también equivalente con la componente pre
inyec(:i\m.i'!H del {lgebra hereditaria H. Luego las dlgebras A y M son isomor—
fas, por lo cual se tiene una equivalencia ﬂ‘ :"% o de deduce que la par-

te regular de A' es equivalente con la parte regular de A. El diagrama de
Auslander-Reiter de A' se muestra en la Figura N® 2 .

Como el carcaj ordimario de A es también el carcaj del £lgebra

’

B t= End, (L)°F

en donde L := (PIG PZQ...QPS)QSZ

2
se tienen las comdiciones suficientes para demostrar que el flgebra A' es es-
tablemente equivaliente con el 4lgebra hereditaria B, por medie de un funtor

que se construye explfcitamente de manera anfloga a como se procedid en
(163, Teor, 2.5).

Este trabajo se realizd como parte del Proyecto N® 114- 89~ 048 de la
Vicerrectorfa de Investigacién de la Universidad de Costa Rica.
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Ir- 10_- lm/woﬂ
» 1/ 8

Figura N* 1

Figura N*2
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APLICACIONES DE LOS NUMEROS DE FIBONACCI
Edison De Faria Campos

Universldad de Costa Rica

RESUMEN

aAqui el auntor presenta algunas aplicaciones de
La sucesion de Pibonacci a la teoria de numeros,
matrices, v a los cuasicristales.

1. INTRODUCCION

En 1202 ¢l matematico Italiano Leconardo de Pisa, m@medjor
conocido como Flbonaccl {contraccldén de Efilius Bonacci, gue signi-
€ica hijo de Bonaccli) escrxibe su obra Liber abaci {un libro rela-
wionado ron abacus), ¥ en la versién de 1228 aparece en las pagi-
nas 123-124 el famosc problema de losz conedjos : "sCuantas pareijas
de conejos pueden ser engendradas ea un aflo a partir da una wunica
pareja, =i rcada pareja de conejos reproduce una hueva pareja gue
=& convierte sn engendradora a partir del smegundo mes?".

Este problema conduce a la interesante sucesidn :

X, 1, 2, 3, 5, 8, 13, ..., X, ¥, X¥t¥, ..

en donde cada término representa el ntmero de parejas de conejos
presantes an el mas correspondiente.

Definicion :

La sucesnidn (Fn) s D €« N tal gues
?1 = 1, F2 =1 , ¥ ?n+1 = yn—l + Fn s N = 2,3, ... (1)
se denoaina sucesidn de Flbonaccl, y cada término de ella se cono-
ce Ccomo nTmero de Fibonacci.

La sucesidn de Fibonacci tiene fasclinantes propiedades
mateméticas v tiene una Iinfinidad de aplicaciones en la teoxria dJde
nmeros, geometria, fisica, geometria, arte, computacién, etc.

Por ejemplo ([(1l]l)} en la f£lor del girasel se encuentran
pequefios gxancs en forma de diasante y acotados por arcos de
curvas en forma de esplzrales logaritmicas con origen en el centro
Y tal que el nGmeroc de espirales en la direccidén de las aguias deil
reloj y el ndmerc de espirales en la direccidn contraria, son tér-
minos suceslvos en la sucesiédn de Fibonacci.

Lo anterior es verdadero para cualquier florx compuesta
como por eljemple la margarita.

La sucesién de Fibonacel aparece en el trabajo de Kepler

en 1611l en conexidén con el estudio de disposiciones de hodjas y
florez en plantas.
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En 1844 G. Lamé utilizd sucesionexs de Fibonaccl para
estudiar la eficiencia del algorlitmo de EBuclides. Egsta fue 1la
primera aplicacién préactica de las sucesiones de Fibonaccl.

Los escritos de Fibonaccli fuezron reimpresos en 1857 en
dos tomos, y en 1363 un grupo de entusiastas en sucesliones de
Fibonacci, encabezados por el Dx. Verner Hoggatt Jr., fundaron la
Asoclacién Pibonacc]l e iniciaron con la publicacidén de la revista

The Flbonaccli Quarterly, dedicada principalmente a investigaciones
sobre suceslones de Fibonaccl y temas relacionadoas con ellas.

2. ALCUNAS PROPIEDADES DE LOS NUMERCS DE FIBONACCI
[Pl : Para todo m €« N ¥ n entero mayor que 1 ,

Fm-n - FnFl+1 + FnFn--l (2)

Demostraciodn : Utilizando inducciédn sobre m, tenemos :

Para m=1, Fn+1 = Fan + Fl?n—l = Fn + Fn~1 lo gque es cierte por
().
Suponga gue (2) se cumple para m = k ym = k + 1

. Por

lo tanto

Frek = FnFire1 * Fifna Y

Fn+k+1 - ank+2 + Fk+lpn-1

Suaande las dos ecuaciones anteriores obtenemos
Flokez = FoFres ¥ FryoFp-y » que es (2) paza = = k + 2 . Om
2 : Para n enterc mayor gque 1 ,

_ wmf . (_iad
Fn+an_1 Fn (-1} {3)

La identidad (3) es debido a J. D. Cassini ([2]).

Demostracion : Probaremos inductivamente la identidad matricial
n
1 P F
0] - {le o ] n>1. (4)
n

[ - n_l
Para n = 2 11 2 = 2 1 - F3 F2
? 1 o 1 1 Fz Fl *

Suponga gue la proposicién es cierta para n > 2 . Entonces

e
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n+l
11 - Fn+1 Fn il - Fn+1+ Pn Fn+1 - Fn+2 Fn+1
1 O Fn Fn-l 1l 0 Fn + Fn-l Fn Fn+l Fn
gue &3 {(4) para n + 1 .
Tomando determinante en ambos lados de {4} obtenemos

2

n
Fn+1Fn-1 - Fn = (~1) , que es (3). -

En [3] se generalliza la férmula (3)

2 R+tm-1_2
- - - -
Paxa n >m 21 , Fetnfn-n L (-1} F (5)
P3 : Para todo n > m 2 1 F F - FF = (-l)n+lF (6)
: = r n+l m n m+l n-m
= (_132 =
Demostraciém : para m =1, F_., - F,.=(1)yF _, =F _, 1lo gque
es correcto. k+1
Suponga gue Fn+1Fk - Fan+1 = (-1) -Fn_k s, K=22,...,n,
Entonces Iaaﬂlﬁ'nﬂ. - FnFm+2 = {Fn+1Fl - FnFn+1) +
=+l - _q 2
(Fn+1Fn-1 FnFl) = (-1 Fn—n + 1}‘Fn—u+1 (-1} Fn-n—l que
s (6) para k¥ = m+l . e
81 sumamos (2) con (6), obteneamos
stl
Fn+n + (-1} Fnﬂn = Fn(Fn?1+ Fn-l} (7)
81 hacemos n = m en (2) , ogtenenog Fon = Fpe(Fp 3 + F 3!
= (Fn+1 - ?nul }(Fn+1 +Fo 1 }= Fn+1_ Fn*l » €8 Jdecir, la

diferencia de cuvadrados de dos nimeros de ¥ibonacci cuyos indices
difieren por 2 es un nimerc de flbonacci con indice par.

P4 : S1 ¢ = 1 + /5 entonces ¢“'25Fns¢“"1 , neM . (8)

Demostracion :2 8in=1,PF =1-= ¢9 ¢ Y ¢—1 = Y5 -1 < 1=F, .

Supongamos gue ¢k—2 = Fk = ¢k—1 para k=1,2,...,n.2

Bntonces F . = F . +F_< P Y L TS PSSR L PO
pues ¢2 =l v,y P 2 FaatF = ¢n-3 t ¢P‘2 = ¢n—1 s lo
gue compieta la demostracliédn. -
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P5 : F =90 - " = " - 3-g)" (9)
5 5

endonde ¢ =1 +v5S , w=1 - 5
7 7

Algunos atribuyen el descubrimiento de la férmula (9) a A. de
Molivre, mientras que otros lo atribuyen a Binet.

Demostracidn : Sea G(z)} = Flz + F222 + F3z3 + F4z4 + ... = zZ + 22
v 220 + 324 4 L. (10)
la funcidn generadora para la sucesisén (Fn) . Entonces
_ 2 3 |

zG(z) = Flz + Fzz + FBz + ... y

2 3 4 5

Z2G{z) = Flz + Fzz + F3z + ...
Restando obtenemos : (1-2—22)6(2) = Flz + (F2 - Fl )z2 +

3 4 _ -~
(F3-F2-Fllz + {F4 F3 Fz)z + ... = z , pues Fn+2 = Fn+Fn+1

Por lo tanto G{z) existe , Y como las raices de l-z—zz=0

1 * /5 haciendo la descomposicién de z en fraccio-
2 1 2
-Z—Z
hes parclales, cobtenemos :

(1) o
sz = 1 [__ 1 - 1 ]-_I_[Z{M)n—z(w)n]-
s 1- ¢z 1=z 5
n=0 n=0
1 { (¢ - plz + (¢2 - 32}22 + ... 1 en donde 2 = 1+¥5 y
= ) 2

w1 - F5
—2

Comparando lcos coeficientes de 2z en (10} con lo anterior, obtenemos
Fn = ¢n - wn ;s DhelN »
143

El ntmero ¢ = 1 + ¥5 que aparece en las férmulas (8) ¥y
=

(3) , satisface la ecuacién cuadritica x2 -x-1=90
propiedades muy interesantes. 2
Por ejemploc , como ¢
4 2
WP+ i, P = 20 + ¢ = 3¢ + 2, y por induccién se demuestra gue

r Y pozee

= ¢ +1, entonces ¢3 = ¢2 + @ =
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n

¢ tFn¢+Fn_1’ n-2'3, LR Y

Otxa propiedad es gue 1 =e¢-1, y como ¢ > 1
)

esto nos dice gque #l inversc de ¢ presenta la misma expansion
decimal de @ .

Euclides lo l1lamé "extremo y zazén media" : La razon
entre A y B es igual a la razén entre A4B y B si la razén entre A
YB es ¢. Lo escritores del renacimiento 1o denominaron
"proporcioén divina®, y en el Gltimo sigle ¢ llegd a =er conocldo
como "razén adurea ¢ namero de oro®“.

En el mundo del arte, la razén entre ¢ v 1 se dice sear
la mejor proporcién estética.

r

IP6 : El ndmero de Fibonacci Fn es el entero mas cercano al n-ésimo
término a, de la progresién geométrica cuyo primer términc eas
#/7% y cuya razén es ¢ (el ndmero de oro}.

Demostracion : | F. ~ a, = o - " - " 1= _1}v¥ |n
5 5 14

Pexo w = (1 - ¥5}/2 = -~ 0.618... y l#{ < 1 . Por lo tanto |v|n<1
para toda n «e N . Entonces,

F_ - a < /Y% < 1/2 , lo que prueba la propiedad =
n n

En la demostracién de la propiedad antexior, como |wy|<1

entonces |v|“ —— O cuando n —s ® , ¥y por 10 tanto |Fn-an|
tiende a cero cuando n tienda a infinito, es decir :

n
lim Fn = lim a, = lim @ .
IO n——e0d n——a _’g
Utilizandc la propiedad P6 podemos calcular Fn para

valores elevados del indice n, calculando ¢n/i§ Yy tomando el en-
tero mas cercano a este ndmero.

Para calcular ¢%/7% podemos utlizar logaritmos :

log ¢"/75 = nloge - 10g¥5S = n(D.20898) - 0.34949 , y £inalmente
tomar exponencial.
3. LOS NUMEROS DE FIBONACCI Y EL ALGORITHO DE EUCLIDES.

Dados a,b €« N , el algoritmo de Xuclides aplicado a
estos nimeros produce el sistema de ecuaclones :
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1A

a = bq0+rl s @ £, < b (g =038 a<b)

b = r1q1+ r, s O = r, < r,
Ty = t2q2+ LN s O = L < r,

- {11)
Tn-2 = Tp-19p-3* T » 0 = Tn ¢ Fp-1

rn—l = Inqn

Este proceso nos lleva a determinar el &iximo coadn
divisor de a ¥y b, (a,b) gue e= igual a X, o« el Gltimo residuo no

nulo.

TEOREMA 1 : Dados m,n €« N , 81l n es divisible por a entonces Fn es
divisible por Pa .

Demostracién : Sea n = km, con k €« N . Utilizaremos induccién
sobre k.

81 k=1, n=m ¥ por lo tanto Fn es divisible por Pm .

Suponga gue ?kn es divible porx Fn con kK » 1 .

Fik+1im ™ Frm + m = FrmFmer * Fym-3Fu POX (2} .

Como Fkn—l?n es divisible por F. ¥ por hipotesis de
induccién ?kn?n+1 es divisiblie por F- s entonces F(k+1)n es
divisible por Pw . ]

COROLARIO 1 : S8i n es compuesto y distinto de 4 entonces F an

n
compuesto.

Demostracidn : n es compueste y distinto de 4, entonces esxisten
entexos r ys con 1 < r <n, 1 <8 <n s CON X > 2 08 > 2 , ta-

les que n = rs .
Supongamos gue z > 2. Por el teorema antexior, Fn es
divisible por Fr Y 1 < Pz < Fn . Por lo tanto Fn es compuesto. =

TEOREMA 2 : NGmeros de Fiponacci consecutivos son

relativamente
primos.
2 _ . ..n
Demostracién . Bn (3) tenemos Fn+1Fn—1 - F,=(-1})" . s8i a4 z 1 ez
an dlvisor comdn de Fn Yy Pn+1 entonces 4 es divisor de (-1} le
que es una contradicciédn. Entonces Fn Y Fn+1 son relativamente
Primos para todo n « N . m

TEOREMA 3 : (Fn , F. ) = P(n") para todo m,n =« N .,

Demostracién. 81 w= n la igualdad es obvia.
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Bupongamos m > n . Aplicando el algoritmo de EBuclides a
n Y n obtenemos el sistema (11) con m en el lugar de a y n en el
lugar de b.

(Fn ’ Fn] = (Fn ’ an0+r1) = {Fn o ano-lFrl+ anoFr1+1}

= (Fn s F } pues por el teorewma 1 , F F es

nqo—lprl ng, rl+1
divisible por Fn .

Por el teorema 1, an es divisible por Fn s ¥ por el
4]

teorema 2 anu b ano_l son relativamente primos. Por 1lc tanto Fn
Y ano_l son relativamente primos, y (Fn , ano_lFrl) = {Fn,FrI)
Entonces (E‘m ’ Fn y o= Fn ’ Frl N

Analogamente, podemos procbar que

(FH,F ) = (Fr s F_ ) , (Fr s F_ )} = (F fFoo) el

1 1 f2 1 T2 2 T3
(F +F P = (P s P_ ) . Por lo tanto (FP_,F ) = (P S
*k-2 Fk-1 k-1 Tk ®on k-1 Fx
Yy como r es un divisor de x s F es dlvisible por F b
k k-1 Iy 4 T,
(F » F )= F = F , pues {(m,n) = r_ . ]
Ty-1 rk Ik {m,n) k

COROLARXIO 2, Si Fn es divisible por Fm entonces n e3 divisible
por m.

Demostracidn : Como Fn es divisible por Fn ’ {Fn'FH} = F_ = F(n,n}
poxr el teorema 3. Entonces (n,m) = m , es declr n es divisible
per m. [

Debido al tecrema 1 y el corolario 2, podemos determinar
la divisibilidad de los nGmeros de ¥Fibonacci analizande 1la
divisibilidad de sus indices.

En 1845, G. Lamé ({4}) demostrd que 8i k e N , m,n son
enteros con n > m > 0 tales gue al aplicar el algoritmo de Bucli-
des a m Yy n se requlere exactamente k divisiones sucesivas y con n
tan pegquefio cuanto posible gue satisface estas condiciones entonces

nN=Fre2 ¥ ®F -
Por lo tanto, el peor de los casos al utilizar el algo-

ritmo de EBuclides ocurre cuando m .y n son nameros de
Fibonaccl consecutivos.
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4. MATRICES DE FIBONACCI.

En t5) se hace la conjetura de que s{i empezamos con la

1 1
A [ l 1+x n
al hacer con que la primera entrada de A sea igual a 1 , 1la
matriz resultante tiende a

matriz

1 £
[ 2 ] cuvando n tiende al infinito , en donde
£ s

g = x + x2 + 4 R

2

En el siguiente teorema demostramos que esta conjetura

es correcta solamente para x > -2 , y demostramos otros resultados
interesantes.

_ 1 l
TEOREMA 4. Sean A = [ 1 léx ] s xeR , vy

M" - n 2

= A b4 + 4
x+1x2+l x—¥x2+4 n [ —fx2+4 x+fx2+4 n
a1 s 22220 - 1—— I +« 221X 77
2 2 2 2
n € N .,

1 I
(1) 8i x > -2 , antonces lim N7 = [ 2] , en donde
A

N~ r
FEE x+¥x2+4
n 1 a

(i) 8i x < -2 entonces 1l1lim M = 2] + en donde

N———sn (2] o
a = x—fx2+4 .

2
F F
(111) 81 x = -1 entonces A" = Zn-1 P 2n s N €N Y
2Zn 2n+l

1im A = 1lim W" = L; 1f¢ ] con ¢ = 1+¥5 el numero
nNn——o FZn-l N———sQD 2
de oro.
(iv) 81 x = -2 entonces M" = [% g] para n par ; y [i _1] patca
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n impar.
Demostracién 1 La acuacidn caracteristica de A es :

det{A-AI})= A% - (24x}M + x = O

r =1 + x- x2+4 = 1l +aa ; y s =214 x+f&2+4 = 1 +# 2 .

2

¢ Cuyas ralces son

y vectores caracteristicos [ ril ) Y [ 521 ] asocliados respectiva-
mente a r y s.

-1
1 1 r 0 1 1
Entonces A = r-1 s—l}[o 3][?—1 5—1] Y

an (1 13 o"¢1 117} (s-1)"-(r-1)s" s"-L"
A = le-1 s-1)lo s [x-l s-1] =1 n__n n n
8-1 s -r (s-1l)s -{r-1)r

Como (r-1})(s-1) = -1 , (a-11c®-(e-1)s" = ¢ Y

s-~-r = fx2+4 entonces

(s-1)c"-(r-1)s" Alva) M ~a(1sa)"
" - N
Mt = {s-x)A" = > (a-l}rn—(r—l)sn
n 0 n ~ n
(s-1)e™~(r-1)s" 2 {s-1)s -(r-1l)rx

(s~1]z“-(r—l)sn (S*I)rn-(r-l)s"

1 - (xss)"
ez decir, M" = . n (s-l}(:/sln-(r—lj n (12)
’ i - (zx/s) {a-1)-(r-1){xr/s)
(5-1) (r/8)"~{r-1) (s~1)(x/=)"-(r-1)
n
o2 1/2
8f x > -2, (r/s)“ = [ 24 (32+‘)1/2 + O cuando n—
2+x+{x"+4)

n 1 “TLT“F 1l s-1.
Y por lo tanto lim H = 1 s - 1 =
n 1-x 1 - ¢

1 (£
[ 2 ] gue es (1i).
3 (&

40



24x+(x2+4)172

+» ¢ cuando n-~——om

2

24x-{x2+4)172

],,

y siguiendo el procedimiento anterior, tenemos :

(1i) 81 x < -2 , (s/x)" = [

1
n i —r:-—; 1 r-1 1 a
lim M = = =
Nt 1 r -1 r-1 (r-l)2 o az
1i-s 1 - =
que er (1i1) .
_ _fr LY. (F, F
(11i) 81 x = 1 , A [ r 3 ¢! Fz] .
3
F F b
Suponga gque Ak - F2k-1 F2k para k > 1 Entonces
2k 2k +1,
K+l _ .k Fox-1* Fax  Fak-1* Fox Fax+l  Fakaz
M =AA= e +F P.. + 2F = F F
2k 2k+1 2k 2k+1 2k+2 2k +3
lo que completa la induccién.
1 Fan’Fan-1
lim A = 1im
n—e F, n—w | "20’F20-1 Fon+1/Fon-1
1 F20’Fan-1 1 @ 1 @
lin F, /F 1+ P, /F ¢ 14| " e &
n—so0 2n" " 2n-1 2n" " 2n-1
pues el limite del cociente entre dos nimeros de Fibonaccl

consecutivos cuando n —+» o es igual a ¢ .

(iv) 81 x = -2 , A = [ i

272

(s-1){e/8)"—(x-1) = { 2

2v2

(8-1)-(x-1)(x/s)" = { -

3 ] . (rs)™ = (-7,
sl n es par
si n es impar ¥
.:i : :: ?:;ar entonces en (12)



1 ¢

0 1] =i n es par
M =
1 1
1 *1] si n es impar

5. LO8 CUASICRISTALES.

El 12 de noviembre de 1984 Dany Schechtman descubre una
aleacidén metalica (de aluminio y magneso)} parecida a un cristal
caon simetria icosaddrica (poligono regular de veilnte caras) 1la
cual es prohlbida para un cristal.

Exstas aleaclione=s metialjicas con propiedades excepcionales
como por ejemplo resistencia macsénica muy elevada son actualmente
denominado= cuasicristalas,.

Son perfectamente ordenados, pero su estructura
geométrica es no pericadica. Son hermosas estructuras con varios
tipos de simetrias, y las famosas figuras de Roger Penrose consti-
tuyen un prototipo para ellas.

Las Gnicas simetrias posibles para cristales son binaria
la ternaria, la cuaterraria y 1la senaria. Todas 1las otras
simetrias de rotacién guedan excluidas.

Los cuasicristales tienen simetrla de orden c¢cinco, y en
el cAlculo de las estructuras de simetria guinaria aparece el
ndmero de oro ¢ , gue es caracteristico de la simetria de orden 5.

Los nGaeros racionales describen cadenas periddicas vy
los irracionales gque se relacionan con cadenas no perilodicas y con
estructuras cuasicristalinas son algebraicos.

Asl cowmo los nameros irracionales son limites de
sucesiones racionales, las estructuras no periddicas pueden ser
aproximadas por sucesiones de estructuras periddicas, y esta
aproximacién es tanto mejor cuanto mayor sea la malla elemental de
la estructara periédica aproximante.

Los aproximantes Fm_llFn para ¢ permiten obtensr

estructuras cristalinas que se aproximan a2 un cuasicristal. En el
limite el cuasicristal es un cristal con malla elemental L1nfinita
Yy simetria no periddica. Vea [6]
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NUMEROS DE FIBOWACCI, COEFICIENTES BINOMIALRS Y
FRACCIONES CONTINUAS

Edison De ¥aria Campos

RESUMEN

En este articulo el autor presenta algunos
resunltados gue zelaclionan los ndmeros de
Fibonacci con los coeficientes binomiales
¥y con las fraccionesz continuas.

1. INTRODUCCION.

Consideremos la sucesidn de Fibonacci (Fn), neMN, de-

finida por :

F, =1, F, =1, F

1 2 neN

ne2 Pn + anl ’
Una forma ingeniosa de generar esta sucesién es dada en
[1j.

Dado un circuito con dos resistencias R y Rn en sexie, y
una resistencia R en paralelo, considere la resistencia Rn+1 dada

por :
1 = 1 + 1 (1)

ntl R + Rn R

S8t R, =R , R, =2R y R, = 5R, entonces los coefi-
clentes de R, 1/1 , 2/3 y 5/8 son F1/F2 , F3/?4 y ?5/F6

lo gque sugiere que

r

R, = R(P, /P, ) , neN (2)

Por inducclidén se prueba facilmente la ecuacién (2). 83i
n=1, Rl = R(Fl/FZ) =R .

Suponga que (2) es verdadera para n > 1. Entonces, de

(1) , 1 = 1 + 1 = Fop ry 1 =
Rn+l R(an_l/an}+R R R(an_l+F2n) R
F2n t 1 = F2n ¢ F2n+.l = F2n+2 ’ Y por 1o
RF2n+l R RF2n+1 RF2n+1
tanto, Rn+l = R{F2n+1/F2n+2) » gque es (2) para n+}l . ]
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2. LOS NUMEROS DE FIBONACCI Y LOS COEFICIENTES BINOMIALES.

Bn la figura que aigue, consideremeos 1oz coeficlentes
hinomiales dispue=ztaes en forma triangular {(triidngule de Pascal}:

Poﬂc

0

rl-\ ,lﬁq

Lo 1-!

Pz‘ﬁ [2" P‘2'|

kod ‘1 u.zd

r 3 f 3 r 37 3

0 ] 1 2 3

C o4 4 4§ 4 4
LOJ 1-! \-24 3 4
2s decir :

X

1 1

i 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 X

1 5 19 id 5 1l

LR b 15 290 15 b 1

Consideremos las diagonales ascendientes gue wunen los
ntmexos 1,1, (1,1), (r1,2), (1,3,1), {(1,4,3), {(1,5,6,1),

L -

TEOREMA 1. La suma Sk de los nUdmeros gue aparecen en la k-ésima
diagonal ascendiente es un nimero de Fibonacci.

Demostracion : La k-ésima diagonal ascendiente esta formada por
los nvmexros

k-1 k-2 k-3
(") - () () -
Utlilizando las relacliones @
- +1
[ g ] = [ nol ] =1 vy [ T ] + [ i:l ] = [ T+l ; obtenemo=x
_ n—3 n-4 n-5% n-2 n-3
Sn—z*sn—l“[OJ*[ll*[z]“‘*[0]*[1]
n-4 n-5 - n-2 n-3 n-3
() (Y 2 ()l Y )
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n-2 n-3 n-4 _
1 ] + 2 } + [ 3 ] '.' Y - sn -
Como 8§, = 82 =1 y Sn =8 4t sn—l s N = 3,4,...
concluimos gue (Sn! es una sucesion de Fibonacci, y cada Sn 2S5 un
nimero de Fibonacci. »

3. LOS NUMEROS DE FIBONACCI Y LAS FRACCIONES CONTINUAS.

Considere la expresién :

9 + 1 {3
q1 + 1l

en donde g €N , k =1, 2, .... , ¥ q5 €M U {0} , se denomina
fraccién continua .

Tal fraccidén puede ser escrita en la forma mas compacta:

(qO'ql"QZ" ------rqn ).

31 w es la fraccidn continua {3) decimos que :
90/00 = g, es su primer convergente ,

Pl/Ql 1= {qogql) =qy + 1 s su segundo convergente ,
q
Py/Qy = 19g,qy, ---sQ)) = Qg + 1
a4, * 1
9, *
e 1
"

es su k-ésimo bonvergente{ en donde Pk Yy Qk son enteros positivos
telativamente primos.
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TERCER CONGRESO NACIONAL DE MATEMATICAS

La transicidén de Pk/Qk a Pk+1/0k+1 se Trealiza al
reemplazar el Ultimo denominador q, que aparece en pk/Qk por
qk + 1 .

el
Dados a,b enteros con b » 0, podemos expandir a en
b
fraccién continua utilizando el algoritmo de Euclides @
a = bqo + rl ’
=Ilq1 + 152 »
T, = r,q, + .
Th-2 ~© Tn-19n-1 * n *
Tn-1 ° *n9p -
Entonces g = dg + rl/b = q0 + 1 = @, + 1 =
b/r1 q, + 1
r1/12
= g4 t 1 = ... = Qg ¥ 1
q, * q; *+ 1
a, 1 9 * .
T2/T3 Y
4,
< .
Como 0O < r, < r,-1 ¢ ®igue gque 9, > 1.

Entonces, todo nimero racional puede ser representado
por una fraccién continua , y comc es facil ver, 1la reciproca
también es verdadera. Es declr, un ntmero es racicnal st y sélo
5] me expande en fraccidn continwa (limitadal y es irracional si y
s6l0o si se expande en fraccién continua ilimitada.

TEOREMA 2. Si Pk/qk esal k-ésimo convergents de la fraccién

continua (qO - P R q, } con Pk ’ Qk enteros positivos vy

relativamente primos, entonces :
P41 * Px9kap ¥ Py ) (4)

Oke1 = Uer * Uy (5)
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.k
PrarQp — Py, = (-1) (6)

Demostracién . Por induccién sobre k.

Para k = 1, Pl/Q1 =gy + lfql = (qoql + 1)/ql + pero
como ga,q, * i ¥y 9; son xelativamente primos, el cociente entre
estos dos nameros es Irreducible. Por hipdtesis Pl Y Ql son
entercs positivos y relativamente primos . Por lo tanto,

P1 = qoql + 1 Y Ql = ql .
Pz/e2 = (qo,ql,qz) = qotqlqz + 1) + a, } / (q1q2 + 1) {(7)

Pero el miximo comdn divisor entre qo(qlqz + 1) + 9, Y 9,49, + 1
es igual al maximo comun divisor entre qdy ¥ 9,2, + 1 ¥y este es
igual al madximo comtin divisor entre 9, ¥ 1 gque es iqual a 1. Esto

nos dice que el segundo miembro en (7) es Arreducible y por lo
tanto,

Pz = qotqlq2 + 1) + q, = (qoql + llq2 + q0.= P
P28 ~ P18y = (Byay + PplQy - Py{0;q,+ Q)) = qga; - (qpqy + 1) =
-1 = (-1)1 r Que son (4), (5) y (6) para k = 1.

Supongamos que (4), (5), (6) son verdaderas para k > 1.

Entonces Py .1/941 Prlger™ Pyog /(09 0+ 0 ;). Ahora

Pr+2/9 4+, Be obtiene resmplazando Aeyy POX Q. *+ 1/q, ., en 1la
expresidn para Pk+1/0k+1 . Como Qe 4y NO aparece en las férmulas

para Pk ’ Ok . Pk—l Yy Qk-l s Obtenemos :

"kez 0 Pl * V) Y Py Bydygt Pyt Pu/g,
Q42 Opfap,, + 1/7q.,,) + 0, Qo1 Qe 3* /9,
Pr+r19x4+2 ¥ By

= (8)
Cre1xe2 ¥ &

Supongamos gue P + Pk Yy Qk+1qk+2+ Qk tienen

k+19% +2
un factor comGn d > 1. Entonces la expresidcn

47



- _1 k4l
(Pre19%42% P91 = (Qarfys2? QlPror™ Pr@e g™ QPre= 12

(por hipétesis de induccién) también es divisible por d , lo que

falso. Por lo tanto la dltima fraccién en (8) es irreducible, ¥
entonces tenemos : Pk+2= Pk+1qk+2* Pk ’ Qk+2= Qk+1qk+2+ Qk
Y Pria%%i17 Pra1%%s2 ® Pre1Tke2® Pl 417 Prar Ok T2t} =
k+1l

POy i1™ QPryy = (21D ., que son (4), (5), y (6) para k+l. =
COROLARIO 1 P - p t-l)k

- k+l k =

Q41 Oy Q42
PDemostracion : pk+1/0k+1 - Pk/ok = (Pk+10k - Pk°k+l)/0qu+1 =
(-1)¥ 7 g0 .
k*"k+l °

Como q, € N, k=0,1,2,... , entonces por el teorenma 2
concluimos gque

P. <P, <P

0 1 2 € were ¥ QD < 01 < 02 < .. (9)

TEOREMA 3. 8i Pk/Qk eael Kk-ésimo convergente de 1la fraccidn
continwa (1,1,1,...,1) con Pk . Qk enteros positivos y rela-
tlvamente primos, entonces : p/Q =F /F_,, . neW U {0}

n+2’" n+
en donde Fk es el k-é3ino ndmero de Fibonzccel.
Pemostracidén . Por induccidén sobre n. Sin = @, PDIQU = gy = 1/1
= FZ/Fl .
Pl/Ql = q, + l/q1 = 2/1 . Entonces PO = 1, Pl = 2 ,

Qo=l y 9, = l.

Supongamos gque Pk/Qk = Fk+2/F para X = 1,2,...,n

k+1
Como Pk Yy kaon relativamente primos , entonces pk=Fk+2 ’ ¥
9 =Fy1
Ahora, P, .1 = PuSne1* Pa-1 T Pn * Puer T Fpy2 T Fan G
Fn+3 + ¥ Qn+1 = ann+1+ Qn—l = Qn ¥ 0n—l = Fn+1 ¥ Fn = n+l ‘/
lo gque completa la demostracidn . |
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Definicién : La expresién o = (qo, Dyr veer s --. ) (10)
se denomina fracci{én continva infinita .

Laa definicliones y resultados anteriocres son
naturalmente extendidos a las fracciones continuas infinitas.

TEOREMA 4. La sucesidén (Pk/uk) de convergentes de 1la fracclén
continua infinita (190! tiene limite w .

Demostraciodn . Consideremos las subsucesiones € 92k/Q2k) y

(92k+1/Q2k+1] r k=0,1, ... .

Por el corolario 1 y por (9) tenemos :

-p +

Pone2/%n42 20/%n ™ P2n+2/%n42 T Pone1/®ns1 * Pone1/®onsy -

PZn/QZn = -~1/Q + 1/ >0

2n+2Q2n+1 Q2n+102n

hnalogamente,  Prn+3’®ns3 T Ponsi/Opner T 05,0050,

1/Q2n+2q2n+1 < 0.

Entonces {sz/QZk) 83 una sucesidén creclente ¥
[92k+l/Q2k+l) €8 una sucesidén decreciente.

Consideremos los nGmeros p2n/Q
n,m €N U {0}

2n Y P2n+l/a25l+l con

Sea k- 'un ndmero impar mayor gque max{Zn, Z2ma+l}

- Por el corolario i, Fk+llok+1 - Pk/Qk = (—l)k/Qka+1 <90 Y
asi, P /Q. > P19 41 (11}
Come (P, /Q, ) es creciente, (P at17/9op,y) S

decreclente ,k > 2n , kX > 2m+l Y kt1l es par entonces

> (12}

{12}

P2n’a2n
Pra+1”/%2a41

Pree1/ %1
Pk/Qk £

De (11), (12} y (12), obtenemos :
PZn/QZn < /Q para todo n,m € M U {0}

p2-+1 Zn+l *

€3 decir, cada término de la sucesién creclente (Pznlﬁzn) &S menor

we cualguf términe 1 i .
q c gulier ne de la sucesisén decreciente (Pzn*lfazn+13
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_ _q\ 0 2 2
Ademds, | P _,/0 ., - P/ =1 ¢-1)7vo @ ., | <1 < 1/n

pues Qo=1 < Q, € ... €£Q_ <

1 n LI ) -
Entonces lin pn+1/0n+l = lim Pn/Qn, Y esto implica que
n—-—eG0 i—»0

(Pznfﬁzn) Y (p2n+1/Q2n+1) convergen al mismo limite, que es por
definicién el valor de la fracclidén continua infinita (10). @
COROLARICQ 2. La fraccién continuada infinita

1 &+ 1 es igual a 1lim Fn+1/Fn = ¢
1 + 1 n —0

con ¢ =1 + Y5 el nGmexo de oro, y F_ el n-ésimo ndmero de

n

Fibonaccli.

Demostracion :En (2] se muestra que Fn = ¢“ - vn en donde @ es
4

el ntmeroc de oro 1+¥5 y y = 1-v5 =1 - ¢ .
2 2

Bntonces | F - " /5| = | w|"/¥5 < 1/2 , pues fw] < 1
Yy asi, ¢h es el entero mas cercano a ¢n/¥§ s 3 decir :

-

n
P~ @ /Y5 4 e, . con | e, | < 1/2 para todo n.

Por los taoremas (3) y (4) , w = lim Pn/Q

1]
n——a0

n+l . _
= lim Fn+2/l?n+1= lim F /JF_ = lim ¢ /Y5 + @ =

n——e00 n—eo R L e — nt+l
® /¥5 + A
iim ¢ + ¥§{9n+1/¢n) = @ ’ pues en es acotado para
n—0 = .
1 0+ ﬁ(en/qb )
tedo n, vy ¢ > 1, lo que implica 1lim vg(ek*l/¢k, =0 . -

K——s0

S0



El corolarioc anterior nos dice gue la razén entre dos
nGaeros de Fibonaccl consecutivos tiende al ndmero de oro ¢ cuan-
doe el indice crece. En [31 aparecen algunos resultados
relacionande expansiones de nGmeros raclonales con fracciones con-
tinuas, y némeros irracionales con fracclones continuas infinitas.
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POLINOMIOS REALES DE UNA VARIABLE REAL. SUS RAICES REALES
Y METODOS NUMERICOS.

Edwin Castro F Escuela de Matematica.. UCR.
Garardo Mora A. -~ Sede de Occidente~r UCR.
Tan José, Costa Rica.

RESUMEN

Aqul estudiaremos algunos aspectos relacionados
con polinomios reales de una variable real,
tales como el Métado de Sturn para caleular el
nimero de rafces reales, el Métaodo de Newton
para acotar los ceros de un polinomio P,
evaluyacidén de P ulLilizando el Método de Horner,
el calculo aproxi made de sus raices, utilizando
Métodos Numéricos, e integrar loc métoados aqui
mencionados, en un programa de caomputacidén.

§XI. INTRODUCCION.

La ecuaciones polinomiales empiezan a estudiarse ya desde
la secundaria, partiendo del estudio de ecuaciones lineales con
una variable.

Luego se pasa al estudio de ecuacione=s de segundo gradeo, ¥y
aunque estas pueden ser resueltas explicitamente, con la "Fér-
mula General'™, aqui vya aparece o]l problema del calcule apro-
ximado de ralices cuadradas.

Posteriormente se incursicona un poco en la s=solucidn de
algunas ecuaciones polinomiales de grado superior a dos. Aqui,
genaralmente es estudiado el “"Tecorema del Factor®, para una vez
encontrado un cero, poder reducir la ecuacidn polinomial en un
grado, ¥y para hacer los calculos, &l "Método de Horner™.

L

Sin embargo, lo descrito antericrmente "funciona’, solo si

la ecuacidn polinomial a resclver tiene ceros raciocnales.

El estudio de la solucidén de ecuaciones polinomiales, debe
profundizarse un poco mas, pues aestas aparecen en maltiples
problemas, comoc por ejaenplo, cuando se hacen calculos de volu-
menes, problemas relacionados con la fisica, la economia, la
medicina, la ingenieria. etc.
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Incluso el calculeo de algunas funciones trigonamétricas

puede reducirse al cilculo de una de las ralices de una ecuacidn
polinomial.

Lo que aqul proponemos al respecto, es integrar algunos
resultados del Algebra de polinomios, la scolucidn numérica, ¥y
el uso de la microcomputadora, de tal forma que, hacer una gran
cantlidad de calculoz no sea una limitante para poder obtener el
ntimeros de ceros reales de una ecuacidn polinomial, ¥y poder
aproximar estos, con algin niners de decimales exaclios.

Vamos & empezar descaribienda el "Método de Sturn' para
determinar el numero de ceros reales de un polinomic PCx), real
de variable real. y de grado n.

§II. EL METODO DE STURN.

Un conceptoc que debe interiorizarse, antes de estudiar el
Sistema de Sturn, para calcular el nimero de ceros reales de un
polinomioc P, es el "mimerc de varlaciones de signo™ en un con-—
Junto finito y ordenado de numeros reales diferentes de cero.

Aqui wvamos a entender por conjunto finito y ordenado de
nimeros reales diferentes de cero, a un grupo de, digamos n
niumeros reales diferentes de cero, de tal forma que los podamos

ordenar por: x, ¥, X, X . X, ---, x , donde x es el primer
i 2 : + L n 1

elemento, vy x es el dltimo.

Jd concepto de nimero de variaciones queda clareo, =i lo
intreducimos en forma inductiva.

Asi, en un conjunto unitario, no hay variaciones de =signo.

St lo que tenemos es un conjunto de dos elementos ordena-—
dos v diferente= de cero, entonces diremoz que hay una wvaria-
cidtn de signeo, si unc de los nimeros es positiveo, ¥y el otro
negativo. (2,-Y3) v (—4.,9) presentan una variacidn de signo. Si
ambos nimeros tienen ol mismo signo, entonces diremos que no
hay variaciones de signo.

En un conjunto ordenade de tres elementos diferentes de

cero, pueden darse los siguientes casos: (supongamos dque 2, b vy
¢ rapresentan nimeros reales positivos?

1. (-a.b,c) una variacidn. 2. {(a,-b,c) dos varlaciones.
. {(a,b,~¢c) una variaclén. .. (~a.~-b,¢) una variacidn.
=, (a,~b, <) una variacidn. G. (—-a,b,~¢) dos variaciones.
7. {a,b,c) ninguna variacidén, ¥

53



8, (-a,-b,-c) ninguna variacidén.

DEFINICION .

En general, si se tienen n ntmeros rales, ordenados b
diferentes de cero, T L diremos que el ndmero
de varjiacicnes de signo v (xt,xa.xa. ‘-, % ) se determina por el

n Lal
numer o de veces que aparezcan dos numeros x, Y x con dife-
rente sigho entre ellos, 1%<k%<n-1. Asi, por ejemplo:
vd(s.-l,—4.10.11.14)=2 vd(*a.3,7.—-4.6.8):3
vﬁ(4.—3.—2.1.—-4,6)=4 vd(4.~3.1.~2.6.—-4):5.

Ahora definiremos lo que en adelante llamaremos Sistema de
Sturn. [Kurosch, 1977. pp. 2511

DEFINICION 2.

Sea P un polinomioc real, de wvariable real, con coeficien-
tes reales, y de grado n, n22, ¥y supongamos que P no tiene
rafces maltiples.

NOoTA: Si P tiene rafces maltiples, entonces puede calcularse el
méximo comlin divisor de PCx) vy P'Ux), donde P’ se define
de la =iguiente forma:

n-1 nez ~3
P*C x> =n30){ + n»—;.)'a‘x +C n—-23 azxn +- - +25 w+a .

n -1 n-2 2
dade que: P(xD=a »x +a X +@ +---+a ® +a H¥+a
< 9 2 n-2 Lt | ™

Sea 7(x) el maximo comin divisor a P(xD vy P 'C(xY. Entonces
PCx> es divisible por T(x), y si S(xD=P(xD+TCx>, S es un
polinomio sin ceros maltiples, y o es un cero de P si y
solc =i a4 e un cerce de S. [(Kurosch, 1977. pp. 148-1491}

P’ se llama primera derivada de P, ([(Kurosch, 1@77. pp.
148} v en forma inductiva se define k~&sima derivada de P

por :
P‘k)= (P(k_“) . OXkEn, ¥ P‘U=D, =i 1On.
Sean P=FP , P, P, +-- P, aeN, s constante.
O 1 2 -]
Diremos gque (PQ.P‘_.PZ.---,P) forma un Sistema de Sturn si
-

y salo si:

1. Pk LY Pk no tienen rafices reales comunes, (V) kaN, 15k<s,
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z. F no tiene raices reales.
=

a. S oes una railz de Pk' kelN, 1%k=a-1, ent.onces:
Pk_i(a)Pkﬂ(a)< 0.

a. 51 aes una raiz de Po’ adl, existe un intervalo Lloa—=s, am],
s<lR, s>0, raR, 20, s y » constantes, tales que:

Po(x) P‘(x)< O (VD xcta-s,al, y Po(x)P1(x)>O (Vi) xslo,a+rl.

La construcciédn de un Sistema de Sturn no es unica, como
se puede observar en los Dibujos N. 1 y 2, donde se representan
Sistemas de Sturn asociados al polinomico definido por:

Plad = x+13Cx—DCx—-7VIiZ).

Los polinomios del Sistema de Sturn del Di bujo N. 1 fueron
construidos, Gnicamente tomando en cuenta las condicei ones gque
deberian de cumplir dichos polinomios.

DIBUJO N. 4. DIBUIJO N, 2.

‘ LDL%
E‘Z h 1,--'
N | |

_2 ., -~ 4

“%

Aqui presentaremos cémo construir Sistemas de Sturn como
el que se presenta en el Dibujo N. 2, pero antes de esto,
enunciemos el siguiente teocrema:

TEORWMA 1. (Teorema de Sturn}

Sea P un polinomio tal que:

n n—i n—2 4
PCxI)=a % +a x +a X +- - -4+5 X +a w4+a .
O 4° 2 n—2 n—4i ™

akeiR, CVKD kelN, o<k<n, do#o, xR,
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Sea P =P, . e, i N
a P P, y soa (Pb.P; L F;) un Sistema de Sturn

Sea ¢ una constante real, v(c2 el ntimero de wvariaciones de
signo que presenta:

(Po(c).F;(c).F;(c).- --.F;(c))

donde los P§C)=O. 0%;<s han sido eliminados.

Si a ¥y b son constantes reales, adb, entonces viad=vib) vy

v(ad—v(b) es igual al nuimero de raices reales de FP(xD=0, entre
a v b.

La demosiracidn de este tLecrema puede encontrarse en
[Kuresch, 1977. pp. 261 -2856]. Aqul trataremos de describirlo en
forma intuitiva, utilizando para ellc los Dibujos N. 1 y 2.

Empecemos con el Dibujo M. 2.

Es conveniente que vl lector verifique que los polinomios
que se representan an este dibujo, (N. 20 satisfacen las cuatro
condiciones para que (POJuI;J;) sea un Sistema de Sturn,

L.La idea aqui e= la siguiente. Obsérvese que =i a<-1,
entonces ge tendria que:

P_(a)<0. P (a)>0, P (a)<O, ¥ P_(a)O

Yy por lo tanto, el conjunto (Po(a),Pl(a).Pz(a),Ps(a)) presenta
exactamente tres variaciones de signo, © sea que v(ad=3, (Vad
ac—1.

Para contar el nimero de variaciones de signo de

(P, (a).P (a).P,(a).F ().

puaede utilizarse la sigulente representacidédn: —+-+, y contar
los cambios de signo conse=cytlivos, que en este caso son tres.

Un caseo particular, resulta =i hacemos a=-2, vy faicilmente se
comprueba que v(--23=3.

Por otra parte, si esdogemos ahora b tal gue -1<b<{3,
entonces se tendri necesariamente que:

P_(b)»>0. P (b0, P (b)O, ¥y P (by>0, para bla.

O s@ea: +4+-+, lo cual indica que en este caso vibl)=2.

P (cd>0, P’(a)=0, P_(o)<0, ¥y P (a)>0,
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luego, Pi(cx) se elimina, y nos queda +-+, y vl(oD=2.

Si ai<b{/?, entonces

Po(b)>0, P‘(b)< O. Pz(b)< O, ¥y Ps(b)>0.
por lo que v(b)=2 también en este caso. C+——+)

Para b=f3, se tiene que

P, (R)>0, P ()0, P UH=0. y PO,
Y tLenamos ahora +-+, pues Pz(ﬁ) se elimina por ser

cero. De nuevo vemos que v(bd=2, en este caso con b=f3.

igual a

Por su parte, si b>f?, entonces

Po(b)> O, P‘(b)<0, Pz(b)>0. ¥ Pn(b)>0.
Y nuevamente v(h)=2. (+—-++D

De los parrafoes anteriores, podemos concluir que (Vb)
1<b(3, v(bl)=2. Luego, v(ad-v(bd=1, (Vad) al-1 y CV¥bY —-1<h<{3.

Por su parte, si c es tal que 3<c<vIZ, entonces vlec)=1.
Por ejemplo P (3.25)K0. P(3.25)]0, P (3.25)50, y P (3.25)>0,
por lo que v(3.28)=1. (-—++), mientras que
Po(r)<0. P(r)=0. P,)>0, y P (»)>0,

por lo que (Pn(y).Pz(r).Ps(y)) presenta exactamente una varia-
cidn de =igno.

El lector puede comprobar que, (Ve) 3<c<vIZ, vled=t1, Yy que
(vdy d>vi2, P (d)>0. P (d)>0. Pd»0. y P (a0,
vid>=0, (vd> Y13, y de esta forma conclulr que:

O =Sea gue

1. vliad-v(bd=1, por lo tanto, entre a ¥y b,

P tiene un cero
real.

2. vib)-vw(ed=1, luego, entre b Yy ¢ hay una raiz de PCxD=0.

n. vico-v(dd=1 y entre ¢ y d, la ecuacién PC(x)=0 tiene una
tinica solucién.

<. via)-v(dd>=3, y este resultado concuerda con en nimero de
ceros reales que tiene la ecuacisdn PCx) =0,

Los resultados del Dibujo N. 2 representan un caso parti-
cular de un Sistema de Sturn.

Observaciones similares pueden hacerse, con respecto al
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Dibuje N. 1, y asi inducir que, si P representa un polinomio
real, de wvariable real, y de grado n, el cual carece de raices
miltiples, y dadas las constantes reales a y b, a<b, ¥
PCadPCbl)»0, entonces v{ad~-vi(h) es igual a el ndmero de raices
reales de P(xD=0, para x entre a y b, ¥y si escogemos a y b
tales que la ecuacidn P(xI=0 no ltenga saluciones reales, (VYx

#edR—1a,bl, entonces v(a)-—v(bl nosda el nimero de ceros reales
de F.

En parrafos posteriores, veremos cédmo peodemos calcular a y
b, tales que P no tenga ceros reales en R-1a,bl.

Ahora vamos a describir como puede abtenerse un Sistema de
Sturn, como el que e representa en el Dibujo N. 2.

§I1T. CONSTRUCCION DE UN SISTEMA DE STURN.

-4 m-2 m—41 2
+néx +abx + - 4a ¥ +a Xt+a

m-2 m—1 ™m

un polinomico de grado m, xdR, y a<&Rk, (Vi) ie{0,1.2,--',m>.
LY

m m
Sea PO =a _x +a‘x

Ademis, supongamos que PLx3=0 no tiene rafices miltiples.

Sean POﬂP 4 P1=P' , donde P' gse calcula de acuerdo con 1la
Dafinlicidn 2.

Para 1%k<s, calclGlese Pk de la siguiente manera:

Sean Sk y Rk polinomios tales que:

Pk-z(x)=Pk—1(x)Sk(x)+Rk(x)'

donde grado de Rk es menor dque grada de Pk-t'

Luego hagase Pk=—Rk.

Deténgase cuando Pk ez constante, o sea cuando Rk es un
polinomia de grade cero. Pk constante implica k=e. C(También
puede detenerse el calculo de los Pk. 5i se puede garantizar,

de alguna forma, que F; no tiene cercs reales, aiun cuando este

no sea constanted
Este sistema asi construldo cumple con todas las propieda-

des que se establecieron en la definicidn 2, y una demostracidn
puede observarse en [Kumosch, 1877. pp. 264-255].
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£s muy probable gque el lector ya esté pensando en le tiem-—
po gue podria llevarse, para construir un Sistema de Sturn aso-
ciado, por ejemplo al polinomio definido por:

PCxD =8x ~4x+Bx +11 1 ~23x?-30xZ+11 x-17.

y en el trabajo que llevaria luego, el evaluar cada unco de los

polinomios obtenidos, para determinar el nimere de raices
reales entre a v b.

Nosotros, aqui lo que proponemos, es que s integren los
microcomputadores a la Enseflanza, v la Aplicaciédn de las Mate-—

maticas, pues esto ex, entre olras cosas, lo que nos motivd a
escribir sobre este tema.

§IV. EVALUACION DE POLINOMIOS.

Una vez que se ha construido un Sistema de Sturn,

nos
enfrentamos a la tarea de evaluar polinomios.

Desde el punto de vista computaciconal, un método muy efi-
caz y facil de programar, ez el "Metodo de Horner™, también
conocido como "Divisién Sintética"™, y que tiene la particula-
ridad de que si

™ n—4 =2 n—1 4
PCxD =2 % +a x | X% +a M +- - -4+a » +a x+&
o 1 2 B -2 _—y n
entonces PCeld=c ., donde c, Ta. Y ir,'m:=t::c:]lc 1Jl-mk. para keN, 1%k<n.
r‘ —

(Kurosch, 1977. pp. 146-1471.

Siguiendo la idea de Horner, para obtener el cociente y el
residuc que resulta de dividir PCx) por (Xx), donde:
PCxd=a x"+a x" +a u" 4m X" e +a xo4a x+a
=] 1 3 2 m—3 m-41 m
Q0 =b_x"+b x" +b %" F4h x" '+ - - +h x"+b  u+b
[+ ] 8 2 - - ] n~2 n-4 n

con m2n, Y aobo#o. tenemos que si PCXI=QCxISCxI+RCxI, entonces:

m-n o n~—4
SCyd = it RCx>=) ¢
L ET ,
j=0 i=o
donde <, ke{0,1.2, ' ,m} esti determinado por:
k-1
c,Sa, Y e = akbo-é cjbk-.i -s-bo
i=o

Los coeficientes ¢, con la ayuda de un microcomputador
15
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son facilmente calculables.
§¥1. COTAS PARA LAS RA:ECES REALES DE P(X)=0,

Otro de los aspectos que interesa aqui, es poder determi
nar cotas superiores e inferiores para las ralces reales posi-
tivas o negativas, de un polinomio de grado n.

Aunque existen variac férmulas para calcular catas,
{Kuresch, 1977. pp. 245-250] aqul describiremos el Métlodo dJde
Newton, el cual permite enconirar cotas "muy estrechas", y es
facil de aplicar, si se utiliza un microcomputador.

Lo que Newton propone es gque, dado un polinomio P, tal que

PCxd=a x"+a x " '+a x"Z+.- - +a x +a x+a
[+ 1 z n-2 n—-1 ™
con a,ld'R,i.e{O.l = IS 5 I ao>0 y xfR. Si o es un ntmero real
positive tal que Pcad>o, PTYcod>0, P Pcodd0. -,

P'Cad>0, y PCad>0, entonces cada raiz real positiva de PC(x>=0
debe sor necesariamente menor oua o.

Dicha afirmaciédn es valida. ya que:

‘e (X9
PCx3=PC a0 +P* Cad =00+ a0 4 - - -+l xmad "
™.
C(Desarrcolle de Taylor da P(x), alrededor de x=ad [Kurosch,
1977. pp. 1582, 2481 ([(Apostol, Tom, 1878. V. I. pp. 335-336] ¥y

st Ve, dade que Pcod0, P " Pcaddo, P"ecwdo, -,

P'Ca3>0, PCaO>0, y t—-o00, e@ntonces FPCLI>0, (W) L a.

En forma analoga, para obtener una cota inferior de las
ratices positivas de P(x3=0, calctilese una cota superior para
las raices positivas de x“P(i/x)A Sl dicha cota es (3., entonces
las rices positivas de P(xD)=0, seran maycres que 1 /3.

Para las raices negativas de Pix3=0, debemos estudlar e
polinomio P(C-xJ, ya que y e una raiz positiva de P(-x2=0 si ¥y
scolo £i - es raiz de Plx»)=0. [Kurosch, 18977. pp. 245-285C)

Una vez que se tiene infomacién sobre el numero de raices
reales de P(x2=0, y los intervalos donde estas se encuentran
Ccotas para las ralces posilivas y laz negativas?> nos
Proponemos a calcular nimeros racionales qus las aproxdmen.
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§VII. SOLUCION NUMERICA.

De nuevo proponemos, que se integre el microcomputador a
la solucidn numerica de ecuaciones polinomiales, utilizando
pPara tal efecto algoritmos apropiados.

Existen muchos métodos para resolver numéricamente una
ecuacién real, de variable real. A nivel de secundaria, podrian
utilizarse, ya sea el Método de la Bisecclidén, [Burden, Richard.
Faires, J. Douglas, 1985. pp. 40-495) (Mora, Gerardo, 1990. pp.
30-68] o el Método de las Cuerdas. [Burden, Richard. Faires, J.
Douglas, 1985, pp. 58-59] [Mora, Gerardo, 1990. pp. 60-1011

También se puede utilizar el Método de Newton, e@! cual
genera sucesiones que convergen "muy rapido” hacia una de las
ralces de P(x)=0.

Otra situacidn, a la que nos enfrentamos es, cdmo separar
las rafces de P(x3=0, =si sabemos gque esta se encuentra en el
intervalo Jo,3[.

Una posibilidad es dividir Ja,3l en N partes iguales, ¥y
calcular los productos PCa+tpd PCa+(1+ad P) ., we({0,1.,2,--,8n-1>,
con p=CB~aD/N. Da esta forma, si Pla+p)PCa+ClL+1Opd<0, enton-
ces, necesariamente, en el intervalo Jla+ier),a+Cl+1dpl habra por
lo menos una raiz.

Por supuesto, que esto no resuelve por completo el proble-
ma de la separacidn de raices, pues =i en un intervalo {=,t]
hay raices reales de P(x3=0, ¥y la diferencia entre dos de ellas
es muy pequeMa (menor que C,f?—ct.')/ND. entonces lo descrito en el
parrafo anterior podria ser que no funcione.
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HOMOMORFISMOS ¥ CONGRUOENCIAS

Josefa I, Garcia
Universidad de Puerto Rico en Arecibo
{Con la colaboracidon de
John Hilde brant
Louisiana State University)

El estudio de congruencias en semigrupos estd estrechamente
ligado al estudic de homomorfismos. Fs sahide gue el ndcleo de
todo homomorfismo entre semigrupos es una congruencia del dominio.
Aqui se analizan las caracteristicas de esta congruencia, se de-
muestra que la preimagen homomdriica de una congruencia es tambifn
una congruencia del dominic, y se estudia la imagen homomértica de
una congruencia.

Ademas, se demuestra que las imdgenes homomorficas de grupos.
semigrupos ciclicos y semigrupos ideales con la Proniedad de Exten-

sidn de Congruencias (PEC) tamblén poseen PEC.
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HOMOMORFISMOS ¥ CONGRUENCIAS

Sea ¢ ; S —» X un homomorfismo de un semigrupo S sobre un
semigrupo X. Definase el nlicleo K de ¢ por K§= {.(a, b) ¢

S X S: d)(a):{b)}.

Es facil ver que K ¢ es una congruencia en S. Por otro lado, si

¢ es cualgquier congruencia en un semigrupo S, puede ser con-

siderada como el niicleo del homomorfismo natural # , defi-
nide por T S —= S/q- tal que T {a) = ¢ =

XP ¢ $: (a, b) ¢ 0‘} .
Acordemos que, a través de toda esta presentacidn, ¢ es un homo-

morfismo de un semigrupo S sobre un semigrupo X.

Definicidn: Un semigrupo S tiene la Propiedad de Extensidn de

Congruencia (PEC) si para cada subsemigrupo T de S y para cada

congruencia U en T existe una congruencia { en S tal que

TN rxr=0

Obsérvese gue toda congruencia. (G- en T genera uha congruencia
minima <1ﬁ>s en §, pero ésta no cumple, en general, con la pro-

piedad de restriccion.



Lemma:

Sea Y un subsemigrupo de X y o una congruencia en Y.

I -1
Entonces la relacidn P = {(x, vy ¢ d (YY) x & (¥):.

(b (x), ¢(§} g } es una congruencia del subsemigrupo
-..l -
$ (¥).

La demostracidn es sencilla.
Llamaremos a.JF) el pullback de {J .

Proposicidon: Sea § un semigrupc. Entonces, los siguientes

postuladas sgn eguivalentes;:
(a) S tiene la Propiedad de Extension de Congruencia (PEEL).
(b) Para cada subsemigrupo T de S vy cada homomorfisho
¢: T - Y, de T sobre un subsemigrupo Y de X, existe
un homomorfismo BA 3 S —> X y una inmersidn oL

-y X tal gque el diagrama siguiente es conmutativo;

kL
— X

i.js T

T — % > Y

{(c) Para cada subsemigrupo T de S y cada congruencia T en
T, la congruencia generada por T en S, ‘£Of>s Liene
la propiedad que .{o—}s DT xT) = 0
Esto significa gue <{gﬁ>s es la extensidn minima de @

a s.

Definimos, usualmente,

<o, = MU o© ¢ aonge /P = %(*“9,.‘5*9) : (o n)d

melhfj

l Lg
x!fjé‘g, 'g = 0-‘ UA_, -_)“P :;Po’f)v/;ig... nivecads
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{Vease Clifford &

Proposicidn:

Preston, Algebraic Theory of Semigrups, AMS)

Sea S un semigrupo, T un subsemigrupo de S, G una con-

-

gruencia en T, v ¢ una congruencia en S,
Entonces
V] es una extensidn de §° si y sclamente si existe una

inmersidn ¢ Tﬂr-"ﬁ S/ tal gue el diagrama siguiente

conmuta: =
< A s Eyﬁf
- 7
D2, Ty
—t—a,
i G~
donde i es la inclusién T en S, vy, o Y /9 son 1o0s homo-

morfismos naturales.

Lemma: Sea ol

de ol a s.

una congruencia en X y sea‘-/o pullback

Entonces Ké %/fD-

Alin mas,
(i) si p
(ii) Si oL
(iii) Si oL
{(iv) \J)D
(v) Si
P

entonces

ﬁ < g

&

6 s entonces ol
t = K .

N L onces‘jp b

ALY ¢ es inyectiva, entoncesj =As.

= 5 x¥x 8§ s1 vy s0lo si oL =X x X,

1t

es una congruencia en X con pullback vy dMF/B
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Estos cinco datos, faciles de verificar, seran la base

de las demostraciones de los siguientes resultados:

Proposicion:

o~ , una relacién en X y h/}D, una relacidn en S,

. () e
tales quec{lvjﬁ 50n sus cerraduras tran51t1vas,d;(JJ {); L{/:
t

r’?\'-m ! : F14% &{N
entonces S

(1) Si;)% estd contenida en el pullback de °C; , entonces
k/}> estd contenida en el pullback de o
(i1} 5Si el pullback de oL , estd contenida en
ces el pullback de ol estid contenida enL/FD

(iii) si vji es el pullback de 0&, entonces /2 es el

pullback de ./

Ujj, enton-

Proposicion:
Sea tna congruencia en Sy definase o = {kg UﬂéX X
(o) = (4@,40)) T (a.) e\ff ERCS
Entonces e '

A, s una congruencia X.

Llamamos a ¢f, el pushout de la congruenciah//j
Lemma

Sea o una congruencia en X y sea \JfD el pullback
de oo a s,

Entonces ¢ es el pushout de “JD a X.



TERCER CONGRESO NACIONAL DE MATEMATICAS

Lemma :

Seaj una congruencia en $ y sea J4. el pushout def

a X. Sea 0 el pullback de & a S, Entonce?)ogcr .

Lemma :

Sean_j) Y © congruencias en S, y sea d el pushout dif’}
3 el pushout de & . Si (¢ entonces ol €2 .
J b <6 p

Lemnma :

1
Sea Y un subsemigrupo de X}y T= ti) {(Y). Sea < una con-

gruencia en Y, A = (DL>E ,J)el pullback de & a T y
—_ -
= g .

I f'>s ~

Entonces A es el pushout dfj.) .

Lemma »

Sea_):'.! una congruencia en S y sea of el pushout de_/P
X. Entonces_/p es el pullback de oL si y solamente si Kb <
y . Ademis, O =ﬁv K¢ es el pullback de of. a S.
Teorema:

Sea Y un subsemigrupo de- X ¥ Sea A una congruencia Y.
Entonces si el pullback de o =¢;z>x €S una extensidn del pull-

back de & , entonces o se extiende a una congruencia en X.

Teorema:

Supbngase que S tiene la Propiedad de Extensidn de Congru-

, . -1
encia (PEC}, y sea Y un subsemigrupo de X, vy T =4¢ (YY), si

ke DT> =K

entonces toda congruencia de Y puede extenderse a X.
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Corolario:

Sea S un semigrupo con PEC y sea 1 un ideal de S, Enton-

ces S/ tiene PEC.

. . - . . 2
Un semigrupo S se llama semigrupo ciclico si 8§ = a, a ,,..
P p+l - s
a“, a = a para algln Szp. A p se le lliama el indice de 5.
Lemma ;

Sea S un semigrupo ciclico con Indice p, $:S8 -.—, X un
homomorfismo de S sobre X. Entonces X es un semigrupo ciclico
con Indice %gf».

Obsd&rvese que un semigrupo ciclico se puede definir como:

5= {a! 82,... afﬁEL}M(S) donde M(S) es el ideal minimo
de S y es un grupo cilclico.
Teorema:

Un semigrupo ciclico S tiene en Propiedad de Extensidn de
Congruencia (PEC) si y solo si indice es menor o igual a 3.
Corolario:

La imagen homombdrfica de un semigrupo ciclico en PEC tam-

bién tendra en PEC,

Sea S un semigrupo. Decimos gque S es un semigrupo ideal

si toda congruencia O en S puede expresarse Como o = (IXI)uLAS

para alglin ideal I de S.

68



Proposicidn:

Sea 8 un semigrupc ideal. Entonces
(i} S tiene un elemento cero que llamaremoas 0.

(ii) Si‘JD es una congruencia en S entonces

S = {1 x I} U A donde

1 = $xe8 (x,a)é‘f}

Lemma:

La imagen homomdrfica de un semigrupo ideal es un semi-

grupo ideal,

Proposicidn:

Sea S un semigrupo ideal. Entonges § tiene la PEC si vy
56lo si S tiene la propiedad de extensidn de ideales y cada
subsemigrupo de S es un semigrupo ideal.

Corolario:

La imagen homomdrfica de un semigrupe ideal con PEC tam-.
bién tendra PEC.

Es sabido (veéase Bird, Kiss & PbPalfy, 1977, Best and
Taussky, 1942 y Zacker, 1952) gque un grupo G tiene la propie-
dad de extensidn de congruencias de subgrupos {(PECG) si y
586lo si para todo subgrupo H, H £ G y todo subgrupo nor-

mal Kea H'existe un subgrupo normal N .a G tal qgque N /1 H=K.

Esto equivale a decir dgue la propiedad " es subgrupo normal

de " es transitiva entre los subgrupos de G.
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Proposicidn:

Un grupo G tiene la propiedad de extensidn de congruenciacs
(PEC) si y sblo si G es un grupo de torsidn que tiene la pro-

piedad de extensidn de congruencias de subgrupos (PECG).

Teorema:

La imagen homomdrfica de un grupo con PEC tambi&n tendra

PEC.
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Resumen:

Las siguientes propiedades son homomdrficas:

1. Propiedad de Extensidn de ldeales (PEI)

2. Semigrupo ideal {(SI)

3. Propiedad de Extensidn de Congruencias de
subgrupos (PECG)

4., PEC para semigrupos ciclicos

5. PEC para semigrupos ideales

6. PEC para qrupos

Preguntas abiertas:

l. ¢BEs la PEC homomdrfica, en el caso general?
2. Una caracterizacidn total de semigrupos con PEC -
Hemos trabaj)ado una propiedad que los identifica,

pero ésta no es facilmente observable.
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ACERCA DE LA POSIBILIDAD DE UN CONTRA-EJEMPLO
A LA CONJETURA DE POINCARE

por
Howard Lambert
Professor of Computer Science,
l1a Universidad del Este de Nuevo Mexico
v Profesor Visitante,

el Instituto Tecnoldgico de Costa Rica

RESUMEN: Presentamos evidencia a favor de la hipdtesis

de que la Conjetura de Poincaré es falsa en dimensidén 3.

ABSTRACT: We present evidence for the hypotheis that the
Poincaré Conjecture in dimension 3 is false.
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TERMINOLOGIA:

Sean En el espacio euclideanc de dimensién n, 8™ la
esfera estandar de n dimensiones y C el cubo estandar
de n dimensiones, n > -1. 8i V es una variedad de n
dimensiones, denominemos su frontera por Bd V. Estamos
trabajando en la categoria de complejos simpliciales.

51 V menos una pequenia vecindad de un punto en el interior
de ¥ es contractible y el grupo fundamental de V es igual
a los nudmeros enteros.,denominemos V una esfera homotépica.

Otra terminologia estd en [3].

LA CONJETURA DE POINCARE:

Sea V7 una varledad compacta v contractible. S5i ¥o
tiene una frontera que es una esfera homotdpica, entonces

V" es igual a C™ .(Hay un homeomorfismo entre Vo y C—.)

LO QUE SE SABE ACTUALMENTE:

La conjetura de Poincaré ha sido demostrado en cualquiersa
dimension excepto la dimension 3! En las dimensiones
mayores de 4 la conjetura ha sido demostrado en [4].

En el caso de 4 dimensiones ha sido demostrado por Freedman
en [2] v en el caso de < 3 dimensiones ha sido demostrado

por Papakyriakopolous.

LA CONJETURA DEL AUTOR:

La Conjetura de Polincaré es falsa en dimension 3



EVIDENCIA QUE LA CONJETURA DE POINCARE
SEA FALSO EN LA DIMENSION 3:

El autor construve una variedad H de 4 dimensiones en la
sigulente manera:

Sea T = 5* X C*© v

sea Lo = S* ¥ c=X {0} y

seaz L ls curva gue el autor va a presentar en su
conferencia y L~ consiste en L. ¥y m copias de L
con interseccidén vacia entre ellas pero cerca de

L, con m par.

Pegar un 1-mango a lo largo de L para formar M.

Lema

M es contractible.

Demostracidn: Este lema ha sido demostrado por
Mazur [1].

Lema 2.

Bd M es una esfers homotdpilca.

Demostracidn: Existe una superficie planar F en

8§ x C=¢c T con exactamente un punto en la interseccidn

de F con 1. ¥ 1a frontera de F consiste en curvas cerradas

en la

frontera de S* X C= gque son fronteras de discos

en S* x C=. La existencia de F implica que Bd M es
simplemente conexo.

Lema 3

(CORJETURA: Ho existe una superficie planar

en T con frontera LV

(E1 autor no puede demostrar el lema 3 todavia.)
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El autor presentarid en su conferencia unos ejemplos pars

tlustrar las dificultades en deomostrar lems 3.).

Tecrema 1. 51 L, no estd la fronterz de ningin disco en M,
entonces Bd M es un contra-ejemploc a la conjetura de

Poincaré en dimensién 3.

Demostracidn: Supongamos que Bd M = s=, Entongces sequn
Lema 1 y la observacidn despues del teorema 1.8 de [2],
M = C=. For lo tanto, L. es la frontera de un disco D
en M. Seqin la existencia del D, se construye unsa
superficie planar en T con frontera L ¢ L. Si se puede
demostrar Lema 3, entonces tenemos una contradiceidn v,
por tanto, la conjetura de Poincaré seria falssa en

dimension 3.
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FUNCIONES ELEMENTALES |

Gerardo Mora
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RESUIMEN

El trabajo resume los principales metodos
para definir las funciones Y% , lnax v expix).
Una vezr que se discuten las definiclones se
destacan los inconvenientes gue tienen para
ser introducidas a un nivel elemental ; luego
se introducen las funciones anteriores por el
método de sucesiones recurrentes y se analizan
las propiedades deducibles a partir de esta
detinician.

El trabaijo o uatil para estudiantes vy
profesores de secundaria asf CcComD para

estudi antes y profesores universitarios.

#1. Introduccisn ¢ 023, [8), [10]1 )
La utilidad de las funciones exponencial, logaritmo, de las
funciones trigonosktricas y sus inversas, de la funcidn radical,
w% un hecho indiscutible gue hace necesario introducirlas en los

textos de enseflanra media desde laos primseros aMosg s5in embargo
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@ste aspecto lieva consigo numerosos problemas entre los cuales
podriamos citar z imprecisidn, falta de claridad v continuidad v
exceso de énfasis en las ideas geométricas. A un nivel elemental
se introducen las funciones trigonométricas definiféadolas en
primer lugar en triangulos rectingulos Yy mis adelante go
construyen en =1 circulo trigonométrica, egtas jfdeas hacen
recesario gue ¢l estudiante tenga claras las nociones de &ngulo
y de longitud de arce, hecho gue a @ssnudo no sucede Y bpor
consiguiente el estudiante se ve tmposibilitado a captar ciertas
propiedades de estas funciones con claridad; no raras veces gsas
lagunas repercuten en los cursos superiores universitarios.

El problema es mias grave adn con las funciones exponenci al
Y logaritmica las cuales por introducirse en forma imprecisa
ctonducen a gque el estudiante tenga problemas al extender las
dominios de definicidn.

lLas formas precisas y elegantes conocidas para construir
las funciones citadas anteriormente generalmente no esstan al
alcance del estudiante que apenas da sus primeros pasos en el

terrenc de las matematicas.

§2. Algunas formas de introducir las funciones. trascendentes
elementales

El métodoc de las series de potencias es quizis el método

M3s conocido v el mas unificador para definir estas fancionesy a

continuacidn sencionamos algunas :

]
InCl+x) = ¥ = —% + —§ — 222 2 —1 < % £ 1, (MHercator, 1&58)

=
Arctanx = x — - + e = e $ ~1 < x < 1, {(J.Gregory, 1&&48)

SENX = X — —gr ¥ —prp = - - 3 ¥ « R, (I.Newton, 1&&69)
K‘
cCosx = 1 ~ ——§!+ 1 e H X € R, (I.Newton, 1&&49)

Fara poder calcular el valor de ras funciones logaritmo vy

77



arcotangente en algunos puntos gue no estén comprendidos en el
dominic especificado se reguieren algunas transformaciones
elementales; sin embargo ogtras matodos no tienen este
inconveniente, ademas 21 manejo de las series de potencias
requiere la nocidén de convergencia uniforme.

El mttodo de las integrales estd basado en el hecho de aqgue

algunas funciones trascendentes son primitivas de otras con una

#structura bastante simple, por eiemplo lnx , arctanx , arcsenx
1

) I xZ

son primitivas en el orden citado de —% para x > D,

para x €« R vy 1

para -1 < x < 1.

1 - x°
Exte método requiere el teorema de existencia de primitivas de
las funciones continuas y conocimientos de calculo integral.

Un método relacionado con el anterior es el método de las

ecuaciones diferenciales y s¢ bhasa e=n @l hecho de que las

funcionss elementales verifican ecuacicnes diferenciales de
primer orden, comc por sjemplo la tanx vwverifica la ecuacidn
f'(x) = 1 + (f{x))°. Este métoda reguiere conocimiento de los
teoremas de existencia y unicidad para ecuaciones diferenciales.

El msétodo de las @cuaciones funcionales se basa en 1 hecho

de qgue funciones como lnx , arctanx , cosx - eantre otras -

verifican mcuaciones funcionales de la forma 1
Tixy) = €£4(x) + f{y} g x >0 ; ¥y > O

f(n)-rf(y)::f[r’-t—q-_:-x—:-];x,ch,xy<1

fix + yv) + f(x — v} = 2T () fly) '3 xy v @« R

Este método también regquiere tecremas de existencia y unicidad
para ecuaciones funcionales. Un hecho importante es que en las
ecuaciones funcionales anteriores no fiquran derivadas.

Algunas autores, tomo por ejemplo L. Euler ( 1728 1},

introducen las funciones elementales como productos infinitos vy

otros como fracciones continuas :
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x

x xz Ea
Senx = x[ 1 = " ][ 1 - P ][_1 _— ]...
1 21

z 2
I,

Ilnd(1 + %3}

i

5+ L )

respectivamente.

§3. Alogunas conclusiones preliminares

Habiendo resumido los principales métodos para intraoducir
las funciones elementales acbservamos que todos @llos son de gran
utilidad para determinados cbietivos, por ejemplo : €l meétodo de
fracciones continuas es atil para aproximar funciones, el método

de ®cuaciones funcionales es Gtil e=n el estudio de

las
propiedades de los grupos. Pero para la enssXanza de tales
funciones a un nivel eleamental seria necesario un método quier

satisfaga al menos las condiciaones

A, Nos de algoritmos simples de calculo, aungue ellos
los maejores en exactitud.

no swesan

B. Sea riguroso.

C. No requiera conocimientos de niveles aas
deducir las propiedades.

avanzados para

D. Se pueda relacionar con los aotros métodos Y en especial con

el mttodo geomstrico, todo esto de acuerdo con tos objetivas

previ amente fiiados por el profesor.
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Siguiendo la misma idea usada para introducir la raiz

cuadrada, por medio de la férmula :

-1

x =1, x = —l[ {in—1)x +
a] P+l n P

— ] + p e N (4.2)
xp
se introduce la funcidn radical de orden n o raiz enésima.

Las aproximaciones gque producen las farmulas tipo
(4.1) - (4.2) se muestran en la figura 1. Cabe sefialar que estas
formulas también resultan del smétodo de la tangente de Newton
( 1&6% ) ( [1], £91, (5] ).

Y

N

A
£
R
a
v
R
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£5. La funcidn logaritmica ( [81, [&1 )

Como se mencion®d en el parrafo 1 de este trabajo, existen
problemas diversos a la hora de introducir la funcidn
lpgaritmica y sus propiedades.

El estudiante gue ha realizado un primer cCurso de calculo

diferencial e integral conace el resultado @

. ¥ — 1

Naosotros vamos & partir de la relacion {(S.1) para definir
1a funcién logaritmica, dando origen a un logaritmo de c&lculo
que aunqgue nNo e85 muy exacto, permite calcular con mucha
sencillez el logaritmo de cualguier numero positivo, al menos

con tres cifras decimales exactas

Para definir el logaritmo considere la sucesidn (z )

n neiN
definida de la siguiente forma :
Z T K 4 2 = ,/z para n z 0 (5.1)
o Teird ™
A partir de la sucesion {z } definimos las sucesiones

n neal
siguientes :

x =2z - 1) 3 y_ = 2“[ 1 - — ] ne®l (5.2)
n m

Ficilmente se obtiene :

Lema 5.1 Sea x > 0y (z ) o la sucesiédn definida por (3.1),
entonces se tiene :
0 <z <=z
T bl

<1, 8 x <1
+4

1 < 2 2 p si x > 3
el n
z =1 " si x = 1
™
En cualquier caso lim z =1
b+ N
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Teorema 5.2 Sea x > 0 vy (xn) N ° (y“) N las sucesiones
definidas por (5.2); entonces se tisne :

-
Y o, < Y, < X < L cuando x # 1 yn> g,

Ademas, las sucesiones (xh) N Y (yh) N SOon ctonvergentes al
mismo limite k €e R 3 k = O cuando ¥ = 1 vy

i b >
Y, < k < x i ox 1 vin O

Demostracidn. Bea x # 1 yn 2 1. 8i » < 1 la desigualdad
. -2
< Yy es equivalente a 3‘ z
vezr es equivalente a 1 + z_

£ 201 - z;‘ }) vy 1la ceual a su
> 2 la gue es cierta en base al
lema 35.1. Las otras desigualdades se prueban anidlogamente lo
Mmismo que €l caso x > 1.

La convergencia de las sucesion=s resulta ahora del hecho

de que son mondtonas y acotadas. Como X, = Yo F . resulta que

lim x = 1lim v .
P L00 N NP+ N

Las desigualdades (5.3) son evidentes.

Definicién. La funcidn 1n 2 30, 4+ p—ewe—p R ogue asocia a cada

namero real x > 0 el limite k « R del teorema 5.2 :

Ink = k « lim 2"( 2z - 1)
Trep + D n

se llama funcion logarlitmica.

En base a la definicidn anterior vy a las prapiedades de las
sucesiones definidas anteriormente se puede probar que @
1) Inl =0

2) 1 - —é Cink < ¥ ~- 1 mi % >0 yv x = 1.

3 .
3)2(1—7;—)<1nx<2(1&'-1)s:-x)ny#l

4) 1nxy = ln¥k + Iny 4, x » o ry ¥ >0

3) 1lnx es estrictamente creciente , en 10, -+l
nx

&) lim 1lnx = 4+ 1i = Q
M=+

7)Y lim 1lnx = -0, 1
- »
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8) lnx es una funcidn continua en 10, +of, ademas es biyectiva

9) lnx es derivable en 10, 4wl ¥y (lnx) = —% para x » ©

3
M
x

n ™ YT\
2 i 0.5
1.4142135 0.828427 0. 35857864
1.189207 0.756828 0.463464144

1.092050746 0.72404608 0.6639672
1.0442737 0.7083792 0.6783472
1.0218971 0.7007072 0. 6854928
1.0168892 0. 6963088 0. 4687408

1.0054298 0.46930144 0.4691264

1.0027112 0.6940672 0. 46921964
1.0013546 0. 6935552 Q. 6726336

gloiNjela s W IN]=- |

§6. La funcidn expanencial ( [&3, {71, [87F )
En la propiedad (8) del parrafo anterior se dice que la

funcidn logaritmo es biyectiva, entonces es invertible
podriamos dar la definicidn :

Definicion. La funcién exponencial exp : R p———— 10, +ol es5 1la

inversa de la funcidn logaritmica.

Facilmente se concluye qgue la funcidén exponencial es

estrictamente creciente y rontinua y ademas verifica la ecuacion
funcional ¢

expi{x + y) = expi{x)exply) para x, v € R,

ademas de las propiedades :

exp0 = 1 , ;lgmgxp(y) = 0 , }iTmFxD(Y) = 4+

En algunos trabajos ( por ejemplo ( [7), [10]1 ) los autores
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intraoducen la funcidn exponencial usando las definiciones:

n
n

2
. o x
expix) = L}b?m[ 1 4+ _-I"‘I-] ¢ expix) = L}.‘EG}[ 1 + on ]

MiAs adn =

i
Li.(1+hx)”‘
+0

It

exp (x)
para ndmeros compleios.
Las fé&rmulas (6.1) ayudan a ohtener acotaciones de la forma

et

xn gtxl
1+ X < exp(x) < 1 + = x € R, n €« N
n n

comg puede consultarse en ( [101, (7] ).
En base a la definicidn dada al iniciao de este parrafo se

puede definir la funcidn potencia fix) = x> como

x> = explalnx) , para x > 0, y € R,

¥y Ia funcidn g{x) = a” para a > 0, por a" =: #xp{x.lna) ,es decir
la funcién exponencial de base a y demostrar las principales
propiredades de estas, como por ejemplo la siouiente :

SL a > 0 1la tuncidn exponencial de base 3 es derivable vy s&

tieng que 1

i

[ a” ] = a"lna
La siguiente propiedad justitica huestro punto de partida 1

Proposicion 4.1 Sea »x > 0, entonces

[

L T
Lu —F— = Inix) (&.2)
Demostracion. En base a la regla de | 'Hooital v a las

definicirones anteriores, tenemos. :

i x —1_ im xhlnx = lnx exo(h.lax) = 1ln
L¢o |29 - L#o | oih. no-
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TRASLAFPE DE DISTRIBUCIONES: Una aplicacicon a 1a dilisSirlopucloi
de tailas de la Corwvina Agria, Golfo de Nicoya-—1983.

Alpizar J. Russell Mubfico=z H.

Breda
Ezc. Estadistica

Esc. Matematica

RESUMERMN

Se pretende abordar el prob@blema del trasl ape de
distribuciones para estimar la COmMpo=s1Cian pDor
tallas de las capturas de una de las especioes de
mayor wval or camercial : CORVINA AGRIA. Se expone
el procedimiento de estimacictn de los parametros
para dos componentes normales trasl apadas. Los
datos provienen de muestreos bioldgicas Jder
desembarques en el Golfo de MNicova,. 19873,

INTRODUCCT ON:

“"Hoy dia se ha puesto considerable atencidn al estudio
de las pesquerias artesanales alrededor del gl abo. Entre

estas, las pesquer il as de Zzonas tropircales han su=cltado
especial interés.

La recaleccidn de datos es una de los primeros pasos de

un proceso cuyo abjetive final es 1 jar politicas ¥y cocrear la
legislacion necesar::a Y adecuada que permita el mane jo
racional de un recurso coms la pesca. El analisis estadistico
de datos es el paso sigulents. gue permite convertir esos

datos en i1niormacion Util]l para la admnistracidan del recurso,.

En pesgueria, la recolecclidn de "'datos biocldégicos™ oa
um asunts de vital importancia para estudiar la dinamica de
las poblaciones explotadas. Entre los datos mas 1mportantes
que a menudo se recalectan est an: especi e, S e, pesa ¥

talla"™ C(Chavarria, 1S842.

Los datos utilizados han sida suministrados por e]
Centra de Investligacl ones Maritimas Y Limnologta. de la
Universidad de Costa Rica de las muestrecs bicldgircos de

desembargque realizados por el Departamento de Pesca del MAG,
en el afic 1383.

ElL. FPROBLEMA:

En aguas tropicales se ha probade gque no es facil, v en
ocasiones i1imposible, determinar la edad de los individuos
para la mayoria de las especies: por esta razdon. no se pueden
aplicar las técnicas de evaluacidn de poblacliones basadas en
=se dato. Sin embargo, naciendo al gunos Suapuestos Smirre 1la

forma de las relacircones enbtre la talla ¥y la edad, se pueden
gtilizar datos de composicidn paor tallas =2n lugar de datocs de

COoOmMpoOSsS1Tlon por edades . La idea es efectuar algunas
modificaciones en las técnicas de analisis de cohortes, o er
el analisis de poblacidn wvirtual de modo que estas teEcnicas
puedan ser aplicadas a datos de tallas CJones, 14982D.
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Para =1 modelaje de la composicion de la captura, el
agrupamienta de los peces por talla (sin tomar en <ciuenta la
anatomial puede no ser lo mas obvio, Peroc como <l tamafioc del
cuerpo tiene algunos efectos predecibles sobre las tasas de
vida animal. esta aproximacién tiene per lo tantoc, mucho
merito.

En el andlisis de datos de composicion par tallas vy
edades, se gtiliza ampilamnte @l nodelo d4de Beverton .y Hold
C1857), que divide €l cicle vital en dos partes. las cuales
son tratadas separadamente. A este modelo le atafMe en su
forma mas simple, esta parte denominada poblacidén vy no se
tL.oma en cuenta la Lnmi gracil on pProvenl ente de otras
pobl actones, El analis:izs que Turge de este vy atros nodel o=
Seme jantes, permte a los clentificos comprander gue esta
pasando en las poblaciones de peces. al observar el numero de
peces capturados en los diferentes grupos de edad. Dentro de
este modeloa, cada intervalo de tallas representa un intervalo
sucesivo en el ciclo de vida anual. atinque la duracidn del
intervalo pueda variar (Jones, 19823,

Un problema gue a menudo se obsSerwva en la distribucion
de las tallas &S el JuUE S8 COonoce COmo traslape de
distribuciones, cjues consiste (=12 la presencla de una
distribucidn mul bLimodal . En estos casos. deben i1dentificarse
claramente concentraciones de E)ur;tuac:iones alrededor de estos
valores modales,. esas concentraciones., reprasentan categorias
subyacentes (fundamentales) que son 1los diferentes grupos de

edad a los cuales <Cada individuo puede pertenecer
CTitterington, 19853

Conociendo las caracteristicas de esta distribucidn, se
puede determinar en que edades del cicleoe reproductivo =&
encuent-an los individuos capturados de una determi nada

especie. Esta informacion seria de mucha utilidad debido a
qua el ciclo reproductive de las peces se veria afectado por
un desequilibrico, provocado por la pesca SXCaS1 Va de

individuos en edades no adecuadas.

Desde 1 punte de  vista bioldgico. econdmica ¥y de
administracidan del recursa, es MEeCesar 1o CoOnQoer la
distribucidn por espec:aes Y por tallas de las capturas.

En particul ar, est e articulo pretendes abordar el
problema de traslape de distribugciones de frecuenc:as para
estimar la composicion por tallas da 1os dezembargues de una
de las especies de mavor valor comercial: LA CORVINA AGRIA.

DISTRIBUCIONES TRASLAPADAS!
Definicicnes basicas:?

Sea X una wvarirable alealofi1a o un veotLor de var iLrables
aleatorias, X & y (espacio mue=stral)d » &3 dewcir, X toma sus
valores en el espacio muestral ¥- Su distribucién puede ser

representada por una funcion de densidad de probabilidad de
la forma:
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donde > O, ;3 = 1, s Kk ¥ =1,
] _— i
v $C.2 = O, f f Cx=l dx = 1 L k
] ]
X
@2n tal caso podemos decir, que X Ltiens una dlswrlbuciaon

finita traslapada yv pl{.2 &5 la furcicr de Jdensidad Ltraslapada
finita.

Los parametras 7 , san ll amados las ponder ac) ones de
4

traslape ias £ <2, las dens:dades Component.es del
. J
trasl ape.

En muchas situaciones 1az £ C.2, tienen par ametros
)

ezpacltficog v Fe esta forma, ci1> Se conwvierte aen [E g
representacldn mas explicita:
k
pe=> = ¥%¥ n ris= 8 o,

A ] 3

3 i

donde, & son los paramelros propros de
J 3
Se denotarad & el conjunte de todos los parametros

distinmtos propros de las densidades componentes f .C. ) v yw el

conjunto completo de todos los parametros distintos pProplros
del! modela trasiapado.

No es un requisito que las dens. dades camponent es guUe
aparezcan pertenezcan a una misma famalia paramétrica, s51in
embargo, en muchas aplicacianes, &éste puede ser el caso. La
funcidn de densidad finita traslapada puede tener la forms:

k -
pCx|yd = Fn fixjg >, cad
1 ' 3
3=1

donde, . |8 denota un miembro genériceo de la familia
parameétrica.

En @l caso del modelo de traslapes finitto definido por
{22, cada uno de los & es un elehento del mismo espacio

4
Parametrico ©.

Un problema gue a menudo se presenta es la incertldumbre
sobre el numero de componentes de una distribucidén tral apada.

Al gunas veces., 1nteresa encontrar el traslape con el menor
numer s de componentes gque de uUn ajuste satisfactorio a los
datos. Este problema puede resol verse hacirends uso del

Analisis de Conglomerados ¥y 2l Analisis Discriminante.
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Como el Interes de este articule se centra =3 o la

tlustracion del problema del traslape de distribucliones no se

nara referencia especifica a la forma de determinar el numerao
de componentes.

Cuando ) axta on prassficla de disiribuciones
parametricaz traslapadas. @l problema =2 reduce al ajuste de
ura curva. @ztimando los paramelroz desconoclidos gue def:iren
cada wna de las componentes. Esto se puede lograr haciendo
uss de aiguno de 1os sigulentes métodos de estimacidén de

parametros: mAa X1 ma verosimilitud, mome tLos .,

minimos

cuadradas. aproximac: on bayesiana, etc.
Laz aplicacionges del traslaps de distribuciones = dan
s diversas dlisclpllinas. comoe por  ejemplo &n pesqueria,
QArONGML A, medl<ina. pslcalogia,. calecnt.olagra. geclogla,

boranlca, agricultura y zoologla.

Zada una de ellas se caracteriza por un tipo particular
de traslape de distribucliones, entre los mas conocidas estan:
normales. gammas. exponencliales. bela, etc,

idn Lipo ffrecuente de tLraslape es &)l de distribuciones
narmales. el cual fue 1acialmente estudiado por Farl Pearsaon

Eh - R En el Casa de dos denzidades normales, a funcion

de densldad traslapada tiene la forma:

pixjyd=a px|p ,o 2 + (1 - a2 gxluy o >
1 1 ez 2
donde: o v (1 -~ o2 son las ponderaciones de traslape
¢>(>-r.],u v 2 son densidades normal es unl variadas, COn
18 L
. i _ 2
media g y variancia o , .=1,2
9

L

= Ca, » , » 2
y ¥ G M T 09

En le que sigue se denctara esta funcién de densidad
traslapada por:

pl »0 =a fiCxD + {1 - @ szXD

donde:
-1

f Cx)=(8na:)2 expl ~Cx—9132/af]/’8
i

Nw

fZCx_)=C2no-

N oM

e z .2, 5
b expl —Cx 6-'2) /021

Fearzon Jderivd eztimadores para [os parametros de a3tz

=3
distribucion por media del planteamiento de ecuaciones, en
las cuales se& relacilonan los momentos muestrales con los
moment os poblacionales. La obtencidn de estiof estlmadores

involucra la busqueda de una ralz negativa de la ecuacian de
grado nueve resul tante.
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PROCEDIMIENTO DE ESTIMACION EN EL (CASO DE DOS NORMALES

El k~esimo mcomento de fC(x> tiene la siguiente forma general:

+ ey a0
k
u&= o I P fth) adx + {1 — e J-xk t (=D dx
2
Lo B

El k—-ési1mo momento central de (x> puede escribirse como:

+2o Too
r X r K
I = R O N VR £ oOxy g +» C1 — @2 ) Cx — 2703 T Cwl dx
k j 1 1 ] 1 z
— O o
Defina: mo= 8 -
1 1 1
= o9 - *
e 2 Hy
sustituvyendo an los primerss <clnco momenbtos centrales b gty
centrales, se llega a las sigulentes ecuaclLones:
U= @ &8 + C1 - o0 &8
1 1 2
H = aom o+ L1 - 0 om = O
1 1 2
2 2
o= o Col+ m®D 4 C1-00 Cotv miD
z 1 1 z z
2 2 2
M = a m (3o + mI3 + €1 - o) m 3o+ mo>
a 1 1 1 2 4 2
z
M=o [304+ 6m202+ m‘] + €1 - oQ[3o‘+ Em oz+ md}
- 1 1 1 1 2 2z 2 2
i o= am (180%+ 10m%0%+ a®) +« €1 - 0 m 1B+ 10m7 0+ mY)
= i i 8 i 4 i 2 z2 > 2 z
Sin pérdida de generalidad se puede suponer 815 82‘
Por lo tanta:
< s & m X QO = m
91 u:l F4 Y 1 2
Manipulande algebraicamente se llega al siguiente
sistema de ecuaciones:
m m [373 —2Cm + m 231 = —L
T 2 1 2 3
mom 033 -20m%e mom_+ m®>1 = -k 3D
t Z 1 1 2 4

- W NN

mom [15Cm + m DR -20Cm%+ m m + miA+6Cm + m d<m + mi)l=-k
1 Z 1 Zz 1 2 2 1 2 1 rd =

dennede & v R 5o "los send “invariantes' muestrales de quarto
4 =

Y quinto orden que se definen de la siguliente manera:

2
F = 1 - 3uv
- “ 2
- = i - 10w L
- = 2 E
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Zorn el obletlvo de saimplificar ol sl1stema 3>, Sa
Lntroducen las siguiente:r Ltransformaciones:

r = m + m Vo= m 19
1 z 1 z
Despues de caonslderable manipulacidén algebraica Se

obtiene la Sigulente ocUasldn de grado nueve (Cohen. 166702

a8 2 < 5 4 3 zZ . P
R B R N SRR AN s SRV S B o - TR Fe B A e S - T C 40
W 2] > s 3 2 1 o
donde
2 2
e - “+ 3 =
. 4 3
a = O a = 288 — 108v k k + 27k
a a E 1 4 5 4
. 2 2 _ Y .
a = B4R a = —-(63 kT + T2 & D
7 4 2 3 4 ER-
2 4
a = 35 a = -90w e
o 3 1 3 %
_ o~ <
a = GO + T2k 1 > B
- “+ o 3
Como m D oy o m ¥, Se Llene Jue vE o o om 10, par Lo gque
1 ° z 1 2
-

estimacidédn v de v, €3 una railz negatlva de 47

- .
Une vezr gque v &5 determinadeo con el grado de

oexactitud
desecacds. 1: estimacion de los parameiros tiene ja orma:d

ol L £ *2
o =m [T+ u - m
3 1 2 i
z
» » =
& = m F+ L - m
z z z
- -
& = m o+ x
1 1
» =
8 =m + x
2 F
- » »* .
a=m “Am - m 2
F 2 1
2 4 . . .
donde m~ ¥y m son las  ralces de la siguiente e=cuacldn
i 7 K
cuadratica
2 k.3 E 3
X -r X » v =0 v
3 z
u
r‘ 8L v + 3k v + 81 RkRov o+ 220
= =
3
k.3 - b3 2. FL3
L= + sk ' - L Y
- 3
Texsafortunacdamernt e algurmas comblnacl ones de dat os

muestrales producen en la ecuacidn

nonlica mas de wuna ralz
negativa., por lo que Pearsor, sugiric

er. i894. escoger aguel
produjleran la mayor proximdad

entre el sexto momento central muestral. vy el correspondiente
varor cob.aciioanal

CTNUNLO Ce estllTacoares Juie



-
En el caso en gue r es conocldo,

la ecuacidn a resol ver
ez la siguilente:

W - =2 - + L Sija — &t Dow o+ = O o

la raiz negativa de esta scuacian proporclona una estimaclon

da v Paosteriormente se Drocads =) bt ensr FEL L MAGLOnes
para los parametros.

En el casc particular en gue las wvariancias son ilguales,
2l procesc se simplifica por lo que se resuel ve una ecuaTi on

cubilca, la cual tiene la siguiente forma:
3 2
=2 + R oW+ = O (L
- E]
. 2 . . . .
=1 & = O, la wcuaciaen anterior tiene una raiz negatliwva, Jgque
k]

E 3
s la estimacidn buscada de v

- Se sigue gque una estimacion
para r es:

E3 g
una vez determinados v Y

., Se pueden obtener estlmaciones
para los parametros,

Una manera de obtener las estimaciones de los parametros
en el caso de dos normales traslapadas, consiste en asumir un
valor de r y determinar por medio de un procesa lteratlvo
aproximaciones a las estimaciones requeridas. ~ menos que
exista mucha diferencia entre los valores de

e Yy o, la

1 2
estimacidn de r gue resulta al asumir varlanclas iguales,
propaorciona un punto inicial satisfactario para el procesoc

lterativo, que culmina en la obtencién de los estimadores.

Aplicacidn a la Corvina Agriat

Se conocce que la distribucidn de las tallas sigue el
comportamiente de una densidad normal (Titterington,1985);
con el propdsito de i1lustrar el procedimiento expuesto en la
Seccidn anterior, se tratara de obtener las componentes que
muestran la distribucidn de frecuencias de las tallas de la
corvina agria (Grafico 13, Se puede apreciLar en el grafico
la clara existencra de al menos dos componentes. sugeridas
por los wvalores modales 3390 9y S52. A continuacidn se
presenta un cuadro que resume esa distraibucion de 8830 datos,

recolectados a través de muestreos de desembargque del

Zolra
de Nicoya, en 1983
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Cuadro #1: Distribucion de las Tallas de la
Corvina Agria del Golfo de Nicoya, 1983

T T T T T T T T T T e e e e e e e e e e e ———— e e e e e

Intervalos Frecuencia Frecuencia Acumul ada
de c¢lase Absol uta Felatiwva Kelatiwva
Meros de 250 3 e O

250 a menos 300 B7 . B .8
200 a menos 3IB0 Ec4 = 8.0
380 a menocs 400 BSG 2.9 17. 9
430 a mencs 450 871 10,0 =27 .9
450 a menas SC0O 1468 16. 9 44 .8
5300 a mencs 550 2120 =24. 4 53, 2
SHO a menos BOO 2013 23. 2 Qz2. 3
BO0O a menos 6550 477 5.9 Q7. 8
E50 a menos 700 150 1.7 99, 8
TOO a menos TS0 =8 .3 g9, 9
750 ¥ mas 11 .1 100.0
TOTAL 86920 10C. 0

T T T T T T T e e e e e e e R e e ———— e e

Fuente: Muestreo de Desembarque de la Pe=sca
Artesanal del Golfo de Nicovya,
Convenio MAG-CIMAR, 1983

Grafico #1: Distribucion de Tallas do 1a
Carvina del Golfo de Nicoya, 1983

Frecuencia Intervalo
absaluta numerr o
2 1 H
&7 - 1 X
B24 3 FXXAXXXXX
858 4 P XXX AAXYX
871 5 .08 0.89.8.8.0.§ .4
1468 5 TEAXUXAAA AKX N XNK
2120 rd D98 99009900 588008500800 0.0.5 0909
S0l 3 8 S 0.0 0S40 N SR OS 0000 80800004
477 L) 9.0 0804
150 10 P XX
28 11 :
11 12 H
. . ....... . I. . ... I
G 800 1800 =400

Fuente: Muestrec de Desembargue de la Pesca
Artesanal del Geolfo de Nicoya,
Convenio MAG-CIMAR, 1983



A partlr de esLox dilor =& pretende obtener estimaci ones
de lozs parametroz. qus deflnen las funciones de densidad de
cada coaompanente

Puede supcnerse, gque o esas disuwribuciones se tliene
definida la composiaién de tallas para un aflo particular. de
esta manera. es posible utilizar la “eoria de probab:lldades
para hacer proyeccicnes Yy realizar estimaciones para la
capiura de esta espocie en ose  afic, Los datces gue se
recalectan también sueden facilitar estimacl ones de ia
captura por épaocas del afio vy por areas de pesca dentra del
Galfa de Nicava., realizando procedimientas analogos Jque Lomen
an cuenta estas coctras varlables.

El Cuadro &2 muestr los zalculos necesarlos para la
astimacion de Los parametros gque definen las componentes de
la distribucion traslapada de las tallas de la Corvina Agria
v en el Grafico #2 se muestra la dens.dad tras!apada a;usiada
con SUsS resSpectlvas componentes.

2 I
CUADRDO H2: RESUMEN DE ESTIMACIONES REQUERIDAS SUPONIENDO ¢ = 9,

Momentos Polinomro de Polinomta de

nuestrales tLtercer c:rd-n“:“ Lercer ordor\'b'
»
o= 465 .5 aol- 4. OESCSOASEL O a°-4 BO2EA4NELO m = -1z, 80
)
Uz“ TTYI B - -l18785%. @ a'- -A75%51873. 2 mz- o8, Ba
]
v ~-218823.2 a = 0 a, = -1 oG2S 4 1 = =73, 9L
x
v =1B1001877 .3 a = = a - = Fartaimetr os
. . _ » Estlimados
Seomu—ilnvariante Faix negativa Ralz negativa olasiaiomz. O3
de <cuarto ar den 1 2
- - age. e8
AN —1180785.0 v =  -2930.01 g -2030. @1 %,
* ot . o = =24. 08
"- ~73. 01 r-- - 2
Fa ) 1 Maie a = O. 22

(el Referirse a scuacion <8>
(») Referirse a wcuaclién O3

El Grafico #3 muestra que el ajuste de la funcién
traslapada a 10s datos obser vados es adecuado. eso se refleja
también al confrastar el primer y segunda momento muestral
CCn LOS respectllvos momentos poblacliohales tedr:cos.

- o~ - - —
X = 495, = & o= G257

4
%= 7703 & ~t= BACL . B2
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TERCER CONGRESO NACIONAL DE MATEMATICAS

Grafice #20 Fundioen de densidasd trashio-—
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TERCER CONGRESO NACIONAL DE MATEMATICAS

Ctra maner a de eval uar la bondad del ajuste, es
=1 gui endo el principio de la pruelta Kol mogorov—Sml rnowv
(Siegel .1972). contrastando las distribucicones de frecuencias
acumul adas obserwvada y esperada (Grafico 43, es importante
resaltar gue la diferencia maxima encantrada entre estas 2%
de 4. T43

Grafnico ﬂ‘?. [l ilsen bewr alex breae st its
Acumubtda Dbservenla v Ajastada, Dhiferen—
i erdr e aittalaer.s Laolieg Do Vil ;«njliu_:
1.0 e —
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T 04 y
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01 1 /
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LA TRANSFORMADA DE LAPLACE: UNA HERRAMIENTA
QUE ENVEJECE PERO QUE NO AGONIZA.

Geovanny A. Delgado Cascante
Escuela de Ingenieria Elé&ctrica.
Universidad de Costa Rica.

San José&, Costa Rica.

RESUMEN.
M&todos de modelado clésico vy métodes de
modelado moderno de sistemas lineales. La

transformada bilateral de Laplace vy sus condiciones
de convergencia, con un estudio de analicidad ¥y
conclusiones a partir de respuestas de funciones
temporales asociadas a sistemas lineales.

Sistemas y funciones causales. La transformada
unilateral de Laplace Y sus condiciones de
convergencia. Funciones de transferencia y algunos
criterios de estabilidad de sistemas lineales

bhasados en la Transformacidn de Laplace.

Cuando en 1812 el matemtico francés Pierre-Simon de
Laplace dié a conocer la transformacién de Laplace, realizd
uno de los aportes mas transcendentales a la teoria de contrel
clésico primero y a los fundamentos de solucidn de la teoria
de control moderna més recientemente. Hoy, casi doscientos
anos después, la transformada de Laplace sigue vigente como
una herramienta de anflisis de sistemas lineales y mas gue una
metodologia en desusc es, en un medico altamente tecnificado

como el actual, unce de los pilares fundamentales de la

matemitica aplicada a la ingenieria.

MODELQOS MATEMATICOS DE SISTEMAS LINEALES.

La ingenierfia realiza todo el andlisis vy sintésis de los
objetos fisicos a través de sus modelos matemdticos. Para
ello, se recaonocen dos métodos para la obtencidn de tales

abstracciones matemiticas: el modelado analitico y el modelado
ampirico.
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El los albores de la  Ingenieria como disciplina
metodologizada del conocimiento, los modelos matem&ticos se
desarrollaron con base en una estructura causa-efecto, creando
relaciones de entrada/salida como una funcidén de alguna
variable independiente: las coordenadas espaciales, la
longitud, la distancia y fundamentalmente el tiempo.

Si Dbaijo aesta concepcion clasica de modelado, se
consideran algunos criterios respecto a la cbservacién del
fenSmeno fisico ( tipicamente conocido comoc SISTEMA ), tales
como concentracidn de parmetros, invarianza en el tiempo de
los mismos, etc y si la evolucidn del efecto debido a alguna
causa deterministica se analiza en funcién de 1la variable
tiempo continuo, entonces el modelo matematico clésico del
Sistema estéa representado por medio de una ecuacidn
diferencial de orden N, de la forma:

BoY (R (L) FA1y N1 (L) +. . i Fan_ay (P (L) +any(t) =
(1)
bou<MJ(t)+b1u<M—l>(t)+...+bm_1u<1’(t}+bmu(t)

donde los coeficientes 8o,81;++.,80n ¥ bo,bi,...,bm so0n
constantes para las consideraciones dadas, ¥(t) es la salida o
efecto ¥y u(t) es la entrada o causa. Ademds, es claro que la
relacién (1) es una ecuacidn diferencial ordinaria.

Con el avance tecnoldgicoe a partir de 1la Segunda Guerra
Mundial, la metodologia de modelado basada en una relacién
causa~efecto gquedé estrecha, principalmente en el caso de
sistemas de miltiples entradas y mGltiples salidas, donde una
causa genera un conjunto interrelacicnado de efectos, Se
Plantea entonces una nueva metodologia de modelado que
puntualiza su enfoque alrededor del estado energético del
objeto. Esto da origen a la teoria de control moderna con el
del surgimiento de los Modelos en Variables de Estadco. Esta
teoria propeone el modelado del sistema como un conjunto de
ecuaciones diferenciales de pPrimer orden gque, para el caso de
sistemas de paramétros concentrados e invariantes con el
tiempo, adgquieren la siguiente forma matricial:
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H

Z(t) A x(t) + B u(t)

(2)

i

¥(r) C a(t) + D u(r)

donde el vector X(t) es el vector de variables de estado del
sistema contenido en R¥, ¥{t) es el vector de salidas
contenido en R¥, u1(t) es el vector de entradas contenido en
R™. Ademis la matriz de estados es A en R¥*¥, la matriz de
entradas B en RY¥*m, la matriz de salidas es C en Re*™¥ y la
matriz de prealimentacidén es D en R®P>== y N es el orden del
sistema, p es el nimero de salidas y m el nimerc de entradas.
Estas matrices, para las consideraciones especificadas
anteriormente, son reales.

En el modelo clésico {1) la ecuacibén diferencial es de
orden N, mientras qgque en el modelo moderno (2) el nimerc de
ecuaciones diferenciales del sistema es N. Al indice N se le
concce como orden del sistema vy es igual al namero de
elementos almacenadores de energia independientes. Uno de los
métodos mAs utilizados para analizar un sistema es mediante la
Funcién de Transferencia, para el modelo (1), o la Matriz de
Trangferencia, para el modelo (2).

Invariablemente en la teoria clésica del control, como en
la teoria moderna, los métodos de solucidén de los modelos

matemadticos {1} ¥y {(2) son fundamentados en la Transformacidn
de Laplace.

LA TRANSFORMADA BILATERAYL, DE LAPLACE.

La Transformada Bilateral de Laplace, de una funcioton
de tiempo continuo f(t), estd definida como la. integral:

F(5) = E f(t) e-s+= dt (3)

En la ecuacién (3) $§ es una variable compleja, de la
forma §S = o + j w, donde 3 denota la unidad imaginaria. La
existencia de la Transformada Bilateral de Laplace se
garantiza si la integral (3) es finita. Luego es posible

afirmar que la Transformada Bilateral de Laplace existe si:
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}\ lt(t) e-s=}] dt = ﬁ\ [f(t)] e—~== @ < » (4)

—_—— -3

Considérese ahora que la funcién de tiempo continuo f(t)

se puede escribir como la suma de dos funciones de la forma:

f(t) = fa(t) + fo(t)
donde f.{(t) es una funcién de tiempo negativo, o sea una
funcién que es distinta de cero para t < 0, y fo({t) es una
funcidn de tiempo positivo, o sea una funcién gque es distinta
de cero para t > 0. Las restricciones de crecimiento para
Jf{t)l. en la expresi6én (4), se obtienen si se analiza el caso

en que se cumplen las desigualdades siguientes:

lEa(t)] < Kee=

(3)
ffe(t)] < Re==

Considérese ahora la integral (3) escrita como:

—_

o]

F(S} = } fn(t) e—-=* dt + J fo(t) e-s= dt (6)

Si se incluyen las consideraciones (4) ¥ (5) en la
expresién (6) se obtiene que:

—_

L] e
F(8) <« J KePt e-=*x dt + ﬁ Ke=* e-<% dt

o

F(S) P B e(ﬂ-—«:r)t. -+ K gl{=—o)c (?)

de donde: IO @
(B=-o) —® (x—a) 0

Analizando la expresién (7) se observa gque el primer
sumando converge, cuando t--»> .:m, si f > o, mientras que el
segundo sumando converge, cuando t --> +®, si @ < o. Estas
restricciones impuestas para f,{(t} y para f.(t} definen una
regidén de convergencia para la Transformada Bilateral de
Laplace F{S) de la funcidén f(t). Esta regién de convergencia,
denotada por RCO, queda descrita por medio de la siguiente

expresidn de resumen:
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& < Re{S} < B (8)
La expresidn (8) 1lleva implicito el hecho de que tanto
fo(t) como f,(t) deben ser funciones cuya caracteristica de

crecimiento es, a lo mAs, como una funcidén exponencial. 0O sea
estas son Funciones de Orden Exponencial, tales que:

lim er= f£,.(t) = 0 lim e=+=f_(t) = 0O

t——>-® t——>+w

A partir de la expresion (8) también pueden anotarse las
siguientes observaciones:

i) La transformada bilateral de Laplace, de una funcidn
de tiempo negativo, converge en 1la regién del plano
complejo S que cumpla que o < 3. O sea, en esta regién 1la
funcidén transformada es una funcidn libre de
singularidades.

ii) La transformada Bilateral de Laplace, de una funcién
de tiempo positivo, converge en la regién del planc
complejo S gque cumpla que o > a. O sea, en esta regidén la
funcidén transformada es una funcidén libre de
singularidades.

Las anteriores observaciones indican que la regidén de
convergencia (RCO) de la Transfermada Bilateral de Laplace de
la funcidén f(t), dada por ¢ < o < B, es una regidn libre de
singularidades, es decir, en esta regi6n la funcidén de
variable compleja F(S) es una FUNCION ANALITICA. Pueden
anotarse ademds las siguientes conclusiones:

1) Las singularidades que aporta la funcidn de tiempo
negativo fa(t), a la Transformada Bilateral de Laplace de
f(t), se encuentran a la derecha de la regién de
convergencia.

ii) Las singularidades que aporta la funcién de tiempo
positivo fo(t), a la Transfomada Bilateral de Laplace de
f(t), se encuentran a la izquierda de la regidén de

converaencia.
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Finalmente la conclucidén general de este andlisis es que
la Transformada Bilateral de Laplace de una funcién de tiempo
continuo f(t) queda definida en FORMA UNICA, por medio de la
funcién de variable compleja F(S) vy por su regidén de

convergencia.
SISTEMAS Y FUNCIONES CAUSALRES.

Una funcién causal es aguella que no tiene componente de
tiempo negativo, o sea fa.(t) = 0 para todo t. Un sistema
causal, consecuentemente es aguel en el gque todas las
funciones qgue describen su dindmica son funciones causales. En
los sistemas causales se tiene que el indice N, en 1la
expresidn (1), es siempre mayor que el indice M.

La transformada de Laplace de la expresién (3) gqueda
reducida a:

F(S) = J f(t) e-s= dt (9)

aQ
para funciones causales. A la expresitn (9) se le conoce como
Transformada Unilateral de Laplace y es la mi&s extensivamente
utilizada en Ingenierfia, en virtud de que todos los sistemas

fisicos realizables son causales.

Las condiciones de convergencia (8), guedan reducidas a:

x < Re{S}
para funciones causales. Quiere esto decir que en el caso de

funciones causales el intervalo de convergencia se convierte

en una absisa de convergencia (ABSC). Adem&s todas las
singularidades de 1la Transformada Unilateral de Laplace se
encuentran localizadas a la izguierda de la absisa de
convergencia.

Si se aplica la Transformada Unilateral de Laplace al
modelo matematico de la ecuacién (1), bajo la hipStesis de que
toda la energia inicial del sistema es cero, y se despeja el
coclente H(S) = ¥Y(5)/U(S), definido como la Funcién de
Transferencia, se obtiene:
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H{sS} = beS™ 4+ bh,S*M—2 + |, ., + Dy (10)
A3 + a;8¥ 2 + ... + aw

De igual forma si se aplica la Transformada Unilateral de
Laplace a 1la expresién (2) se obtiene gque la Matriz de
Transferencia viene dada por:

H(S) C{SI-A)~*B + D (11)

donde I es una matriz identidad de orden N y H{(S) es la Matriz
de Transferencia {MTR) , formada por las funciones de
transferencia obtenidas de la relaci®n cruzada de cada entrada
con cada salida. La expresidén (l1) se reduce a (10) para un
sistema de una sola entrada y una scola salida.

Si a la expresidn (10) se le aplica la transformada
inversa de Laplace entonces la funcién del tiempo generada
{h(t)} se le conoce como respuesta al impulsoc del sistema. De
igual forma, la matriz transformada inversa de la expresifn

(11) se le llama Matriz de Respuesta al impulso.

CRITERIOS DE ESTABILIDAD.

Se dice gue una funcién causal, de tiempo continuo, f{(t) es
estable si satisface gque:

Tim £(t) < ®
L—=>4m

O sea una funcidén es estable si permanece acotada cuando
t crece indefinidamente. AdemAs se dice gue un sistema es
estable si 1las funciones constitutivas de la Matriz de
Respuesta al Impulso son funciones estables.

Es clarc gue para sistemas lineales, causales e
invariantes en el tiempo, la MTR de la expresién (11) esté
constituida por funciones racionales. Ademas, en virtud de gue

las matrices en (2) son reales entonces la MTR puede ser
escrita como:

H(S) = C adjf{(SI-A)] B + D (12)
det (SI-A)
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Las raices del polinomio caracteritico de 1la

MTR son

llamadas polos del sistema, o sea, aquellos valores que

satisfacen la expresién det (SI-A) = 0.

A partir de la discusién anterior es claro que, si se

analizan todas las posible formas de los factore
polinomio det(SI-A), se puede determinar en que

S en el

casos la

Matriz de Respuesta al Impulso Y: por lo tanto, el sistema es

estable. A continuacién se presenta una tabla con

todos los-

posibles factores de det(SI-A)=0 y los respectivos términos en

el dominio del tiempo.

FACTORES NO REPETIDOS DE det (SI-A)=0
FACTOR EN det(SI-A) TERMINO RESPECTIVO EN t
a. 5 K
b. (S-a} e
€. (8% + B=) sen(ft) & cos(pt)
d. (S-«)2 + p= e*csen(ft) 6 e=ccos(ft)
FACTORES REPETIDOS DE det(SI-A)=0
FACTOR EN det(SI-A) TERMINO RESPECTIVO EN t
e. S~ tie
f. (S—a)= ti ==
g.{S* + p2)= t*sen(at) o t*cos(at)
h, [($~x}2 + B=2]= t* e™= sen(ft) o t* e=t cos(ft)

En la tabla anterior los valores de o, B, XK v k

son todos

reales. De esta tabla se pueden obtener las siguientes
observaciones:
1) Los términos de las formas a. Y €. son siempre

estables, pues sus limtes cuando t tiende a
permanecen acotados.
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ii) Los términos de las formas e. y g. son siempre

inestables, pues sus limites cuando t tiende a infinito

divergen.

iii) Los términos de las formes b., 4., £. y . seran

estables sili el valor de a es menor que «aro.

En la observacién i) los polos involucrados estan sobre
el eje imaginario y scn simples. ¥n la observacidén ii) los

polos invelucrados estAn scbre el ele 1maginaric y tienen
multiplicidad (también llamado cardinalidad) mayor gue uno.
Finalmente en la observacién iii} los polos involucrados son
reales puros o complejos conjugadoes. A partir de este andlisis
puede obtenerse la siguiente conclusidn general:

Un sistema es estable sii 1os polos de su Matriz de

Transferencia satisfacen que:

i) Polos imagirarios puros deben ser simples.

ii) Polos reales puros, repetidos o no, deben ser
negativos.
iii) Polcs complejos coniugados, repetidecs o no, deben

tener parte real negativa.

CONCLUSIONES.

La estabilidad de un sistema puede ser analizada por
medio de la Transformada de Laplace realizandce un estudio de
la ubicacién geométrica de los polos de su Matriz de
Transferencia. El andlisis de estabilidad de un sistema es uno
de los aspectos més importante en la ejecucidn dinamica del
mismo: la ubicacién de satélites, el posicionamiento de
radares,ect, son ejemplos de sistemas de control donde la
estabilidad es un factcor critico. Un inconveniente importante
en este andlisis surgi¢ originalmente para sistemas de orden
alto, pues la factorizacién del pelinomic caracteristico puede
conllevar serias dificultades matemdticas. Para ello han sido
desarroiladas técnicas analiticas alternativas como el

Criterio de Routh-Hurwitz y técnicas grafo-analiticas como E.

108



TERCER CONGRESO NACIONAL DE MATEMATICAS

Lugar Geométrico de las Raices. Sin embargo, actualmente este
inconveniente es salvado por medio del uso de programas para

microcomputador que factorizan rapidamente polinomios de orden
superior.

La transformada de Laplace ha sido también wutilizada
extensivamente para andlisis y disefio de circuitos eléctricos
v electrénicos en muchos de 1los sofismas electrbnicos que
sorprenden nuestros dias. En la realidad tecno-cientifica
actual esta importante herramienta de ayuda realiza su legado

gerontolégico: envejece pero no agoniza.
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SOBRE ALGUNAS ECUACIONES PARA OSCILADORES CUANTICOS

JUAN CARLOS MAURY F .t
JORGE PAEY
UNIVERSIDAD DE COSTA RICA
ESOUELA DE FiSicA
GRUPO DE ASTROF{SICA

RESUMEN: A partir de 1a ecnacidn radial de Schrodinger para un oscilador an-
arwénice de grado sexto en el espacio de dos dimensiones. y gracias a transformaciones de
variablea y de consideraciones asintSticas: se obtienen las ecnaciones y las soluciones de:

1} El oscilador doblemente anarmégico,

2) El oscilador arménico rotante

3) El oscilador arménico simple

4) La ecuacién de Schrodinger para el potencial de confinamiento =L 4 br + crd.

El enlace comiin entre todas estas ecuaciones y sus solaciones es 1a ecuacién biconfiu-
cote de Heun ¥ su solucién.

De maners patural también se obtiene la ecuacién del oscilador de sexto findo, al
plantearse la ecuacién de Schrodinger para una particula de proeba. moviéndome en un
espacio curvo, descrito por la métrica magnética de Melvin.

Finalmente, se estudian las conecciones entre las ecuaciones antes apuntadas ¥ 1a
correspondiente al ¢aso de Melvin. Este anilisis nos permite inferir ef espectro de anto-

valores en una forma aproximada, debido a las dificuitades que se tienen al considerar los
pardmeiros particnlares de bste caso.

} DEPARTAMENTO DE FfSI0A UNIVERSIDAD NACIONAL. HEREDIA

110



1 Introduaceidn

La ciencia Fisica, desde sus primeros pasos, siempre ha contado con la Matem4tica
como un gran aliado. Para poder dar una descripcién sistemética y general vilida de la
leyes de la Naturalesa, asf como para poder alcangar esas leyes por medio de los métodos
de los c8lculos, se ha hecho necesario el conocimiento por parte de log fisicos de muchas
ramas de las Matematicas. Claro que esa necesidad de ayuda a su vez se ha convertido en
un gran acicate para el progreso de las Matematicas. Asi, esa unién de estas dos partes
del conocimiento humano a veces a sido fan grande y completa ( con el mayor o menor
agrado de quienes la practican !), que ellas han llegado verdaderamente a confundirse. A
menudo ofmos a la gente que habla de Fisicomaterndtica. Tal cosa sucede cada ves con
mas fuerza y en mayor nimero de cascs en la Fisica moderna. La abstraccién, la comple-
jidad y la carencia de la gufa que nos puede proporcionar los sentidos en el estudio de los
fendmenos microscépicos o a gran escala, hacen que cada vez se trabaje més en el campo
tedrico. Sin embargo, en este Congreso hemos decidido contribuir con un tema que ha sido
modelo de muchas teorfas: los osciladores cuanticos, pero sin usar el aparato matematico
mds moderno; nuestro objetivos es de una manera clara y sencilla; ilustrar como algunos
fendémenos fisicos, descritos por ecuaciones, tienen un origen comtn. En la Fisica atémica
y molecular, y por lo tanto, en la Quimica, el tema es de gran importancia. La ecuaciénde
Schrédinger no-relativista, es la que describe el movimiento de los sistemas en este caso.
Veremos como, a partir de la ecuacién de un oscilador anarménico de grado mayor, se ob-
tienen ecuaciones que tienen la forma de osciladores anarménicos de grado menor, o incluso
del oscilador arménico, o ecuaciones correspondientes de otros potenciales. Los osciladores
nombrados han sido objeto de estudio por parte de muchos, siempre con aproximaciones
o técnicas numéricas. Aquf citaremos Unicamente a dos autores!,?,® que han trabajado
en forma exacta, y no a otros,que lo han hecho en forma aproximada. Nuestro tra bajo
tiene clertas aportaciones originales con respecto a ellos. Nuesira contribucién totalmente
original radica en el planteamiento de la ecuacién de onda para una particula de prueba en
un fondo gravitatorio, que se denomina el Universo Magnético de Melvin*®, que representa
un campo magnético que se mantiene estético gracias a la atraccién gravitatoria de sus

lineas de fuerza. Tal campo aparece en (1-1,a), v la geométria de ese espacio la describe
(1-1.b):

B; = % (1-la)
2
ds? = 4% (Pdt? ~dp? — de?) — Ko dg? (1-1.b)
2 2 2
A:l-%-%:I-I-BZgP (1——1.c)
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£, ¢, 7 son lag coordenadas cilindricas, By es una constante { el valor de B, para p = Q)
yaé= B"" ~ °°—“§;°J Gauss-cm es un parametro con dimensiones de longitud; c es la
velocidad ‘de la luz en el vacio y G es la conssante universal de la gravitacion de Newten.

En los dltimos anos, la influencia de lo. gravedad en los sistemas microscépicos ha
despertado interés en los que desean un mayor entendimiento de 1a leyes de la Naturaleza
o en aquellos que desean explicar fendmenos en Astrofisica. En lo que a nosotros concierne
aquf, veremos que la ecuacién radial que se obtiene para una funcién de onda escalar; es
la ecuacién de un oscilador de los que previamente habiamos tratado, y llegaremos a la
conclusién de que a pesar de eso, la solucién obienida anteriormente no es aplicable a este

casot. Esperamos, también, que con este pequefio aporte, se divulgue un poco la ecuacién
de Heun, poco conocida en nuestro medio.

2 La Ecuacién de Algunos Osciladores y su Sohlicion Comin

La ecuacién radial de Schrodinger (E.R.Sch.) de un oscilador anarménico de grado
sexto (O.An. G6), en el plano, toma la forma de (2-1), donde p? = 22 + ¢y y 51 es el

término del llamado potencial centrifugo, b depende de ia energfa total Ey 2 =a:

(-&%—%-{-b—-épg—dp*#épe)5"(,0)=0 (2-1)

Las cantidades a, b, ¢, d y & son constanies, Hamadas los pardmetros de la ecuacién
del oscilador, hasta el momento de caricter totalmente general, y en un problema fisico
particular, son caracterfsticos de ese problema.

De acuerdo con un método bien establecido para encontrar las soluciones de la ecuacién
de Schrédinger, se buscan primero las soluciones correspondientes a la variable indepen-
diente p, cuando ésta es pequeiia 7(p — 0) = f, luego cuando ésta es grande F(p — oo}
= F y entonces se enuncia la resolucién, como el producto de ambas, {F. Las ecuaciones
correspondientes a los casos citados, conteniendo s6lo las partes dominantes que hemos
escogido, aparecen en (2-2a) y {2-2b):

(Grp) im0 r=prV (-2

(;%-i—b—épg—dp*-épﬁ)ﬁ':[) (2 — 2b}

t+ Esto nos obliga a presentzr una solucién en forma aproximada, aprovechando la
pequenez de algunos parametros de origen gravitatorio. Esta solucién es completa en
cuanto que contiene todos los autovalores de la energfa, también calculados con las mismas
aproximaciones que se usaron para las autofunciones

112



Para p pequeno domina el término centrifugo y las soluciones son p%iv 2+ § combina-
ciones de éstas. Para p grande despreciamos el término centrifugo ( lo que equivale a anular
16 a )y {2-2b) es entonces la ecuacién de un oscilador doblemenie anarménsco en una
dimensién {O.2 An.), en ese caso todavia no conocemos la resolucién ¥o.An.ce{p — )=
%5 24n.. En resumen:

F=Founcelp) = pTEVoTT F (2 - 3a)

i

Esacribiendo f = pii\/‘”‘{ = ¢ 9,0 y B = Pe~Glp—x) _ Fo.94n., donde P
proporcina informacién sobre los ceros de 7; entonces el producto fF = e ?Pe=6 =
Pe=§(#), y nuestro Ansatz (2-3a) toma la forma (2-3b):

F=Pe$ (2 — 3b)

Para resolver (2-2b), sustituimos (2-3b) en (2-1) y seguidamente obtenemos una
ecuacién para Py § acoplados, como Io indicamos en (2-4a):

(ﬂ_a&_ﬂ)+[(ﬁ)° g

dp? dp dp dp | dp3

P = ('{%*b+ép3+dp‘+é‘p°)P (2 — 4a)

Si P e2 un polinomio de grado (n}, como se desea, entonces P = P" y gi n=0, P? = q
una constante; el estado fundamental del {O.An.G8) estaria representado entonces por
7O = P%~5, y una solucién asintética serfa: FO = PO¢=G = 72_ (5}, En la ecuacién
(2-4a) se anula el $érmino entre paréntesis redondo, a la izquierda, para n=0, por lo tanto
& debe ser un polinomio de grado 4 en p grande:

(2 — 4b)

2
_ Brlsp)
P -

Una variable radial proporcional a p? es recomendable, puesto que las potencia de
gon parea. La solucién asintética, en funcién de esa, se indica en {2-5b):

v{p) = ¢p? (2 - 5a)
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F= C‘Eii_b‘ﬁ = 73 24n. (2 — 58)

Porlotanto: § =g+ G =—(4x,/a+ %)lnp + Q*-Q“ﬁ - éﬂ;ﬁ; al derivar y suastituir
en (2-4a) para n=0, se obtienen ligaduras entre los pardmetros y ademads el autovalor b

como funcién de éstos {ar = +/a + 1):

(o + 1) =b(0)  ¢* [B} - 2fa(a + 2)] = &0) (2 — 6a)

26162 =d  Pit =2 (2 — 6b)

Finalmente, escribimos nuestro Ansatz en (2-7b), que formalmente es la solucién de
{2-1) para cualquier n, siempre y cuando se cumplan las condiciones de resolubilidad {2-6)

para 2=0; en realidad son éstas condiciones muy especiales para un problema particular;
B1 y B3 se obtienen de {2-6b):

.1 1
0< fac® =167 2¢f,67 = +d (2 — 7a)

Cuandoa =06 a = —4; 7% = FO = F3,,,. v (2-7b) se convierte en la solucién de
(2-2b) para n=0; 8i { = +1,+2,.. ., en la solucién del (O.An.G6) usamos || para evi tar
infinifos en p = 0. (Ademds, en (2-6) se debe de sustituir a por —4 6 ja| en cada caso),
asf:

Fa :vi"’i’“}’“czp(——%ﬁlv— ﬁ":ﬂ) (2—Tb)
i = 73.aan Folel = I .o (2~ 7¢)

Siempre con la idea de que ¥ sea finita, impondremos la condicién a fg de que sea
poeitiva; mientras que f§; puede ser positiva 6 negativa. Tal cosa, en un problema particular
1

depende de que ¢7 y d sean positivas 6 negativas, y de la escogencia del signo en (2-Ta).

Otras ecuaciones podemos obtener de f2-1}, por medio de transformaciones de las
variables. Por ejemplo, con el cambio de variable dependiente (2-8a) si b # 0, y se escogen
signos iguales para B, y fa en (2-Ta), (2-8b) tiene la forma de 1a (E.R.Sch.) correspondiente
a un potencial de confinamiento {a? = 1 + 4i2):
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F=07J 41-:—19?*1 (2 - 8a)

& 2-1) b
(du’ - (a4.,_,2 )+ icy +'I"(%ﬂl + %ﬂ?”)g) JE:U (2_85]

Dicho potencial es importante en la Ffsica de los Quarks . Desde luego que aquf la
variable independiente no es el radio p, ni el radio r de las coordenadas esféricas, sino que
v viene dada por (2 - 5a).

El autovalor es 7, que gracias a (2 - 6a) es igual, para n=0, a {8;(a + 2). También,
8i b=0, y se escogen signos distintos para 8, y 3 en (2 - 7a), el cambio de variable inde-
pendiente (2 -9a) nos lleva a (2 - 9b}, que tiene la forma de ia (E.R.Sch.) correspondiente
a un oscilador arménico rotante (O.A.R.):

u= ;B;:Jl (2 — Sa)
(- () - i(G) e v)e aow

Parau gl;ande, la parte dominante en (2-9b) permanece en (2-10b), luego de despreciar
el término I%;‘;D- ( 6 hacer a = %1}, y de hacer el cambio (2-10a); para fq = 2:

w=(g—;—) (w=1)= (381) (u - 1) (2 - 10)
(g—i-fy—wn);{):ﬂ (2 - 108)

Ll

La ecuacién (2-10b) es la ecuacién de Schrodinger de un oscilador arménico simple
(0.A.8.) cuintico en una dimensién; bo(u — 00) = Jo = Jo.ss. = Jo.a.p.(v — 00)

.

Para v=1; B ¢ = Hoe_%“’:, donde H® es una constante; y J3 , 5 es la repre-
sentacion del estado fundamental { n=0 ) del O.A.S., paray=2n+1y a = —1, entonces
(2-10b) tiene como solucién (2-10c), donde H™ son los polinomios de Hermite de grado n:

La N\ L, s
SB.as =I5 = H(}8:(s - 1))8-(5‘91) als=d) (2 - 10¢)
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Para u pequeda, dejamos sélo 13;51—1 como predominante { a # 1 ), y la ecuacién
es (2-11), con su solucién respectiva. La solucién de (2-Ob) esperamos que sea entonces
bi{r = 0) - Jo{y = 00) = f - Jo, para y dependiente de a:

?  (a?-1)\ . : !
(dtﬂ i} ( 4u3 ))30:0 Jo = w3lath) (2 - 11)

~{1lg, alu_ 2
B = Ty = ylergaa (1g u - 1))e ("”B) alv=t) (2 - 12).
0 3

Desde luego, al hacer en {2-12) a = —1, tenemes que J*~' = J8 , 5 y para a — |al,
confiamos que JP1* = J¥I2l. . Recordemos que de acuerdo con (2 - 8a)

i Y]
Joa — v}Jﬂ — u;[a+llpaexp_ %519 _ ﬁz:

y a = —1 y |a| corresponderfa al 0.A.8. y al O.A.R. respectivameme. Pero, (2-12)
10 es soluciéu de (2-9b) m4s que para 4(n) = 2n + 1, cuando & = ~1, o sea para cuando
ues grande yJo =J% 4 s.-

En realidad el polinonio H™“ es independiente de los valores de a, por io tanto no
debe llevar esa etiqueta: H = H™; debemos buscar otro polinomio P*® que si sea sensible
a la informacién que proporciona a a la rotacién. A eso noe encaminamos, pues desde
(2-3b) y (2-7) vemos que para completar la solucién, es necesario obtener P.

3 La Solucién Polinomial. La Ecunacién de Hean

Sustituyendo (2-7b) en (2-1), se obtiene la ecuacién para P, escrita en {3-1a) y la cual
corresponde 2 algidn ¢ todavia gin elegir:

(g;*ir(ﬂo-—ﬁxv—ﬂav.’);—Uﬂﬁav—o)) pe =0 (3 - 1a)
fo=a+1l Bs=-4Pa(a+2) +7 (3 - 1)
g=1f(a+1)— (3 1)
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En realidad, (2-8b) es la forma patrén de (3-1a). La solucién en forma de serie infinita
(3-2a) da las relaciones de recurrencia (3-2b) con tres érminos que conectan coeficientes
pares e impares. Al sustituir en (3-1a):

P = y° Earv' (3 — 2a)

r—{Q

se obtiene la siguiente relacién de recurrencia:

(r+o)(r+o+a)a, =|fi(r—t+o)+bla,_, —[fz—Pa(r-2+0)ar—2 (3-10)

Para r=0 en (3-2b) la ecuacién indicial nos da dos valores de o; o corresponde a ia
solucién regular en el origen P&\ v):

o=0 =0 oc=0¢"= -a (3-20)

Para r grande, los coeficientes a, se vuelven muy extensos, pero siempre serdn de la
forma (3-3a) al aplicar (3-2b) repetidamente, (z), es la notacién de Pochhammer z(z +
)...(z+r—-1)=(z)r y (z)o =1:

a,=ﬁ5% a#-1,...,-(r~-1) (3 —34)
A, =000+5)...0+(r-1)B]+0T, A=1 (8 - 3b)

0.T. significa otros términos y dependen de loe pardmetros de (2-1) y de 6, el autovalor
de (3-1a). A, es un polinomio de grado r en #, por lo tanto ¢, también lo es.

Buscamos soluciones polinomiales del tipo (3-4a); al sustituir éstas en (3-1a) satisfacen
la ecuacién si cumplen con (3-2b) v adem4s obedecen la relacién limitante (3-4b):

n

P = E;a,v' (3 - 4a)
r=

Pz = nfhs (3 — 4b)
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(f+npi)a. = f38a, (3—4¢)

De acuerdo con (3-1b) la condicién {3-4b) nque corresponde a (2-6a) para las soluciones
polinomiales, e convierte en :

1(n, &) = Fal(n + 1) + 4o

Si f2 = 2 y también a = —1, entonces 7 es el autovalor del O.A.S.; pero por (3-3a)
P%~% no puede ser solucién del 0. A.S { po volveremos a usar la ethueta ¢'). Para que
[3—23) se trunque en el término n-ésimo, debe de cumplirse que ¢, = 0 para r > n; en
particular Gryy = 0 6 Aay1 = 0, anulan un polinomio en # de grado n+1, por lo tanto
hay (z+1) raices que lamaremos :8%,8%,...,0%, ninguna de las cuales se obtiene de hacer
b =0, 6 ay—; = 0, etc. Estas 82 deben ser autovalores correspondientes a P}<, ia
autofuncién de (3-1a), para w = 0,1,...,n. Para cualquier r < n dado n, ar = a.(n) en
(3-4a); a, no es el mismo para P™ que para P" con m # n, luego hay que utilisar la
etiqueta n. Debido a eso y a (3-4b), (3-2b) se escribe como (3-5a} y (3-4a) como (3-5b}):

r{ir+a)ac{n) = {Bi(r — 1) + 8")a,~1(n) — [n — (r - 2))B28r—2(n) (3 — 5a)
nw)Z‘(":l’;’) ‘;! af-r...,~(n-1) (3 — 5b)

Los valores propios de {3-1a) para n=0 y n=1 se obtienen ficilmente, al hacer 4,(0) =
0y (1) =10

8 =0 (:‘.‘-—ﬁd)

8, = -5 1+\ﬁ+4( )(a+l) {3 —6b)
[ 1
9{2—%ﬁ| 171/14'4(

)(a+1} (3 - 6¢)
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Estos tres elementos del espectro son un buen ejemplo de que

PO<w<n) £ (0<w<n—1)#. .. #85(w=0).

Por ego el anular Ansi{n, w) no implica que An,3(n,®), Ansa(n.w),. .., etc, sean
nulos también, 3 menos que O.T.=0 en (3-3b); en ese caso, A, seran determinantes de
matrices diagonales de r x r, y tendrfamos 87 = 0,87 = —fy,...,8; = —nf3, al anulara
An1(n), pero solo 8% = —nf serfa la rafz que truncarfa la serie infinita en el término de
grado n(v"™), las otras la truncarfan en grados menores. Ese comportamiento exhiben, per
ejemplo, los polinomios de Laguerre.

Si f3=2, (3-1a) tiene la forma candnica de la ecuacién biconfiuente de Heun (B.C.H.);

1\ 3
entonces ¢ = (%E’I) y v es una variable adimensional.

4 E! Fondo Gravitatorio

La consideracién de una partfcula de prueba gio spin en un fondo gravitatorio, es up
problema cudntico en la Relatividad General (R.G.}. La ecuacién por plantear es entcnces
1a de Klein-Gordor (X.G.). Sin embargo, en el espacio curvo de Melvir, dado por la form
cuadritica fundamental {1-1b), se obtiene una ecuacién radial reducida que tiene la misma
forma que la que proporciona la ecuacién de Schridinger, con los coeficientes métricos
gix 3,k = 1,2,3 de esa geometria. Como nuestro interés es mds de tipo matemitico
demostrativo, y lo que deseamos es ver cémo se puede obtener la ecuacién del oscilador
(2-1), en un problema particular, trabajamos con la ecuacién de Schrodinger covariante:

JO0p K| _! 1
Mo =g |7 2 DO ¢ (4-14
D, = 3, - 1A, (418"

En este caso el potencial eléctrico es nulo, g es el determinante de la matriz del
tensor métrico®, 3; = ;ﬁ;—,, y A, son las componentes del potencial magnético vectorial; un

ejemplo lo constituye el caso en que A; = As = 0; ademds, § = 4L. Desarrollando (4-1a),
la ecuacién para @ es :

1 At 2mA? 3
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( $i bubieramos planteado la ecuacién de K.G., en el lado derecho aparecerfa el término

e |

AT+ 5‘%) p, y en el izquierdo no habrfa ningin cambio). Observando que ¢ y = son

coordenadas ignorables, o bien procediendo por separacién de variables, se propone una
amplitud de onda ¢, como en (4-3):

p = ¢~ Frerateihar R(p) (4-3)

E, a,ks son constantes de separacién. Sustituyendo (4-3) en (4-2) se logra la ecuacién

radiai {4-4). Esta coincide con la que se logra a partir de la ecuacién de K.G., & hacemos
la sustitucién siguiente:

—k3+2%',§ — —ky = B3 + M3t

4
a§+%a, - %i(a dﬁa)gﬂkg-i-?%EA?]R:O (4-4)

Mediante 1a transformacién (4-5a), y para A3 = %0{:, ge llega a la ecuacién patrén
{4-5b), 6 ecuacién radial reducida:

R-——p‘%f (4 — 5a)
S . .

(a—;ﬁ—'?‘-f‘b"Cpg—dp‘—'Cpe)?:O (4-—5(9

5 1
a=a — - (4 - 6a)

4

2

b= agBd + 2 B — k2 105; (4~ 6b)

23 Q3 m‘ Cj . 3 3 P

¢= ?{"‘-’ _ E.’; SagBh) 4 6=, (4 - 6¢)
282 (2m3E + 3adB o’

d= q_q—_Zﬁ,;] - = (.1.: L U) + 45‘5 (4 - 6d]



Ly 3

_4933 afBy | o 4 Bo a\?

a4 a° 267 at (4 - 8d)

La ecuacién (4-5b) tiene la forma de {2-1) y los parametros (4-6) son caracteristicos
de nuesiro problema partxcular, los términcs que contienen a Jy 6 potencias de ésta, son
de origen gravitatorio. Si d=2 — 0, (4-5b) es la (E R.Sch.} de una particula en un campo
magnético uniforme en un espacio plzmo pues —ﬁf derivable de A3, tiende a Byp. En ese
caso d =& =0,y b y ¢ sufren modificacién parcial.

De aquf en adelante, la solucién de (4-5b) se desarrolla idénticamente a la de (2-1)
(el problema general ), y el comportamiento ffsico de la particula de prueba en un fondo
como el que nos ocupa, debe ser anilogo al de los osciladores de los parrafos anteriores.

Para que la solucién polinomial ensayada Ia podamos aplicar en el (UMM), la
condicién (3 -4.b), 7(n,a) = 2(n + 1) + a se debe cumplir en nuestro caso. De (2 -
Ba), esa condicién se escribe también { para f; = 2) 4cé = d® — 8¢¥(2(n + 1) + qf, de
manera que se vea mnds claro el acople entre ¢, d y €, y ¢dmo éste depende de n y . Traba
jando con Ordenes de magnitud, si By ~ 10'2 Gauss, 372 ~ 107%em=2, y a~4,a7%,a?
se vuelven pequeiiisimos. Enionces en un mismo parimetro de los definidos en (4 -6),
hay cantidades que difieren entre sf ( para a pequena } por muchos érdenes de magnitud,
Eiectna.ndo loe productos en {3-4b), y conservando los términos hasta a—*, llegamos a

i‘n‘?ﬁ- + 0(3™%), donde O(a~*) significa términos de orden superior o igual a
Asi para o y o peque noe, la ligadura entre pardmetros deseada, se cumple con grao
e:xactltud

La ecuacién de {B.C.B.) muesira también, enire sus pardmetros, grandes dlferenmas
para el caso del (UM.M.). Para By ~ 10'2 Gauss, ¥ >> § >> B, (6§ = —4b()t)y

i— +ra &, 8ir=1,2,...,;n ( para n pequeilo); para ese caso los determinantes A, de {3-3)
e ear:nben 'de forma aproximada en (4-7a), y la serie infinita (3 -2) se convierte en (4 -7a),
donde | F; es la serie hipergeométrica conﬂuente:

Ar % (5):5] (4-T)

o [ r
P“MGOZ(CEE);T['BW) = a0 1F1(£;;0+1;4310]] (4-7)

Asf, hemos despreciado justificadamente los O.T. de {3-3) ¥ y los determinantes A,
son diagonales, y al anular a A, ,; hay n+1 rafces 8%, de las cuales n raices ya se conocfan
de anular a A,{n -1}, etc., por lo que % =-#5, es la que vale y trunca (4-7b) para todo
r > n. Los polinomioe son entonces los agociados de Laguerre ( n pequena ! ):
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pra o ag(n) r:ﬂ ((E:_:lhr {ﬁ:-:))' - ao(n)LLﬂ](ﬁl UJ _5.4 - 8)

La aueva variable radial £ v es tal que 8, v >> v. De las propiedades de los polinomios
de Laguerre, obtenemos, en funcién de la vieja variable v; puesto que 8; >> I

i

Q)n M n—k a . n\ n-k a
2 = - P et m y SR g

(4 —9)

Puesto que LL“J(ﬁlgp’) es solucién de la ecuacién asociada de Laguerre, que tiene

como autovalores a f;, = —n = ;ﬁf’; + zlal + , entonces usando (4-6¢), {4-6d) hasta a-2,
y (4-6a) y (2-Ta):

ks 1 i i 1 ag 4a
E- Ihcd  Irncs [4|q[B° ("1 + glaf+ 3 - 4—@) + 77

este resultado coincide con los autovalores cuando se resuelve el problema para el
campo magnético uniforme { % — Q€).

b Conclusiones y anélisis

A partir de una ecuacién m4s compieja, en lo que respecta al potencial que consta
de mis términos polinomiales, y de grado superior; se han obtenido otras ecuaciones que
tienen la forma de ecuaciones de problemas ffaicos conocidoe, ya sea por consideraciones
asintSticas, o por transformacién de variables. Dado el comiin ancestro de todas ellas, se

obtuvo una solucién comin, que proporcions soluciones particulares por manipulacién de
los pardmetros, en especial el denominado a:

L 2,4
Fra = 3 Tﬂpﬂ,aezp_%ﬁlcpg - El_a.f_ (5 - 14
Fr7a(p) = o oan (p) ; Frialp) = 754w catp) (5 — 1b)

123



viFmlel(g) = Jiel(v)y = Joar 5 obFrlle) =30 (5 -1

A manera de contraejemplo se repasa el oscilador arménico simple. La biisqueda de

P™2 nos lleva directamente a la ecuacién (B.C.H.}, si ¢ = (%é%)%. Esta ecuacién resulia
ser de poca ayuda en el cilculo de los autovalores de los problemas involucrados. Fn
alguna medida, los trabajos citados se han complementado favorablemente, por ejemplo,
con respecto a !, la introduccién de la variable radial {(2-5a) nos eviié hacer el andlisis de una
doble secuencia de coeficientes pares ¢ impares; y con respecto a ?, el uso de (2-4a) permite
conocer cuando las soluciones son vilidas de acuerdo con los pardmetros que aparecen en
los problemas allf citados. El establecimiento de la relacién, u origen comiin de los diversos
potenciales, seri probablemente de ayuda en la interpretacién fisica, por ejemplo, de los
0.An.G6 que aparescan en diferentes contextos, como en el caso de la partfcula de prueba
en el {U.M.M)7, el cual se estudia por nosotros de manera completamente original.
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A MATERMATICA ELEMENTAL. CEL FROCENSD O
UALORIZACION DEL CAR T TA

Henry ™1 Hora Jimsénez
Ecscuelaz de Economia. Universidad Nacronal
Heredia, Costa Rica

RESLMMEN

En este trabajo se hace uso de herramientas elementalecs

del Algebra v el calculo diferencial para fomalizar
matematicamente lo=s principalecs resultados de la teoria
marxiana del pluswvalor abhsolutao sujetas a cuantirficaci1an
Con ello, tegta1s tedricas 1mpoTrtarntes SO sintetlcadas Yy
aclaradas, abriéndo=s=e la posaibilidad de una nuewva senda de

desarrollo de la CRITIEA DE LA ECONOMIA POLITICA

INTRODUCC IO

La piedra angular de la CRITICA DE LA ECONOMIA POLITICA

dezsarrol lada por .4 Har x es Ssu teaoria del plusvalor . l=
cual , y en io gue taca a sus elemantos nasicos, e
presentada en el Libro I de E1 Capital. Marx distingue dos=

met todos de produccion de plusvalaor. plusvalor absoluto v
plusvalor relativo. La produccidon de plusvalar absoluto
{(prolongacion de la jornada laboral mas alla del ti1empc
NeCESArio para Teproducir el equivalente del wvalor de la

fuerza de trabajo consumida) no es =061 una forma particular

de extraccion capirtalasta de excedente lal lado del
plusvalor relativoa), s1no ademas, la forma general y bAsica,
por lo Que sn COmpresidn resulta cruc:1al para entendsir

Jdesai'rollar el traba)jg tedrico de Marx sobre el capirtalismo
Por eso, aqu: Nos limitaremas a ectcte metodo de obtencion el

plusvalor
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T objetiwvo ez formalizar matematicamente, con ayuada
d=al aigebra v =91 caloulo slemental ., ITos principales
resuwltados tedricos de 1a Senalon teroersa de1 iLibro I

svusceptibles de tratamiento cuantitativo, aucvngue buesena parte
de este trabajic fue adeiantada porvr Marx en 21 capitulo gue
sirwve de concluzidn a dicha seccidn v a la inwvestigacidrn del

plusvalor sbsoluto en cuanto categoria basica de la CRITICA

DE LA ECONOMIAa POLITICS.

FIRFMULAS QUE RELACIONGN La TASA Y
L& MaSa DE PLUBVALDR

Marx resuume en tre=s "layes’ 1o principales resul tados
ce =na investigacidn {segaisn tercera Lo =01 Libro I>
suzceptibles de expresidn matemitic=s - “analicemos cada una

de= =21 las

Prigeera Leswe:

hRE EEEY macsa del plusvalor producido es igual & la
m=2gnitod del capital wvariable adelantado
msitiplicada por 1a tass del plusvalor, o bid&dn =e
determina porv la raZon compuesta entre el ndwnero

de las fuerzas de trabajo porvr el mismo capitalists

Yy =1 grado de explotoelddn de cade fuevrra

indiwidual de trabajio.

P tanto, Fi e i i Manw s P = ia maEa de1i
pluswalor ; Ea a7, plusvalor dia;riamnte
proporciaonado., teErmino medl o [»Xwhd aX izhrerc
indiwvideeszi, al capitz=i varizble adelantasdo oorv
dia para comprar cads fu.erza‘de trabajo. V¥ a la

sums total del capital wvariable; f al walor de uwuna
fuerza de trabajo media; t7-19% (plustrabajostrabajo

Nacssario) a su gradde de saxplotacidmn, L n &L
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niusse Yo de lox obreros utilizados ., tendremw=

entonces :
P ®* UV
L
P =
f* ti * n ar

{ E1 Capital Libro I, pp.- 368-369)

Axi, podemos rvTepresentar nuestra primera ecuacidn de la

asiguiente manera:

€1 P = p &2 Y

donde, P = magsa de plusvalor porv jornada laboral

P » tasxa de plusvalor vigente

V = suma global del capital wvariable adelantado por

jornada laboral.

Si ahora suponemos una determinada masa de pluswvalor,

la ecuacion (1) se convierte en:

2) Po = p & <

(2’ p = Po 7 V

donde Po s una masa de plusvalor de magnitud dada -
Como es obvio, la ecuacidon (27) define la rama de una

hipérbole eqguilfitera cuyas asintotas son los ejes del primer

cundrante del plano cartesianoc.
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Si consideramos & v como wvariable independiente y p

variable dependiente, entonces ia grafica de la ecuacidn

(27) seria como sigue .

GRAFICO N- 1

Comb e jemplo, i sSuponemos que Po= $50, f= %1, n.= 50,

Na= 100 y na~ 200; entonces obtemos 1a siguisnte represen—

taciodn grafica (suavirada) :

L

P L3t

S0

15

3 5% 295
L1 - v
GRAFICO N.2
Ademas como la tasa e plusvalor (f) Y} oy la tasa de

plustrajo t) S0On excalares idénticos, L dado gque

129



(3> T = T~/ T

donde T'= plustrabajo por jJornada laboral {(por unidad de
fuerza de trabajo) .
T = trabajo necesaric por jornada lavoral J{por unidad de

fustrza de trabajo) .

Entonces, del grafico n=. 2 v suponiendo que T = To = &

horas de trabajo social podemos derivar el grafico n=. 3.

1.5+

50 0o 260
GRAFICO N. 3

donde Mo representa una masa de plustrabajo de 300 horas por
jJornada laboral.

8i mdenAkc Tecordamos que la extensién de la jornada
laboral (> se puede dividir en dos partes, a saber:

(4) A = T+ T

Entonces podemo=s obtener al ziguiente grafico que
relaciona las distintas combinaciones en la extensidn de la

jornada laboral y el namero de unidades de fuerza de trabajo
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2xploatadas con las que podria obtenerse wna misma masza de

plusvalor de $50 (masa de plustrabajo de 300 horas) <=>

2}

15|

50 37 o

GRAFICD N4

Como e desprende claramente de lo= graficos 3 yv 4, en
condiciones inalteradas de productividad cfes1 trabajo
(T=Tol la anica wvia de reducir la extensidn de la jornada
loboral sin disminuir Ia masa de plusvalor y plustrabajo que
se puede obtenar en un periddo determinado de tiempo; es
aumentando n, es decir, aursntande el volwnen de 1l1a
poblacidn azsalarisda der cuer dispone el capital. lo CLal
histdricamente ha ocurrido en todos los procesos de
acumulacidn originaria, cuando el capital debe operar sobre

ana base téomica dadis <~ =3

Sequnda 1y :

tER Limite absoluto de la jornada laboral media,
gue por natursleza sera siempre de menos de 24
horas, conztituye una barrera absoluta pars
compensar l=a reduccidn del capital variable

Aaumentando la tasa del plusvalor, o la restriccion

A diferencia de los graficos anteriores, el N.4 no
representa una hipérbole.

A% Desde luego, lo habitual es que durante estos periodos n
v L aumenten simultaneamente .
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del ndmrmero de obreros explotados=s aumentando el
grado de explotacidn dae Ia Ffuerra de trabajo "

(ibid, p-340).

Regresesws a la ecuacidn {27 >

p = Pa »~ WV
dicha ecuacidon satisface {es solucidn de? 1a =TATY
diferencial de primer orden

(S» V = dp + p = Q

acidn

dy
de modo que la elasticidad de la ecuacion (27 es constante
e igual a 1 (en wvalor absoluto? a 1o largo de tod=a la
curva definida. Esto implica que cambios relativos en =]
deben ocurrir conjuntamente con cambios relativos en V de
igual mangnitud, pero de signo contrarioc, para gue nos
mantengamos en una misma Curw=a {masa de plusvalor de

magnitud dada’¥ .

Aaxi dentro de ciertos limites (com adwvierte Marx

posible compensar (sustituir) disminuciones (aumentos)

Cyr por tanto en T 7y en JL2 con auwrentos (disminuci

), ec=s

2n p

ones )

proporcionales en UV, sin alterar la masa de plusvalor que se

obtiene .

Interesa ademas observar la derivada de 1lx ecuxcCian

(2°) la cual ocbyviamente resulta-:-

(63 dp = _FPo

(= 19 L
lo cual indica que disminuciones sucesivas en p de igual
magnitud requieren aumentos en UV de magnitud creciente a fin
de mantener una misma masa de plu=swvalor .
Por ejemplio, partiendo de p¥ 1 w U= %50, tenemos para
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$+50 las siguientes posibilidades:

- Ap + Ly (D p/AOY)
o1 5.5 0.0180
o1 7.0 0.0140
o.1 8.9 0.0110
0.1 11.9 0. 0084
o1 16 .7 0. 0059

Este resultado no es advertido por Marx,

importancia practica

nivel dado e

dis=sminuciones £n

aen P {la bhacse
aumentos
1= pablacidn

capital—diners

Tercera ley:

"Dados 1a
fuerzs de
producido
magnri tudes

gn - JIF1

Podemos asumir

la fuerrxas

pero tiens unxs
gagnificativa, pues indica que para an

productivas del trabajo social,

P (v en JL? gque no impliguwen disminucionss

de 1= acumulacidan) debeaen acompanarse poT
crecientes en LY RN AV en n), es decir, tanto en
asalariada COmo en ia dizponibilidad de

tasa del plusvalor v &1 walor de la

trabajo, las masac del piuswvalor
estarin en relacidn directz =a las
del capital wvariable adelantada'™ Ibid,

ecta

“Iey' COoNW L teorema v representarla

graficaments como sigue:-
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 od P—K.q
/ '/
.t/
a
mn
GRAFICO N. S
Donde K = p * § = tan (@) Ck aes el plusvalaor diario por

unidad de fuerza de trabajo explotada).

Este teoremas se cumple s1 v solamente si la siguiente

igualdad es v&lida.

lo cual es pbvio en este caso:

1
ol o w ~ n

Ademas se cumple la siguiente condicidn

L g}

Para =su dermwostracidn, partamos de la ecuacion (1)

- [ ]

P =p * U= p ® §f n n
aplicando diferencias -

HP = p % £ 2B
P

H =_1 A £ &An
P W

aAp = nn
P n
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Exs decir, en condiciones de productividad del trabajo

constante=s, la tasa de crecimiento temporal de P tienese como

limite 1 valor de la tass de crecimiento en la poblacidn

asalariada, lo cual advierte claramente la neceas 1idad de 1

capital de reproducir a escala ampliada la transformacion de

la fuerza de trabajo en mercanciss.
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TEMWCLUIS TIMWNES

lLa economizs ec (0 aspira a ser’ una ciencia socizl gquue

POT Su particular aobjeto de estudic permite v reguiletea 1o
cuazntificacion de los procesoc sociale=z an qQue centra =
interés;, yw aunque probablemente se han cometido (v se siguen

cometiendo) muchos abusos en ese campo, No podemos renuncisr

a una tarea gue es requisito para el desarrollo de la teoria

cientifica del capitalismo.

El propio Marx adoeirtio que Ia CRITICA DE A ECONOMTA

POLITICA zncluye dentro de S0 espacis v pPreocuapac 1 ones
tedricacs , 1a formililacidGgn matematica d= sTus pPrincipAales
resul tados, tarea 2rn la gue &1 mismo contribuyd en Fforma no

despreciable.

No obstante, las "reformulaciones matemiticas' de Mar >
por parte de auvtores modernos, bhan pretendide o han tenido
2] efecto de sustituir el método dialécticea del autor de E1
Capital, por el retodo matemdtico, con lo cual se violenta
destruve la riguezra metodoidgics que el pensamiaento

dialéctico puede ofrecer .

He guerido en escte breve trabajo, Lilustrar < OO =
pozsible utilizar matematicas elementales para formalizar
importantes tasis mAaErxrIanrnas, relacionadas en wvwste caso con
la teoria del plusvalor absoluto., quil z&s sea mEs prudente un
vwrfoerzo de este tipo que nretender "matematizar E1l
Capital™
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LA PLUSVALIA
COMO CONDICION DE EQUILIBRIO
DEL MODELO DE REPRODUCCION AMPLIADA

Cesar Salano.

RESUMEN

En el presente trabajo se introduce una
condicién de equilibrio sobre la Plusvalia (o
la Fuerza de Trabajo) para analixar, con ayuda
del! control elaborado =sn Solano(199Ca), el
compartamiento del Modelo de Reproduccién
Ampliada de Marx ,C.{(1971). Utilizando la Tecaria
de Control, se logra dar una respussta completa
al problesa de precisar la poll tica Y%
vantajosa a seguir para obtenar crecimiento
equilibrado, an deapsndencia de la situacidén
incial de la Economia.

PROPIEDADES DEL CONTROL DE ACUMULACION

En todo lo que sigue se utilizan los conhceptos e hipdtesis
dagos en Solano(i990a). Se supone que la Economia ests
compuesta de dos sectores: el Sector de Bienes de Capital y el
Sector de Bienes de Consumo. En términos de valor, el producto

qlobal de cada sector esta dada par Yi(t),Yz(t). Ademis, Se
supone gue tal producto pusde descomponerse en Capital
Constante (Cl(t),Cz(t)), Capital Variable t’w"(t),‘«’z(t)) Y
Plusvalta (P‘(t),Pz(t)). De otro modo:

{1 Yi_(t)-—-l(-i(t)*-\)t(t)i-P,L(t), V=1 42,

Ademas: ﬁL(t)=cLYi(t), V=L L2

Vt(t)=vLYi(t), i=1,2
P(t)=p Y _(t), i=1,2
L9 LN A8

Se designa la Composicidn de Capital de cada sector poe
k_\=|:,t/v,‘, i=,2 vy la Tasa de Explotacidn, coman a ambos

sectares por E=P fV L=4,2. La relacidn entre las
L L

composiciones de capital se denota por é-—-kl!kz.

tEscuela de Matematica, Universidad de Costa Kica.
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Al igual que en Stoleru,lL. (1965} y Solano,C.(19%90) se supone
que se trata de una economia cerrada, sin nexos con el
exterior; que la inversidon de bienes de capital es inmediata ¥
que no es posible intercambiar Bienes de Capital entre ambos
sectaores. No se toma en cuenta la depreciacidn. El1  simbolo
Q(t)=dxldt, denota la derivada ge la funcidén correspondiente vy
Za denota la serie geometrica n;gnﬂ.

Las ecuaciones de Acumulacion de Capital adquieren la forma
Siguiente (Kurz,M.(1794353), Stoleru,L.(1945), Morishima,M. (1977})

(2) Y =K +K +K _+K_>0, t20.
1 1 41 2 Z

Ademis, se va a utilizar, ampliamente, el caontrol introducidoe
en Solano(1990a) dado por

alt)p, |<1+i'c:1 K’+1f'<i
(3) u(t}=c1[1+c v ]_ o e Y » 20
1 1 K +K +K +K 1
1 1z 2z

con la condicidén O=c=<a(t)=a<l, t=0, donde a(t) occupa el lugar
de la Tasa de Acumulacidn del Sector I y puede tener un numero
finito de discontinuidades. Siempre con 21 fin de facilitar el
manejio de la simbnlogla, se utilizara la notacion

a{t)p

v(a(t))=[1+E—:;——] para el factor de crecimiento de modo que
T+ 1

u(t)=c1v(a(t)). Y cuando los factaores de crecimiento s0on

constantes se escribe:

N

Para continuar con el estudio del modelo se mantiene el cambio
de wvariables: K (t)

1 t
Y(t}=~?—T5—E y(a)=1, t=0.
1 ) ’
(4)
Kz(t) t
z(t}=w » Z(O)=K2(OJ/K‘(0}=G, t=0.

1
Con estas definiciones, se obtiene el siguiente sistema:

yet) K, (t)+R (&) LY _(t) a(t)s
y{Ey = LS 53 B N € =[1
(5) yit)=v(tly(t),

1 bl -
+c +v1 ]—v(t), tz0.
1

5(t)=(1*u(t))y(t)/c‘.

c1v(a)£u(t)5c1v(a).

Entonces, las variables y,z estan determinadas paor la relacidén:

yi{t}
C

(6) y(t)+z(t)= ,t20.

i
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ACUMULAC ION DE PLUSVALIA

Ahora conviene analizar el Modelo de Reproduccidén Ampliada
desde la perspectiva de la acumtlac i1dn total de FPlusvalia,
supaniendo gque tal proceso de acumulacidn responde a Jn
comportamiento de crecimiento exponencial, segun una Tasa (v)
fijada exagenamente.

Si se considera gque la masa total de Plusvalla crece, a partar
de cierto momento 720, segan la tasa v, se tiene la ecuacion:

(7) P (t)+P (£)=(P (0)+P (O))e’ ", t=v.
1 & L § 4

donde P1(0}+P2(0) indica 1la masa de Plusvalia con gue cuenta la

Economia en su momento inicial. Utilizando las relaciones {4,
dicha ecuacién puede expresarse en la forma:s

¥t

(8) y+6z=poe t=7.

Aqui p0=1+n; n=Pz(0)/P1(O}. Mientras O=t<T, se eaemtablece la

condicion de trayectorias

{(?) y+éz#poert.

De este modo, (&) y (B) configuran el sistema
o @ t
y(t)+z(t)=1é_l
{10) 1
+SZ=p eyt, t=T.
2
cuya solucidn esta dada por

vit)r=aer te(y(mr-aer Tiel (FTT) | ey

(11) zity=Ber Tv(z(T)-Be? el (E°T) oy
p C ¥ p {(l1l-c ») &
[s] b §

o %

dande A cir+5(1*ciy)’ B Eir+6(1—tir) y el signo e C‘ETTETIT

depende del hecha de que &6>1 o 6<1. Fn este Caso serjia adecuado
SUpoOnNer gue CJWJ, para que A v B sean positivas, pero como ne

vera mas adelante, dicha condicién surge de modo bastante
natural como resultado del método de acumulacide empleado en el
madela. Par ahara conviene retener las siguientes relaciones:

A/B=£ﬁly,
(12) n=od,
Arl si vy solo si a?l/zﬁiy.
A=l s1 y solo si a=1/£rlr. En tal caso B=c.
Por otra parte, si1 &71, la solucidsrs (13) tiende a la solucidon

de crecimienta balanceado dada-por y(t)=ﬁeyt, z(t)*ﬁert, >0,
resul tado que es analogo al dado por Morishima(l977). Fero =i



&5»1, que es la situacidn analizada por Marx y Que segun su
criterio es la que corresponde a una eeconomia capiltalista  vya
madura, no se logra crecimiento balanceado a menos que se
alcance el objetivo dado por

y(T)=9eyT

2(T)=Be" .

En lo gque sigue se estudiaran las condiciones que hacen posible
alcanzar dicho objetivo, suponiendo desde luego, que prevalece
en la econamia un proceso de acumulacidn del tipo esbozado en
la primera parte de este trabaio (Ver Sclano(l99CGa)).

(13}

Antes conviene sefalar que las ecuaciones (10) son equivalentes
a las dadas por Stoleru(1943). En particular, es preciso decir
que, dado que en la economla prevalece una tasa de explotacidn
£ constante e igual para ambos sectores, P;(t)=£VL(t)’ LT a2,

t
la ecuacion (7} es idéntica a V_(E)+V_(£)=(V_(0)+V _(0)le =,
t>T, 1la cual a su vez dice que la tasa de crecimiento de 1la

Fuerza de Trabajo empleada en la economia debe ser i1gual a la
tasa de crecimiento de la Plusvalia.

£n vista de gque en este modelo la tasa de crecimiento de la
economl a esta determinada, como se vera mas adelante, por la
tasa de crecimiento de la Fluswvalla (o de la Fuerza de
Trabajio), caben las siguientes palabras de Morishima(l97?77:132):
*_..la fuerza de trabajo puede expandirse a una tacsa mas

elmvada que la tasa maxima de crecimiento del capital, o al

menos que la oferta de trabajo puede adaptarse rapida vy
flexiblemente a su demanda."”

EL PRDBLEMA DE TIEMPO MINIMAL

En cuanto al problema variacional de tiempo minimo ligado al

proceso comandado por (5), éste yva fue resuelto en Solano,C.
(1990a). La ecuacioen caracteristica toma la siguiente forma:

x(t)=—1, x{0}=0,

y(t)=vit)y(t), y(0)=1,
(14)

E(t)=(1—u(t))y(t)/ci, z(0)=c,

c‘v(ajsu(t)ﬁc‘v(a).

En resumen, se obtiene dos familias de controles, denominadas
por —
u(t}=c‘v(a} cuando O0=2t<{T,
C =
1 —— "~
{159) u(t]=c1v(al cuanda t>T.
{ G(t)=civ(a) cuando Oo=t<r,
C :
z —
u(t)=c‘xtal cuando t>r.
que conforman el conjunto solucidén de la ecuacidn

caracteristica.
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CONDICIONES TERMINALES

El propésito de esta seccidn consiste en mostrar:
1) Si a=1/{ﬁ;y entaoces el punto de partida de la ecanomia (1,c0)

se encuentra sobre el rayo de Von Neumann, de modo que
hay crecimiento balanceadoc a partir de T=0, Tv=0.

2) 51 o-‘)zciy, entonces existe solamente un control, pertene—
neciente a la Familia C , que pueaede llevar al objetivo
|

definido por {(13).

3) Por el contrario, en caso de que o([ﬁtr, el control debe

debe pertenecer a la Familia Cz.

l.as condiciones terminales para la familia Ci quedan

especificadas del sigquiente mado (Solano(l990a)):

1 FASE (O=t<T): Segun (7)), \;"—-v(a}y, coan lo cual =e logra
yity=e¥ (27,
z(t)=a+(ev(a)t—1)/2tlv(a}.

IT FASE (v<t=£T):

t._
y(t)=y(7)eV(“)( T};

via){(t—T)

z{t)=z(7r)+yiT) (e =1)/Pc via).

Si se utiliza un control de la Familia (C:i), los requisitos

para alcanzar las condiciones terminales estan dadaos poc la
posibilidad de resolver las ecuaciones:

ﬂerT=e(V(a)—v(a))T+v(a}T

(16) »T Y{(T) _ Z(T)
Be® morl fe,via)r e, vie )"
2R L - 1
Ec‘v(a) It via)
lo cual equivale a estudiar las ceras de la ecuacion

(T, )=0, dande:

=108+ (y—v(a) )T/ (via)—v(x))

L™ o N ~
BT oo,y )=M(T 0,y ) +K(a)+L (o o) g (T200 @70,

M(T, o, 2 ) =ae’ 1 - -
Le vie) e r




(17) N(T yotyatyy ) ol S) (1nA+ (3 —vi(a) ) T)

=]

(vi{ia)—v(a))

K(a)zo—__l.T
Eclv(a)
L(at,ax)= = - 1 =
Eciv(a) Ec1v(a)
Conviene sefialar gue (16) se bha wutilizado para obtener 1la

expresidn M(T) de modo tal que su signo va a depender de la

relacidén entre v(x)<y<vi(a). Lo misma puede decirse de N(T).
fAdemis, es esencial para el problema en discusidn que O=<T=T,
Utilizando (l16), se ve que esta condicién se cumple siempre gue

(18) (v(a)—}TZ1In{A)Z(v{a)—p)T.

ESTUDIO DE ¢(T,a,a)=0

Caso 1: a=1/[ﬁ1y. En vista de (12), A=1 yv el dnico wvalor que

anula ¢(T,a,a,y) esta dado por T=0. De (17} se concluye que
T=0. Esto se debe a que (1,2, el punto de partida de la
economlia, estd situado sobre el rayo que pasa por el origen vy
el punto (A,B). Es decir, la economia se encuentra va desde el

inicio en equilibrio. En tal caso y+6z=poert, t20. (Ver 6Grafico
de Fases 1)

Caso 2: a)l/ﬂtﬂl. En este caso A>)l y se puede mostrar que la
derivada de ¢(T,a,a,y) se anula en T1=In(A]/(v(a)—y), T1>0, que
P(T,a,a,y) decrece en (—m.T‘), crece en (T1,+m) v que

¢(T‘,a,a,y)<0. Dado que limg(T,a,o0,y)=+o existe T0>T1 tal que
~ T
P(T ,a,a2,7)=0. Dicho cero cumple la exigencia (18) de modo que
o
T en (17) cumple la condicisén OﬁfﬁTo. En tal situacidn
ryt

y+ér<p & 0=t<T y se satisface la condicidn de trayectoria.
-]

Conviene indicar ademi&s que T}ST&T. {Ver Grafico de Fases 11).

Caso 3. o(l/ECJf. Analogamente se puede mostrar que g1 mayor

cero de @¢(T,o,0,y) es negativo, asi que no hay solucidn
adecuada al modelo para este caso.
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e {(1,o)

(A,B)
1 Y
GRAFICO DE FASES I
z :
ol (1,0)e
i-"(A,B)
1 ™

GRAFICO DE FASES II

Nota: £1 cono de origen (1,0) que aparece en cada uno de los
graficos de fame se ha denominado Cono de Acumulacién o Cone de
Marx—Van Neumann (Ver Solano,C.{(1990a)} a fin de resaltar 1la
intima conexi®n entre los conceptos "implicitos en =21 modelo
planteado por C.Marx y las conceptos degarraollados par Von
Neumann a propédsito de los problemas dei crecimiento {Ver
Morishima,M.(19269}.

Cabe destacar ademas, que la necesidad de los conceptos de la
Teoria de Control aparecen en e]l] momento en que sSe Coréea una
diferenciacison entre (l,o) y (A,B) (Ver supra caso 1.). Y tal vy

como se ha mostrado, solo bajo la condicion v(a)<y<via), o sea,
so0lo dentro del Cono de Acumulacidn es posibie resolver el
problema de control aquli estudiado.
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For dltimo, conviene sefialar que 1 i m T =+x, de
vi{a)sy

tiempo necesario para alcanzar crecimiento equilibrado puede

hacerse muy grande si el factor de acumulaci®dn no se diferencia

mucho de la tasa de Crecimiento propuesto para la ecornomi a. De

hecha, tal y como lo mostré la simulacién efectuada en

modo gue el

la
computadora, existe una i1nestesbilidad muy pronunciada en el
modelo cuando vi{a)=, la cual e tipico en este tipo de
modelos. (Cfr.Morishima(l9/7/3:7&6).
Ahora se considera un control de la Familia (Cz). Fara alcanzar

las condiciones terminales es preciso resolver ecuaclianas
analogas a {17).Es decir:

~

AE}fT___E(V(a)—-v(a}JT+v{aiT

(193 T Y(T)  Z(T)
Be® =o+ +
e vix) Ec‘vtaJ
LoV (T = ~ :
Le, Vi) o via) )

0O Sea w(T,a,;,y)=O donde w(T,a,;,yJ=¢(T,;,a,yJ (Simetria de las
cotas a,;)- El estudio de w(T,a,;,r)=0 se efectGa de modo
completamente similar al realizado para ¢(T,a,;,y)=0 par cuanto
se trata de un intercambio de los parametros a,;. En este caso

también se llega a la conclusidn de que:
1) Si o=1/Fcy, la tnica solucion es T=0, 7=0.

2) 51 o>1/Ech wiT,a,a,7) no tiene sclucidn positiva. En caso

contrario, si o<l1/7cC » se obtiene una solucidn positiva To
LS

para w{T,a,o,r)=0. En tal caso, To}an/(v(a)—r)>0 dado que

»

- Z = t
que A<l y existe T que cumple OETSTO. Ademas . y+éz>poer
O<t<T.

CONCLUSIONES:

l.- Los resultados obtenidos en este trabajo son de caracter
general y en este sentido se diferencian de los dados por
Stoleru(19653), pues este autor establece sus conclusiones Cofn
base en valores particulares de parametros obtenidos para la
economia de Algeria. De hecho, la posibilidad de dar una

respuesta general al modelo descanso en buena |:)e:u'-tqs.-0IC en las
relaciones (14). Mencidn particular merece la serie (gir)wu,

qQue viene a ser un caso particular de las saries qgue aparecen
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en el modelo original de Marx (Ver Scolano(l1988)) y que

formalmente representa el 1nvaerso de la pendiente del rayao de
Von MNeumann .

Un anilisis muy completo de un modelo bisectorial puede wverse
en Kurz(1?45), al cual debe hacérsele la misma observacidn que
al trabajo de Stoleru(l?ED)Y en 1o que se refilere al caracter
del control gue utilizan. En =2fecto, ambos consideran solamente
controles gque toman los valores u=1,9 1o cual lleva implicita
una acumulacidn de capital negativa en cada uno de los sectores
antes de alcanzar el equilibrio (Cfr. el grafico de las
producciones dado en Stoleru(l?465:3353)). Esto da como resul tado
un comportamiento de las producciones pocao probabilie, al menos
en condiciones que no sean de crisis.

2.~ En segundo lugar conviene referirse al intento de
Staoleru(l1l9465) de identificar el concepto de "Fleno Empleo” C on
lo que, hechas las salvedades del caso, en Marx se denomina
"Fuerza de Trabajo™. En efecto, pleno empleo dice de la

utilizacidédn maxima de los recursos humanas de que dispone la
sociedad. Por el contrario, la Fuerza de Trabajyo se refiere a
las necesidades del Capital, las cuales, por  norma  generatl,
andan por debalo de la poblacidn con capacidad de trabajar. En
tal sentido, el indice de crecimiento de la Fuerza de Trabajo
(v Bs menor que el indice de crecimiento de la poblacidon (n).
Esta diferencia s preciso tenerla en cuenta, con mucho mayor
razén, cuando se trata de modelar situaciones en pail ses en vias
de desarrolic, como es el caso de Algeria.

S."Resulta 1ntere§ante ver que COon los parametrcs que
Marx(1971) utiliza, no se puede obtener crecimiento balanceade

con la familia C , como cabria esperar, sino coin la familia C_,
1

que privilegia primero al Sector de Bienes de Consumo b luego
dirige la inversidn hacia el Sector de Bienes de Capital.En
efecto, con lIos valores utilizados por Marx(1977) y la Tasa de
Crecaimiento para la Plusvalia (o la Fuerza de Trabaio) dada por
Stoleru(1945), se obtiene 0(1/E(CJffH1,

(a=.375<-4651=1/E(C1y)n+1, y=1.025, c =2/3, c,=1/2, £=1,

Y‘(0}=6000, Y2(0)=3000), o=.3, o=}, de modo que solo es

posible 1legar al equilibrio con ayuda de la familia ae
cantrales Cz.

De todo esto se pusde concluir que del modelo de C.Marx no se
puede extraer ningquna conclusidn en cuanto a la prioryrtad que
debe asignarsele a los sectores a la hora de considerar el
mejor camino para invertir la Plusvalia acumulada. En cada caso
es preciso hacer un analisis particular de la economi a e

astudio, a2 la hora de tomar las decisiones mis adecuadas en
materia de 1nversidn.
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EL. FROBLEMA DEL CONSUMO MINIMO
EM FL MODELO DE REPRODUCCION aMPLIADA

César Salano‘
RESUMEN

En este trabajo se establece las condiciones
requeridas por el Modelo de Reproduccidn
Ampliacda de C.Marx(1971) cuando se introduce un
criterio de Consumo Minimo que impone cambios
en el patrén de Acumulacidn. Se musstra que la
senda que conduce al crecimiento equilibrado
transcurre a la largo del Rayo de Von Neumann.

CARACTERISTICAS DEL PROCESO DE ACUMULACION
SIN RESTRICCIAONES

En un trabajo anterior (Solanoc.C.{(1990b}) se muestra que la
dina&mica del Modelo de Reproduccidn Ampliada de HMarx,C.(1971)
conduce a un modelo de crecimiento hisectorial en el cual el
patrén de Acumulacidn depende  de la estructura del Capital
inicial con Que cuenta la Economfa. A continuwacian se resume
algunos resultados de dicho trabaio, necesari1os para abordar
dicho modelo cuandeo se impone ciertas

restricciones al
campartamienta del Sector 11 de la Economia.

Al igual que en Stoleru,l .(1965) y Soclano,C.(1990a) se sSupone
que se trata de una economl a cerrada, S10 nexos con el
exterior; gue la inversidn de bienes de capital es inmediata vy
gque no es posible intercambiar Bienes de Capital entre ambos
sectores. No se toma en cuenta la depreciacidn. El si mbolo
x{t)=dx/dt, denota la derivada de la funcﬁgn correspondiente vy

el simbolo £a indica la serie genmétricangoan+1

€l Modelo de Reproduccidn Ampliada queda expresado ern
las guitentes ecuaciocnes:

(1) YL(t)=Kt(t)+VL(t)+PL(t), 1=%,2 -

Donde Yidennta el Producto Global, KL el Capital, V. el
Capital variable vy Pt la Plusvalia, para cada unoc de los

sectores I v II. Ademas,
(2) K (t)y=c ¥ (t), i=s2.
L 1 =
Vot Y (b)), =2
% " L8
P (t)=;:|L \"t (t), i=1,2.
L8
En adelante k =¢ /vt designaran la composicidén de Capitai de vy
L L
E=p /vL la Tasa de Explotaci®én de ambos sectares vy 6=k‘/kz.
L

Por aotra parte, mediante las sustituciones

$Escuela de Matematica, Universidad de Costa Rica.
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Ki(t} t
1

Kz(t) €

Z(t):m e Z{O)ZI‘Lz(O)/KL(O)=o, t=0.,
1
aplicadas a las ecuaciocnes de Acumulacidn de Capital (Morishima
(12773, Stoleruy,L.(19563), Kurz M. (1285)):

(%) Y =F +K +K _+k 0, t20,
i i Z z

(2)

se obtiene el sistema siguiente:

yi{t)=v(t)y(t),

E(t)=(1~u(t})y(t)/c’.
(4)

€, via)Tu(t)sc via).
Agqui wuit) designa el control de acumdulacidn que resulta del

Madelo original de C.Marx (Solano,C.(19%90a)). De hecho, dicho
control tiene la siquiente forma:

alt)p

C v
s 3

Acumulacidn del Sector [ y puede tener un numero finita de

u(t)=c1[1+ ], >0, donde a(t) ocupa el lugar de la Tasa de

discontinuidades y estid acotado de modo gue O0oc<a(t)=zaxil, >0,
A esto se agrega la condicidn de crecimiento de la Pluswvalia (o
de la Fuerza de Trabajo),

(5) P (E)+P_(1)=(P (0)+F_(0))e’", t=T

can lo cual sz llega a las ecyaciones de equilibrio

;{t)+§(t)=1é£l
(5) i1

+5z=p e?t, =7
[a]

La solucidén de este sistema esta dada por

yit)=ae Yy (y(Tr-aer et (V7T | ey
(7) -
z(t)=Be” F+(z(Ty-Be” L (T | ot
p C > p (1—c »)
e s 1 _ o 1
donde A c‘r+5(1—c1y)’ B c1r+é{1—clr) !
Aqutl po=1+n; n=Pz(0)/P1(0). En nuestro rcaso, interesa €]

estudio del modeln bajo la condicidn &>1. Ademas, mientras
0<t<T, se establece la condicidn de trayectoria:

(g, vH+Szep eyt
o

Srempre con el fin de faci.l tar el manelo de la simbologia, se
utilizara la notacidr
a(t)p1

v(a(t]]=[1+c ray ], para 21 factor de crecimiento de modo que
 § 1

el control queda expresada poar u(t)=clvca(t))- Y cuando los
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factores de crecimiento SON constantes se escribe:

~

v(a}=[1+c_1.;_v_1], wia) :[1+E'1_+§z—i]’ de donde ctv(a)iu(tlﬁc‘v(:ﬂ).

En resumen, se obtiene dos familias de controles, denominadas

u(t)=c v{«x) cuando 0=t<t,
C oz !
1 —_ ~
u(t)=c1v(a) cuando t>r.
() - ~
ul{t)i=c vi{a) cuando O0=t<T,
C_: !
2. —
u(t)=c1v(a) cuando t>7r.
que conforman el conjunto solucidn de la ecuac 1én
caracteristica y se ofrece los siguientes resul tados:
A/B=Fc 7,
n=cd,
({10} A>l si y solo si cr)]./}:cty.

A=l si y solo si cr=]./}:|:1y. En este caseo B=c.
A esto se agrega las siguientes pProposiciones:
I) §i 021/Et:1;v entores el punto de partida de la ecanomi a

{1,0) se encuentra sobre el rayoc de Yon Neumann, de modo que
hay crecimiento balanceado a partir de T=0, T=0.

IT) 51 o)Ec!y, entonces existe solamente un control,
perteneciente a la Familia C1’ que puede llevar al obietivo

definido por (13).

[II)Por el contrario, en caso de que o-{Eci;y_. el control debe

pertenecer a la Familia Cz.

Las condiciones terminales para la familia C quedan

especificadas del siguiente modo (Solano(1990a)):
I FASE: (O<t<r):  y(t)=e¥ ()t

z(t)=a+(ev(a’t—1)/}:c‘v(a}.

II FASE: <t H -
[4) (T<E<T) y(t)ﬁy{r)ev(a)(t ‘!’];

-~

wia) (t—1 )

zit)=z{Tt)+y(T ) (e —1)/}:clv(a].

EL PROBLEMA DEL CONSUMO MINIMO

Ahora se va a considerar aquella situacién matematica que surge
cuando se establece una condicidn sobre el minimo Cconsumu Que
es areptable para la economia en estudio.

Se supone que la Fuerza de Trabajo ests expresada por la
relacidn

{11) Vi(t)+vz(t)=(vt(0)+V2(0))evt, tzo,

la cual proviene de la condicién (5) sobre la Plusvalia y el
hecho de que la Tasa de Explotaciédn es constante.
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51 se considera el cociente entre e} incremento relativo de la
produccidn del Sector Il vy el incremento relativo de la Fuerza
de Trabajo, se obtiene una relacién que indica el "Consumo per
Capita®. En efecto, utilizando las relaciones (3) ¥ (11) se
Ilega a

b4 (t){v (O} z

= >
(12) - —¢ » t20.
[ fad 4

Se puede establecer un consumo minimo mediante la condicién

t
(13) zzome’ T, t20.
Pe este modo se ha establecido una condiciéen saobre la fase =z
del problema de control optimal, y se trata de establecer las
condiciones que permiten resolver el problema optimal de tiempo
mlinimo.
En lo gue sigue se va a considerar las dos situaciones que
corresponden a O:Ixiy, y & a>£ﬁ1y.

l1.Caso: o=}c y. Cuando la economia en estudio se encuentra en
i

el momento inicial con dicha estructura de Capital
(o=Kz(0)/K1(0)) entonces se sabe gque la economi a se encuentra

en equilibrio puesto que o pertenece al Ravyo de Von Neumann
(Solang,C. (1990L) g por lo cual, en (9) s tiene A=1, B=c,
y(t)=er . z(t)=oef s BE20. En tal Ccaso, z(ti)zm bajo la sola
condicidn O0=m=l. Dicho de otro modo, la estructura de capital
garantiza, desde el inicio, el logro de un consumo minimo, de
cualquier nivel (O=m=<l1), de la Fuerza de Trabajo.

2.Caso: 0=EC£G Esta smituacidn requiere una mayor elaboracisn

para ser debidamente respondida. Para eso se seguira utilizando
ila metodologia propuesta por Stoleru(i965) b4 los metodos de

Teoria de Control tal y como se desarrollan en FPontryvaguin et
al.(1972).

Para ello conviene retener que A>1l, o>*B, a causa de (10).
Ademas, se sabe gque la familia de controles gque conduce a la

situacidn de crecimiento balanceado, cuandoc no hay
restricciones sobre las coordenadas de fase, esta dada por C‘.

Es por eso qQue se va a trabajar con dicha familia de
tontroles. Este hecho simplifica en gran medida las cosas, al
meENnos en comparacion con el trabajo de Stoleru, dado gue en
nuestro caso se dispone de una unica familia de controles a
considecar.

n efecto, sea u(t) un control extremal de la familia C;' Tal

contrel es del tipo

clv(a) 51 O<t<r
(14) u(t)= c!v(a) si t>T

En tal caso, y,z adquieren la sSiguiente forma segan la fase
correspondiente:

I FASE: (0<t<t): y{ty=aY (It
z(t)y=orce” M 1y /e Vi,
1I FASE: (t<tsT): V(;)(t—T}_

y{iti=y(1)e
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z(t)=z(r)+y(r) (¥ Ty spe viad.

En esta s tuacicn el problema consiste en escoger un control
optimal de tal naturaleza que la trayectoria correspondiente

. t
pertenezca a4l conjunto 5={(z,t)/220mey }» S€ZIxT. En wvista de
que S5 es cerrado, es preciso considerar las condiciones de

salto establecidas para este tipo de s:tuaciones (Pontryaguin
et al.(1972:VI).

En primer lugar, es preciso gque BXom para que tenga sentido ta
condicién terminal:

(15) e’ ' some | . 0<T<T.

En vista de que en este caso o>B, el problema  tiene sentido
solao s1 1-m.

Far gtra parte, dada la continuidad de y,z, a partir de t=0, Yy
durante algun tiempo O=t<r, (z,t) pertenece al interior del

. . t
conjunto S. Es dec:ir, z>amey

Supdngase ahora que en t=r, z(T):omeyT. Fara esto es precisc
que tenga soluciédn la ecuacidén:

(16) f(t):o+{ev(a,t—l)/[klv(a)—omert=0, t>0.

Se puede mostrar que f tiene un minimo en

mzclv(a)

{17) t0=1n‘ TS ]/(v(a)—r}.
fdemas, como limfi{t)=+x y T{t )<0 s1 1>m2m_ donde

trx s ©

; -3/
yorc v(ia)—y (vied=p ) /vien
(18) PR AL *
o yofc via) v{a)y—p
se puede concluir que bajo dichas cendiciones existe v2>0, T(to
*

en el cual z(r)zomeyy. Es inmediato que, cuando m(mo,

sencillamente no hay restricciédn sobre la coordenada de fase vy
el contraol optimal pertenece a la familia Ci. ¥ cuando m=m_ , el

instante 7 en el cual la coordenada de fase llega al borde de
5, coincide con el instante en 21 cual el control de Cicanbia

de valor.

phora es precisc establecer la condicidn necesaria para que
exista ur punto de salto, y lueqo se va a demostrar que & Caso
de haber alguno, necesariamente debe darse cuando un control de
la familia C1 camtbrra de wvalor.

Una condicidn necesaria para qQue exista un punto de salto en el
instante 7 es que los puntos {ziult),t) pertenercan a &S para
los valores Ty e, donde s es cualquier nNuMmero
arbitrariamente pequefio y donde u{t) e@s un control optimal Que
conduce la trayectoria de z al borde §. En nuestsro caso, la
condicidon de salto esti dada por:
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mEc wv(a)
(19) lenl - ]/(V(aiyi:t.
vial b

En efecto,si se considera un control de la familia C Y se

utiliiza la representacidn gque le carresponde a r para la 11
Fase, & preclso que ~

viade 3T e ]
ziul(T+E) )=z (7T j+yiT) ;—————w——]ZUmE ) .

o o wvwim)
1
En vista de Que r© =5 arbrtrariamente peguela, se puede utilizar

ol desarrallo limitado de = =i+x. De este modo se llega a la
v{;‘ev(a)T T
la expresidn —_— royme’ | de la cual se obtiene (i8).

Yo ow{am}
1

De este modo., la condicidtn de salbto 25ti gada alalg [ S < 20
-~ ) i
£L7)y v (1%), bajg 1la unica cornd Le ican wicp v, ia cug i es

consustarnciai al modelo.

Ahora bien, para gue 2 1 winstante ¢ exista un purita de salto

B preciso que Hawa i cambic de walor e coritrosl ()
nerteneciante a la familia £ v que ionduzca la frayvectoria al
hordae de 5. Pero cualqQuier control de I siempre hace gue z{t)

K o y i
intersegue la furncaidn ome’ . dado que zit; esta vouRpass te de
. . . wioi b . -

travectorias exponenciales del A a o] e . Wl ¥ . Ademas,
dicha 1nterseccidn no a9 tangencial , d&  wodo que s0in  es
posible obtener urn punto de salte si en 7 existe un cambic de
valor del contrcl u{t). FPor otra parte, sglo pueade haber wn

anico punto de salto dada la naturaleza de los controles de Ci.

Luego, u(t)=c1v(a) 51 O=t<lt

u{t)=civta) 51 t>T

ylu(r)=e¥ o7

z(u(r))=cmer7=o+(ev(a}Tgl}/Iriv(a).
Con estos elementos, se puede mostrar la sigulente proposician
anidloga a la dada por Stoleruy,L.{1965%).

Proposicidén: Un control optimal para el problema del COoOnsSumo
mlimo pertenece al conjunto de controles T definidos del
siguiente modo:

ctv(al =1 U=ty

(20) ult)=[pit) si r=t=<o,

—~

civta} si G94t=<T

donde 7 es la solucidan de la ecuaacidn (16) v donde & es el

control que mantiene la trayvectoriza z{(t) sobre el borde de §G.

FPrueba: 531 821, los controles u(t)=civ(a) hacen gue las

trayectorias de Z{t. LT, estéan farmadas par componentes
Ll

. . I .
exponenciales del tipo eV( }t, las cuales no 1ntersecan eyt, a
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causa de vi{a)<y<v{a). Por lo tanto, ningun control de C’_ puede

llevar la trayectoria de z(t) de regreso al conjunto S.

Ahora convaiene estudiar el comportamiento que induce un control
de [ sobre las coordenadas de fase YaZ . Como se puede ver ,
de (20) se puede construir, formalmente, las expresiones para
v,z en las fases I yv III:

I FASE: (O<t<T)s y(ty=e¥ i)t
z(t}Io+(ev(a)t“1)/[ﬁtv(a).
[1]1 FASE: (8<t<T): ~
E: (8<t<T) Sty (e (@) (£E)

z(t)y=z(e)+y(8) (" N Ty pe via).

Solo falta estudiar el eventual comportamiento de y.z en la II
Fase (7<=<{8}. En esta fase, ul{t)=pit) debe ser el contraol que

mantenga la trayectoria de z(t) en el borde S. For 1o tanto las
condiciones deben ser

rt

z{( t)=ome . T<t<a.,
(21) V() =a(tiy(t)/c . yir)y=e¥ {7
E{t)=(1—¢(t))y(t)/c‘, z(1)=ome’ "

En este punto se puede utilizar la ecuacisn diferencial de
segundo orden de Stoleru,l . {1965
- .y

1-¢ Y
la cual conduce, en nuestro caso, debido a (20}, a la ecuacidn

c, @

12 (43'—':1?’] =1 con 1—¢>(T)=c‘yome

(22) =, v<{tL&

No N

(23) —(vi{ia)—pyI)T

Utilizando separacién de wvariahbhles la soluci®on esta dada por

C,J""Cer(t_T ) /Zciy'
(24) Pit)= » =
l+ce}f{t—1 )/Zci;v

—(v(x)—y)T

¢(T)-C17
1-&(T)

(T )=1—c1ro*me

Conviene seffalar que Cz0 si v solo si etv(a)_T)TZO'chiy. En tal

caso c1y5¢(t)<1, T<t<E. Ademas, C=0 si vy solo si :p(r)=c1y.

1 1
c via) a c via) e o
1
P(E) e ¢{t) o
| / « C ¥Feo °
(7)o . *
cv(a)l a ° c wvix)
i 1
| T (2] T T=8=1

Con ayuda de este control, se pusde construir y,z para la II
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Fase. En efecto:
e}’(t*"r ) /Zci;f

y(t) S ], T<t<6 .

=e;vt+(v(a)—r)'r[1+(3

(25)
z(t)=ome? &, rst<a.

Ahora es posible, con la ayuda de las expresiones
correspondientes a las tres fases, plantear las condiciones
terminales del problema de control:

A T=y(0)eV (M (T8 1hg,
(26) .
BEYT=gmere+y(e)(eV(“)(T_e’—1)/zc1v(;), T=0.

Haciendo las sustituciones apropiadas y utilizando 1a relacidén

{23), el praoblema se reduce al estudio de 1la ecuacidn en
T-6 dada pors

(r-v(a) ) (T~6)
{(27) !79 ﬂer(Tqa)[El - 1 ]n om+ Ae =0

l::i;r Eciv(a) Eciv(a)
En efecto, sediante la sustitucidn s=T—& aparece la funcidén g
dada por ~
(r—via))s
gis)ﬂﬁers[zl - 1 —— —om-i-AE - - Esta funcisn tiene
c.r Eciv(a) Eciv(a)

P T

un maximo en 5°=1n(1—c‘v(a))/v(a), 50<0, crece en el intérvalo

]ﬂx,so[, decrece en &) intervaln]5°,+u[ y limg(t)=—ot. Ademnas,

taox
q(s°}>0 s5i v s0lo si A/clr>om- Pero esta tdiltima condicidén se

satisface dado que A/c‘r>ﬁlicinH=320m. Mas aun, f{0)=0 si Y

s0lo =i B=cm, lo cual nos dice cuando T=0. En todos los demas
CRSO%, g posee un cero s positivoe, de modo gue s=T-8>0, lo cual
asts =n todo de acuerdo con los resultados esperados. En vista
de gue T=9+s, se puede hacer una sustitucicn en (24), con 1lo
cual =sp obtiene la relacidn entre T vy 6:

Ae(y—v(a))s_amz(cir)m-x

27 o= (L Ize Y ¥In T Ty

—amZ(ciy)“+1
Es inmediato que 82t Si y solo si aelrv(a))s, (via)—)T

Ne este aodo, las coordenadas de fase y,z quedan resumidas asi
para las tres fases:

I FASE: (0O<t<{t):

via)t

z(1!:)=c:af-l-[ew(m)t

yv(t)=e
-1] /TG viay,

I1 FABE (T<t<9):
Y(t)*amiclytert[1+[e(vta)“7)TFQMZCIy]E

zlt)lanert

(t*r)rfzcir]

omEtgr
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y(t)=ﬁe(r_v(a) J(B8¥Fsi+viadt

belll 4 t)=cmer8+ﬁe){6 e(}'-—v(a) )5[9\{(0‘) (the}~1] fEC‘V(;)

Las travectorias dadas por v,z se

grafico de fases. De hecho, tal y como se muestra en Solano,C.
(1990a,b), las trayectorias de los puntos (y,z) corren a 1lo
largo de los rayos del Cono de Acumulacidn en las fases 1 ¥
III. Pero también es posible dar la correspondiente trayectoria
para la Il Fase. Utilizando la expresion {(25) para la Il Fase
de z en la expresian de Y, Junto con el valor de & dado por
(27}, se puede mostrar que y queda como funcidn de z:

pueden representar an uan

(28) y{z)=z2%¢ R4 [1+D [z/crm] 112‘:1?] . D=Ce&yT/:c1y .

Ademas, y es creciente y céncava hacia arriba ean terminos de Z.
{(Ver Diagrama de fFases 11).

Par ¢gltimo, resul ta interesante ver Que exi1ste umn nivel gde

tonsumo para el cual el tiempo necesario para llegar al

Bquilibrio es menor que el tiempo narmalmente utilizado por la
trayectoria sin restricciones.

El asunto consiste en observar que la Curva dada por {28)
degenera en el rayo de Von Neumann cuando B=c<rm. En tal caso,

5=T—8=0 en {27, Aze( (vla)—y )Tr-_omzcly . de wmodo Que C=0 Y

¢(T)=C1r (Ver el grafico del control). Entonces y'—'chlr, la

cual es la ecuacidn del rayo de Von NeBumann. De hecho,

v(r}=eV(a,T=ﬁeYT, 2(T)=BEYT, T=g=T. For ultimo, Tv=1nA/{(v(a)—y).
Dicho valor de 7 es estrictamente menor Que el instante

en el
cual debe cambiar de valor un control de 1la familia C

en el
modelo sin restricciones al consume (Ver Solano,C.(1990b) }.
Queda pues de manifiesto gue &1 Modelo de Reproducciédn Ampliada
ton Consumo Minimo contiene un control qQque hace un "salto™

hacia la trayectoria de crecimiento equilibrado Que ho permite
el modelo sin restricciones.

z

B=om)———-—-~ :E—— /

“(ALB)

DIAGRAMA DE FASES 1
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z
o (1,004
B ™
om ’f/ °
T A Yy

DIAGRAMA DE FASES 11

El segundo diagrama de fases muestra gue la senda gqgue conduce

al crecimiento equilibrado se encuentra a la largo del rayo de

acumulacisn que corresponde a la Tasa de Acumulacidn &, luego

transcurre a lo largo de una curva gue se aproxima al rayo de

von Neumann en un cierto travecto, para continuar finalmente

por wun v¢rayo paralelo al que corresponde a la Tasa de
L]

Acumulacidén a. Vistas ast las cosas,queda en evidencia que
estamos ante un problema tipico de crecimiento que alqunos
autores han llamado de "Turnpike" (Ver Morishima,M.{(1973)).
Naturalmente, recorrer la senda hacla el eguilibrio puede tamar
mas tiempo e&n una Economia de Consumo Minimo que cuando no hay
restricciones, pero tal y como 1lo muestra el modelo,
aquella Economia va creando una estructura de Capital muy
aproximada a la gue requiere el cregcimiento balanceado-
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ACCESSIBLE BOUNDARY SADDLES
GENERATION OF MANIFOLDS FOR THE DUFFING ATTRACTOR

By

Jorge A, Gutiérrez

ABSTRACT

In the present work we calculate, by numerical integration, the coordinates of
a saddle orbit for a pair of attractors (out of the possible four) 11 phase spac
for a Duffing system of differential equations describing the motion of a vise uouslu
damped mass harmonically driven in a double potential. Omnce we obtained the
coordinates of the saddle orbit we generated the stable and unstable manifolds by
integrating a grid of initial conditions centered at the saddle orbit. The stable
manifold was obtained by integrating backwards in time and the unstable manifold
was gotten by integrating forward in time.
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CHAPTER 1
INTRODUCTION AND THEORY

We focus vur inferest on the behavior in phase space of the solutions to a Dutfing
svstem of differcitial equations [1). These equations describe. for example. the
motion of a muass attached to a nonlinear (usually cubic) spring. The equation of
motion for this svstem has the form

4 2vr + ar + 1 = fit).

This is a nonlinear equation of second order. For our case « is a positive real
number. In order to study the behavior of the solutions to the equation written
above, we will make a plot of r versus z’. This set of coordinates defines a special
space called the phase space.

As parameters are changed in a dynamical system, the stability of the fixed points
can also vary. The number of fixed points can also change [2]. Bifurcation theory
studies these changes in nonlinear problems as system parameters are varied. We
will consider, as an example, the solutions to the undamped Duffing oscillator

'+ ar + 3% =90,

where o and 3 are positive real numbers.

By plotting the fixed points as a function of a we can see that as a chianges from
positive to negative, one fixed point splits into three fixed points {see foure 11 This
type of transforination is called a bifurcation. The theory just described 1s called a
local analysis because it only tells what happens dynamically in the vicinity of each
equilibrium point. We would like to piece together all the local pictures and describe
a global picture of how trajectories move between and among fixed poinis. Such
an analysis 15 possible when sets of different trajectories corresponding to different
imtial conditions move more or less together. Such a thing happens when the phase
space has only two dimensions. However, when there are three or more frst-order
equations, the groups of trajectories can split apart and get tangled up into what
are nowadays called chaotic motions [2]. The particular system we studied is

r =y,
r '_] -; -
1y = {ar’ — kr + cy) + Fcos(z},
™"
= w,
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where F'is the driving foree, kv a linear (repnliivel sorine ronstanr, o

L}

o

\I’I.TT.IG.CE;“-"L"_'J, .:f;I’iII-‘.’:’ COL=tant. w 1s the f‘.r'=‘11111_‘l'll_'_'. aned oo1s g '.'i."!}."['_"['r:ﬂ_'_“ Pearoil 1.

Dufing equation gives an approsimate deoeriprion of an e)nste CLE S DETERRI FIRS SERTEN
[ R VI R D

attached to the frame fas shown iu figuie 23 to canse the beam o Lucble oo ber o0 o

one end i a rigid frasnework (10 and Innited to moee 1 ane prlaree L

left or to the right, its ecentral position beine unstable. The whole Tromneo ot o now

e peenling
TG ALY
observed abont either stable equilibrinm potats. If the amphioude is increased - e «
transition to chaotic niotion is observed. In this state the beant oscillates irresilarly
about first one and then the other equilibriun point. The dvnamics of the Dfing
equation age stuched in the phase space Here, the motion of a particle is represented
by a flow line or trajectory and the behavior of the Avnamical svaten: 15 dessnh
by the flow of points in this space-.

driven simusoidally. Thys driving foree plavs a very TUPGILANLL 1ode 1

behavior of the system since, for small excitation amplitudes, periods:

The phase spare we are working with i= toroidal It is generated by the- Carresian

product B? X C! where R* is the plane produced bv the mapping of r veruus 2
and C* is a dimension associated to the How of trime which 1s of the form 6 =
(wtymod(27) (see figure 3). We next define a cross section for the How. ealled
Puincaré section (see figure 4). We can now study the behavior of the How lines
by looking at the Poincaré section produced after several tirns of these flow lines
around the phase space torus. A fourth-order Runge-Kutta method was used fo
mtegrate the differential equations. The Poincaréd sections are caleulated by tneans
of a subroutine written by Dr. R.W. Rollins. This subroutine wis emploved in all

the programs we have used. The cross sections are caloulated at several mult:gies

of the period 27 the nitial one, being alwavs taken at zero phune. The ol
among the points in a Po

w1

Ty

At
Incare section s given by a mappine called Polneard mue

We ought to emphasize that the system described here is not a Hamiltoniar
system. as a matter of fact, the presence of dissipative forees is responsible for the
shrinking of a volume in phase space [3]. The object towards which a volume i
phase space 1s contracted is called attractor. The basin of an attracior 1s defined as
the biggest open set of initial conditions which eventually end on the attractor [¢
{see fipure 5.

The Duffing equation possesses four different attractors for the particalar <hoice
of parameters we used. In this work we only considered two of them, hence we are
left with only two basins of attraction. The boundary that separates them is calle]
basiu boundary {(fizure 6). This one can sometimnes be a smooth curve and under
certain conditions it can become a fractal.that is. a curve whose dimensio
not an integer number.

alit s
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CHAPTER 2
NUMERICAL CALCULATIONS

Our work conzisted in the calculation of the coordinates of the saddle point and
the piot of the stable and unstable manifolds.

These calculations consist on the
imtegranion of the differential equations

r =Yy,
y] = :—-((I.}T::j - k:}: + (‘yJ + Fro‘j(zr}l’
Trt
r
Z = w,

made with thie help of the following programs.

DUFF¥FING. This program calculates the coordinates of the attractors in the
Poincare section. We work at the driving frequency w = 1.00000, driving force
F = 10125, damping term ¢ = 0.50000, linear spring constant { = —1.00000 and
cubic spring coefficient a = 0.10000. We focus our attention on only two attractors,
designated as A and B. The coordinates of -the attractors corresponding to the
conditions previously mentioned are

a) Attractor A

74 = 3.685143117,

va = 1.471033591.

b) Attractor B
rg = 1.788833334.

v = 1.683024604.

[t 1s important to point out thdt we are working in phase space and hence the
position z corresponds to the abscissa of a point, and the velocity v corresponds to
the ordinate of 2 point.

DUFFBASS5. This program calculates the coordinates of the saddle pomnt. The
algorithm employed here is due to Grebogi et al. [5]. We choose two points, each one
of them 1s in a different basin of attraction. We then determine the distance between
these two points, each on either side of the basin boundary, and divide it 1n several
segments (figure 7 a). We now pick one of these two points and displace it toward the
basin boundarv by a length equul to one of the segments and integrate the Duffing
equation having as initial condition the coordinates of this new point. Sucressive
integrations will permit us to study the evolution of the flow line corresponding to
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this initial condition and to identify the attractor towards which the How Hoe s

approaching. 1f it converges to the attracior that generates the basin of artrooiiog

in which our initial pomr =0 we then choose a new mitlal point by movine 1!

previous one one more step towards the basin boundary {feure 7 al and repeat
the same process for studying the behavior of the flow line associated to this new
initial condition. If the flow line does not converge to the attractor that generates
the basin of attraction n which our nmtial point 15 (fleure 7 b we then suve the
coordinates of the point we used before this last one and begin the whole process of
choosing successive points and studying the evolution of their low lines in the other
basin of attraction (Hzures 7 ¢ and 7 d}. This will yield the coordinates of a second
polint, the distance between these two points 15 used as a condition for stopping
the program. In our case this separation is less than 107'* {figure 7 e), this small
difference allows us to choose as a point of the basin boundary either one of the
points found by means of the algorithm we previously mentioned. We cau now find
the saddle point by starting on the basin boundary and integrating forward in time
for about 350 cyecles (figure 7 £}, Since the basin boundary is the stable manifold,
this takes us to the saddle point (figure 8). An interesting point here is that if
we pay attention to the behavior of a flow line having a starting trajectory near
the saddle orbit we see that this unstable orbit needs about 200 turns around the

phase space torus before showing any evidence of instability. The coordinates of
the saddle point are

v

saddlepoint{r] = 3.47241857311768,

saddlepoinily] = 1.74412773443000.

DUFFBAS6. With this program we can calculate and plot in a Poincaré section
the points belonging to the stable manifold by integrating bacwards in time a grid
of initial conditions centered at the saddle point found by means of DUFFBASS.
The grid is a square whose edges have a length of 0.000002. Each edge 1s divided in
50 parts. Therefore we have a grid of 2500 initial conditions. The same can ke done
in order to get the set of points constituting the unstable manifold by integrating
forward in time the points belonging to the grid of initial conditions previously
mentioned. The results of these calculations are shown in figure 3.

A sketch of
these 1s shown 1s figure S.

162



CHAPTER 3. CONCLUSIONS

We were able to find an accessible saddle orbit and, as expected, it lies at the
intersection of the stable and unstable manifolds. We can check that the stable
manifold is the right one by comparing figure 5 with figure 9. Since the stable
manifold happens to be the basin boundary, it should have the shape of the bound-
ary between the basins of attraction shown in figure 5. We found that the stable
manifold is the same as the basin boundary.
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La matematica experimental

Por Jorge M. Lopez

Departamento de Matematica
Universidad de Puerto Rico
Rio Piedras, Puerto Rico

Resumen

El desarrollo de la tecnologia de las computadoras y la gran accesibilidad del calculo
matemdtico a un namero cada vez mayor de personas. la computadora ha pasado a ser en ia
materngtica un instrumento de investigacion y de exploracion Es comiin que los matemdticos
modernas utilicen el computador para investigar situaciones desconocidas con la idea de ganar
un mejor entendimiento de una situacion matemdtica dada. En este sentido los rmatemdticos
utilizan la computadora de una manera andloga a la forma en que un astrénomoe uftiliza el
telescopio o un bidlogo el microscopio. Si bien estas exploraciones electronicas noe
constituyen pruebas de enunciados matemdaticos. las mismas son de capital importancia para
el descubrimieruo de! enunciado matematico "plausible” que tiene posibilidades de poder ser
cierto. Este gjercicio de descubrimdento es uno que raras veces realizamos en la escuela.
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En mi intervencion durante el dia de hoy me gustaria hablar sobre las ferias
cientificas y matematicas que celebramos en mi pais. Como veran, mi expe-
riencia en estas actividades me ha dado la oportunidad de observar de cerca
las formas ingeniosas mediante las cuales nuesiros jovenes estudiantes se
valen de la computacion para descubrir datos interesantes y nuevos de las
ctencias ¥ la matematica. Los ejemplos que habré de presentar fueron to-
mados de proyectos desarrollados por nuestros estudiantes en el area de las
malematicas, los cuales se presentaron en ferias cientificas a todo tipo de
nivel de competfencia. desde las ferias estatales hasta las internacionales. En
efecto, dos de los ejemplos que habré de mencionar representan temas re-
currentes de las {erias cientificas internacionales.

La naturaleza deductiva de la mmatematica se ha sefialado como la diferencia
mas notable que la separa del resto de las ciencias. El conocimienio cienti-
fico es uno que necesiia nuirirse constuntemente de las ghservaciones ¥ los
experanentos yva que son los hechos observables precisamente los que las
ciencias aspiran a explicar. Asi pues, el conocimiento cientifico es una mez-
cla bien balanceada de procesos induciivos y deductivos de razonamienio.
Toda la ciencia parie de cicrios principios tundamentaics. los cuales se to-
Mdl como certos v de los cuales, moediante las reglas de la Ogica v las ma-
termnaticas, se deducen resultados que pusden ser observados. La prediceio-
nes teoricas sc comparan. mediante ol diseno de experimmentos. con los da-
fos observables vy medibles. La coincidencia de los daios observados con los
predichos es la que a fin de cuentas decide la propiedad v la validez de los
supuestos subyacentes en la ciencia. Las revoluciones mas importantes de Ia
ciencia se han suscitado precisamente del modo descrito.  Por ejemplo,
tratando de armonizar kas observacioass con las predicciones del electro-
magnetismo v lu mecanica de Newton surgen los principios de la teoria de la
relatividad,

Yemos pues gue los principios de la ciencia empirica estan constaniemente
maftizados por las observaciones. La matematica, sin embargo, nunca ha es-
rado sujeta a este tipo de control de las observaciones. La matematica es un
ejercicio puramente deductive de manera que todo tipo de medicién y ob-
servacion es considerado muchas veces como irrelevante e impertineute.
iNadie ha visfo a un matematico con instrumentos de medicion tratando de
probar la validez de resultades maternaticos! Las prucbas de los resultados
matematicos se realizan en el terreno de la inferencia logica a partir de cier-
tos principios logico-matematicos que se suponen validos (axiomas v postu-
ladost vy resultados que se obtienen de estos mediante las reglas de la infe-
rencia logica. No empece a esta realidad, el desarrollo de la tecnologia de
las computadoras y la gran accesibilidad del calculo matematico a un namero
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cada vez mayor de personas, la computadora ha pasado a ser en la ma-
tematica un instrumento de investigacion y de exploracion Es comun que
los matematicos modernos utilicen el computador para investigar situacio-
nes descor.ocidas-con la idea de ganar un mejor entendimiento de una situa-
cién matematica dada. En este sentido los matematicos utilizan la computa-
dora de una manera andloga a la forma en que un astronomo utiliza el teles-
copio o un bidlogo el microscopio. Los proyectos matematicos que presen-
taré a continuacion representan intentos por resolver problemas matemnati-
cos investigando escenarios matematicos mediante la utilizacion de instru-
mentos electronicos de calculo. Si bien estas exploraciones electronicas no
constituyen pruebas de enunciados matematicos, las mismas son de capital
importancia para el descubrimiento del enunciado matematico "plausible”
que tiene posibilidades de poder ser cierto. Este ejercicio de descubri-
miento €S uno que raras veces realizamos en la escuela.

Hace ya algan tiempo un estudiante, buscando ayuda entre profesores uni-
versitarios, trajo a mi atencion el siguiente curioso problema: si en una cal-
culadora electréonica, con un namero cualquiera en la ventanilia, oprimimos
en sucesion las teclas

‘\/ig.‘-’lo =9 \/§9+.1s =;‘\/§, +,10=9

etc, se obtiene, luego de un rato, un valor estable de 2.618033989, correcto
a los lugares decimales indicados. El estudiante también sefialaba que el or-

den en que se oprimian las teclas parecia tener importancia. Por ejemplo, si
oprimimos

+,l?='.\/§,+919=9‘\/-x-'+!‘1’ =! .\/E’

etc, obtenemos un valor estable de 1.618033989, independientemente del
valor inicial de la ventanilla. El folklore matematice relaciona este famoso
namero (la razén Aurea) con el ombligo de las mujeres, las semillas del gira-
sol, 1a reproduccion de los conejos, la fachada del partenén y mas.

El estudiante de este relato pudo observar ademas que este patron se repe-
tia con otras teclas de la calculadora, como por ejempio, con las teclas trigo-
nométricas. Si oprimimos repetidamente

sen, x,2, =,

obtenernos un valor estable de 1.895494267. Cambiando el orden en que
oprimimos las teclas,

X, 2, = sen,
obtenemos un valor estable de .947747134.

Es facil experimentar con otras*combinaciones de teclas. He aqui aigunas

posibles; invitamos al lector a que intente en una calculadora los procesos
indicados:
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1L+,x,=vVx,1/x,
L+, x2, = vX.1/x,

I,+.,x,=.1/x.

Todos los problemas indicados son casos especiales del problema de la de-
terminacion de los "puntos fijos de una funcion f, es decir la determinacién
de valores x tales que f(x) = x. Hay mucho de la literatura matematica de hoy
dia que se ha dedicado a este problema. En efecto, algunos desarrolios im-
portantes de la fisica y la matematica de hoy dia se han desarrollado exami-
nando los puntos fijos de varias transformaciones especiales. El estudiante

de este relato desarrollé un proyecto que le merecié varios premios en ferias
cientificas locales e internacionales.

Un problemna recurrente en las ferias cientificas en el area de las matemati-
cas es el llamado problema de "3x+1", el cual ha ganado mucha notoriedad
ultimamente. Se tienen las siguientes reglas:

St x es par dividimos x por 2 para obtener x/2.

St x es impar multiplicamos x por 3 y sumamos 1 para
obtener 3x+1.

La pregunta es: g llegaremos siempre al namero 1 al comenzar con un ni-
mero arbitrario y seguir el proceso descrito al pie de la letra? Este proble-
ma, que a muchos parece sencillo la primera vez que lo ven, se ha resistido a
los intentos de demostracion de muchos talentosos matematicos. Las trans-
parencias que se muestran ilustran algunos ejemplos de casos especificos.

Otro problema, también dificil, es uno que se refiere al niamerc 153, al cual
se hace referencia en la Biblia. En el versiculo 11 del altimo capituio del
evangelio segin San Juan (version biblica de Casiodoro de Reina segin revi-
sada por Cipriano de Valera) aparece:

Subié Simén Pedro y sacé la red a tierra, llena de grandes peces, ciento cin-
cuenta y tres; y aun siendo tantos, la red no se rompié.

San Agustin ofrecié el siguiente argumento "numerolégico™ para explicar el
caracter especial del namero 153 en el pasaje biblico. Decia San Agustin
que si sumamos el nimero de mandamientos de la vieja' ley mosaica {10) al
nimero de los dones del espiritu (7), simbolo de la nueva dispensacién, ob-
tenemos una suma de 17 la cual representa la unién de lo viejo y fo nuevo.
San Agustin sefialé ademas que

1+2+3+_..4+17 =153,

Es también interesante notar (aunque esto no lo sefiald San Agustin) que
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4 2T+ 31 + 4! +.51 = 153.

Phil Kohn, de Yokneam, Israel, descubrid una curiosa ¢ interesante propie-
dad del 153. Kohn observd primeramente gue 153 es un numero {thay cinco
tales) que vale la suma de los cubos de sus digitos:

13 +53 4+ 33 = 153.

Adernas, 153 es el dualco maltiplo de tres gue satisface esta propiedad.
Kohn apuntdé ademés que se cumplia el siguiente curioso fendémeno. Su-
ponga que comenzamos con un mualtiplo cualquiera de tres y sumamos los
cuhos de sus digitos. Si al namero que resulta, que curiosamente también es
divisible por tres, le aplicamos el mismo procedimiento y continuamos de
este modo, siempre iremos a morir al 153. Ilustramos la aseveracién me-
diante dos ejemplos. Comenzando con el niumere 6 tenemos:

6 63 = 2186

216 23 + 13 +63 =8+ 1+ 216 = 225

225 23 +23 +53 =848 +125 = 141
141 13+ 434+13=1+64+1 =66
66 63 + 63 = 216 +216 = 432
432 43 1 33 4,23 =64 +27 +8=99
99 93 + 93 = 729 + 729 = 1458
1458 19+ 43 4+534+83=11+64+125+ 512
= 702
702 73 + 23 = 343 + 8 = 351

351 33 +53 4+ 13 =27 + 125 +1 = 153.

Si se comidenza con el namero 1611, el lector comprobara facilmente que
este proceso genera la siguiente sucesion de numeros:

1611, 219, 738, 882, 1032, 36, 243, 99, 1458, 702, 351, 153.
¢ Qué ocurre si en lugar de comenzar este proceso con un multiplo de tres
COMEenzamoes con un eniero positivo arbitrario 7 Por ejemplo, ¢, qué ocurre
si comenzamos con ¢l namero 45838 ?  El lector podra verificar sin dificul-
tad alguna que en este caso se genera la siguiente sucesion de ntuneros:

4589, 1430, 92, 737, 713, 371.
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Notese que 371 = 33 + 73 + 13, de manera que 371 es otro enteroc gue vale
lo mismo que la suma de los cubos de sus digitos. Por otra parte, si comen-
zamos con el 46, se genera la siguiente sucesion:

46, 280, 520, 133, 55, 250, 133, 55, 250, etc.

Notamos pues que en este caso no terminamos con un nymers igual a la

suma de sus propios digitos, sinc mas bien con una cierta "6rbita” ({133, 55,
230 } que se repite indefinidamente.

; Como podemos describir matematicamente el fenomeno que estamoes ob-
servando ? Muchos de los proyectos de las ferias cientificas ¥ matematicas

tratan propiedades especiales de este problema, con variados exponentes e
incluso bases diferentes a_la base decimal.

Otros problemas posibles para la investigacion tiene que ver con las fraccio-
nes egipcias. El papiro de Rhind, famoso documento que contiene tablas ¥y
anotaciones matematicas pertenecientes a varias civilizaciones egipcias del
segundo siglo antes de Cristo, contiene una coleccion de curiosos e intere-
santes problemas relacionados con las fracciones. El documento contiene
entre otras cosas una tabla que expresa las fracciones de numerador 2 CUuyOs
denominadores varian de 3 a 99 como sumas de fracciones de numerador 1.
El papiro también describe métodos para resolver ecuaciones de la forma
(@/bjx = ¢ y algoritmos numéricos para aproximar las soluciones de ciertos

tipos de ecuaciones. Ademas, en el papiro se tratan las series aritméticas ¥
geométricas y se tocan temas de la Geometria.

Con la curiosa excepcion de la fraccion 2/3, los egipcios del segundo sigic
antes de Cristo so6lo utilizaban la notacion fraccional para escribir fracciones
de la forma 1/n, siendo n un eatero positivo. Por tal motive las fracciones
de este tipo han pasado a conocerse en los tiempos modernos como _fraccio-
nes egipcias. Se alega que el siguiente problema (notacién moderna) apa-
rece en el papiro. ;Cémo podemos dividir equitativamente 6, 7, 8 6 9 hoga-

zas de pan entre 10 hombres? Las contestaciones que aparecen en el papiro
son las siguientes:

1/2+ 1/10
1/3+1/3 +1/30
1/3+1/3+1/10+ 1/30

1/3+1/3+1/5+ 1/30.
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Las suminas imdicadas cepiesentan descomposiciones en fracciones egipcias
de las fracciones 6/10, 7/10, 8/10 y 9/10 respectivamente. Esto significa
en particular que 6/10 =~ 1/2 + 1/10, 7/10=1/3 + 1/3 + 1/30 y asi sucesi-
varnente. Observernos primeramentie que estas altimas relaciones resuelven
en efecto el problema planteado en el papiro. Por ejemplo, la relacion 6/10
= 1/2 + 1/10 indica que podemos dividir equitativamente 6 hogazas de pan
entre 10 hombres si damos a cada uno media hogaza mas una décima de una
hogaza. En general, estas soluciones al problema del papiro estan lejos de
ser tnicas. Por ejemuplo, las siguientes son descomposiciones en fracciones
egipcias para 3/8:

3/8=1/4+1/8

3/8=1/54 /10 + 1/20 + 1/40.

Otro ejemplo:

Y117 =1/3+ 1/17 + 1/51,
7/17 =1/3+1/13 + 1/663,

7717 =1/3 +1/15 + 1/85.

Se ha conjeturado que la fraccidn 4/n siempre se puede representar con una
descomposicion en fracciones egipcias de tres términos ¢ menos. También
se ha conjeturado que las fracciones de la forma 5/n se pueden escribir utili-
zando descompasiciones de tres 0 menos términos.

Otro de los temas que aparecen en las ferias cientificas con cierta frecuencia
es uno relacionado con los triples pitagéricos. Un triple pitagérico es un
triple de enteros no negativos {a, b, ¢) tal que a2 + b2 = ¢2, Por ejemplo (O,
1, 1) es un triple pitagorico al igual que (5, 12, 13) y (27, 36, 45}, Decimos
que un triple pitagorico (a, b, ¢) es consecutivo sib=a + 1. Asi pues (0, 1,
1). (3. 4, 5) y (20, 21, 29) son triples pitagoricos. En efecto, estos son los
primeros tres triples pitagoricos cosecutivos. ;Cuales son los préximos
triples pitagoricas? Una buena dosis de experimentacion muestra que los
proximos triples pitagoricos cosecutivos son:

(119, 120, 169)

(696, 897, 985)

(4059, 4060, 5741)

{23,660, 23,661, 33.461)
Notemics gue estos nwilervs se podrian encontrar utilizando la fuerza bruta
de una calculadora electronica o ufla computadora. Sin embargo, un poco de

experimentacion mostrard que los cuadrados de los numeros en los triples
se hacen cada vez més grandes de modo que la calculadora y la computadora
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son de poca utilidad en la determninacion de los proximos triples pitagoricos.
Por ejemplo, 33,4612 = 1,119,638,521, una cifra de 10 digitos. Por consi-
guiente el préximo triple pitagoérico cosecutivo, (137,903, 137,904,
195,025} esta al alcance de pocas calculadoras electrénicas v computadoras
personales. Si formamos los cocientes de las primeras dos entradas de los

triples pitagoricos encontrados hasta ahora, notamos un patrén muy intere-
sante:

20/3 = 6.6667
119/20 = 5.89500
696/119 = D.8487
4059/696 = 5.8319
23660/4059 = 5.8290

Vemos pues que esta razon se hace aproximadamente 5.8 de manera que
podemos estimar la cercania del préoximo enterc que sera la primera en-
trada del proximo triple pitagorico consecutivo.

181



TERCER CONGRESO NACIONAL DE MATEMATICAS

ALGUNAS PREGUNTAS Y RESPUESTAS SOBRE LOGO.
Reflexiones sobre la escogencia de Logo en e! Programa de
Informatica Educativa MEP-FOD.

Francisco Quesada Ch.

RESUMEN

Algunas de las preguntas y cobjeciones que comunmente se hacen a
Loge y su usc en el Programa de Informatica Educativa, puesto en
marcha por el Ministeric de Educaciéon Publica y la Fundacién Omar
Dengo, se tratan de contestar en este articulo en forma de preguntas
y respuestas.

PREGUNTAS.

LQuien decidié que deberia ser Logo el software a usarse en el
programa MEP-FOD?

LQué es Logo?

LEstuvieren los nifios enire los objetivos de los creadores de Logo
o se trata de un lenguaje de programacion mas, entre Ios muchos
que existen?

¢No seria mejor haber escogido software con el cual se
obtuviesen resultados mas inmediatos?

Cuando se habla de la adquisicion de conceptos a través de Logo,
¢no se habla de cosas demasiado intangibles, quizds demasiado
quiméricas? Con CAl uno al menos sabe donde estd parado y que
puede esperar de él.

LPersigue Logo ensefilar a programar?

LQué hacen los nifios en el laboratorio? (Sobre qué contenidos
aprenden? :

El tema de Ja informdtica educativa es un tema de
incuestionable actualidad. Sobre €| se discute a diaric en foros y
medios de comunicacién en practicamente todos los rincones del
mundo. Los paises que adn no han incorporade las computaderas en la
educacion basica, poseen algunas escuelas o colegios que vya
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experimentan con ellas y cuando menos realizan algin tipo de
gestion preparatoria para la introduccién sistematica y a mayor
escata de la informatica en su sistema educativo. La cuestidén es
muy simple: ta computadora llegd y estad invadiendo cada vez
mayores porciones de la vida cotdiana de lo que denominamos la
sociedad moderna. Esta es una realidad que no podemos ignorar y
aungue a no todo el mundo le causa simpatia este estado de cosas, la
realidad es que los gobiernos y la sociedad en su conjunto deben dar
una respuesta adecuada a este nuevo reto.

En Costa Rica, la vigencia del tema es incuestionable. Desde
que se tomd la acertada decision de eliminar tos impuestaos a las
computadoras el pais se vid practicamente invadido por la nueva
tecnologia, la cual verdaderamente ha hecho que el pais realice el
"despegue” en esta materia. Un vistazo a los periodicos, en especial
a las ofertas de trabajo nos muestran claramente hasta qué punto
nuestras instituciones y empresas se han informatizado.

En el plano de la educacitn, el pais ha entrado de lleno en la
gra de la informatica. En la actualidad podriamos sehalar ia
existencia de tres tipes de gestiones que impulsan el uso de las
computadoras en la educacion basica costarricense. Existe una
cierta cantidad de centros de informatica instatados en algunos
colegios publicos del pais, surgidos por iniciativa del Ministerio de
Educacion y los cuales prestan servicio a estudiantes y miembros de
las comunidades, ofreciendo cursos diversos. A nive! de educacion
primaria publica, existe el programa que el Ministerio de Educacion
y la Fundacién Omar Dengo han puesto conjuntamente en marcha y
que a ta fecha ha logrado instalar en dos anos laboratorios de 20
computadoras en 130 escuelas repartidas a lo largo y ancho de la
geografia nacional. Como tercera gestion, podemos citar el conjunto
de iniciativas que una gran cantidad de escuelas y colegios privados
han emprendido para dotar de computadoras a sus respectivas
instituciones. Este tipo de gestién no corresponde a un programa
integrado sino que cada institucidn ha tomado sus propias
iniciativas en cuanto al tipo de software y hardware a emplear. En
conjunto, este esfuerzo alcanza proporciones importantes.

En este articulo pretendo contestar alguncs de los
interrogantes que con frecuencia el publico se hace con respecito al
Programa de Informatica Educativa MEP-FOD. Por ser muchas i{as
cuestiones relacionadas con esta programa y a fin de no hacer este
articulo demasiado extenso, en esta ocasién me concentraré en la
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cuestion referente a la escogencia de Logo como espina dorsal del
programa. He reproducido algunas de las preguntas que he escuchado
formular en diversas situaciones y que en mi opinién mas
directamente apuntan en el sentido indicado y he procurado darles
una respuesta concisa Espero que esa respuesta también haya sido
clara

¢Quien decidid que deberia ser Logo el software a usarse
en el programa MEP-FOD?

El programa MEP-FOD fue gestado por los fundadores de la FOD,
entre l0s cuales se encontraba el anterior ministro de educacién Dr.
Pacheco. Fue la FOD quién disefd la estructura del actual programa,
inciuido e heche de gue se comenzaria con el uso del lenguaje Logo.
Esta decision se tomd luego de intensa reflexién y consulta con
expertos internacionales. Ha side la Fundacién Omar Dengo quien con
dingros donades por agencias internacionales (contrariamente a lo
aque algunas persenas adn creen, no se trata de dineros del Ministerio
de Educacién ni del Gobierno) ha comprado al momento presente
2600 computadoras y las ha instalado en 127 escuelas publicas
costarricenses. Todas estas decisiones las tomd la FOD en
coordinaciin cun ¢! Ministerio de Educacién y sus mas aitas
autoridades,. a fin de garantizar que el programa podria ponerse en
marcha exitosarmenie.

cGué es Logo?

Lege s wLn ienguaje de programacidon, el cual ha ido
evolucionandc hasta cohfvertirse en o que hoy dia se suele llamar
‘un ambiente Jde aprendizaje”. La version actuaimente usada en el
programa MEP +0OD es LogoWriter y estd totaimente traducida al
espanct. 1ogoWriter mantiene como nacleo central al lenguaje de
programadcion {ogo perc también incluye un procesador de palabras
que es programable desde Logo, es decir el 1ifo puede incrementar la
potencia dei procesador programande a su gusto funciones
especificas de mnodo practicamente ilimitado. LogoWriter ofrece
grandes tfacdddades para la programacion grafica, lo cual ha sido
motive de confusidén para algunos, quienes han visto en togoWriter
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una herramienta exclusivamente para dibujar. El lenguaje Logo
permite construir programas graficos como puramente
"algoritmicos” o de procesamiento de datos. Logo es un lenguaje
derivado de! lenguaje LISP el cual es bien conocido por quienes
poseen alguna familiaridad con el tema de la Inteligencia Artificial

y al igual que éste, gira en torno de las estructuras de datos
conocidas como "listas".

(Estuvieron los nifios entre los objetivos de los creadores
de Logo o se trata de un lenguaje de programacion mds,
entre los muchos que existen?

Definitivamente si, el Dr. Seymour Papert y sus colaboradores
desarrollaron el lenguaje lLogo en el Instituto Tecnolégico de
Massachussetts pensandc muy especialmente en [os ninos. El
profesor Papert, quien trabajé durante algun tiempo con Jean Piaget
en Ginebra, estaba interesado en estudiar los procesos mediante los
cuales los ninos construyen sus propios procesos de aprendizaje.
Papert y el profesor Marvin Minsky fundaron el Laboratorio de
Inteligencia Artificial del MIT, donde entre otras cosas se ha
investigado intensamente sobre la posibilidad de construir maquinas
que sean capaces de aprender. Fue en este contexto que el Profesor
Papert descubrié el enorme potencial encerrado en ia computadora
como herramienta apta para el aprendizaje, y concibid la idea de
construir un lenguaje de programacion gue sirviese como un medio
para que Jlos nifos pudiesen aprender sobre nociones
tradicionalmente consideradas dificiles y abstractas. Una de las
tesis del Dr. Papert consiste en la afirmacion de que el juicio segun
el cual clasificamos ciertc conocimiento como "abstracto” es algo
relativo y depende fuertemente de |os elementos culturales
circundantes.

Desde luego, el lenguaje que cred para tal fin no deberia
impaner limitaciones al crecimiento intelectual de los nifios y debia
ser igualmente apto para adultos. La polencia de Logo comgo lenguaje
de programacion es equivalente a la de cualquier otro lenguaje
conocido como Basic, Pascal o C.
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cNu  seria mejor haber escogido software con el cual se
obtuviesen resultados mas inmediatos?

Esta s ura cueshion discutible. No perdamos de wvista un hecho
ssenclal gue es i tiempo de exposicion de cada nifo a la
compuladora. Fese ai ygran logro gque significa dotar a 130 escuelas
de 20 compuiadoras en dos anoes, el tiempo de exposicion de cada
alumng g ia maguina esta dentro de lo que podriamos considerar
baio. ksto swnifica que la escogencia del software debe hacerse
teniendo 20 cuenta esto como ung de los factores mas significatives.
Mo cieo que nadhe en la Fundacion y posiblemente tampoco dentro del
Ministeric sea capaz de negar que existen otras opcilones y que las
misinas pueden resultar provechosas e interesantes. Mas adn,
Ampoco esta exciuido gue algunas de estas opciones sean probadas
en un futurc cercanc

ta Fundacion recoinendd Logo y al hacerlo, esta es mi opinign, actud
con gran wvision. LogoWriter no es el tipo de producto que unco
escogeria cuando se trata de obtener efectos superficiales, para
impresionar al tipo de publico que asiste a una feria. En educacion
no se trata de escoger cosas para impresionar a nadie sing de
escoger cosas iddneas. A este respecto se me viene a la mente una
analogia. Ud. puede llevar a su hijo a recibir clases de pintura porque
quisiera desarrollar en el su sentido artistico y tal vez porque
quisiera canahzar adecuadamete su habilidad innata para la pintura.
Doy por un hecho que no escogeria aquella academia, caso de que
exisitiera, donde pintan ese tipo de cuadros que estan seccionados
en pequenas areas con un numerito dentro (indicando cual color
poner dentro de cada area). No importaria que el producto que el ninoc
podria mosirale al finalizar ta primera semana pueda causarlie una
impresidn  inicial muy favorable. Esta analogia ensena que un
producto puede ser impresionante pero s6lo en la superficie. Si
buscamos qgue tlipo de habilidades desarrolla el mno que es scmetido
a la practica de pintar "con numeritos” llegaremos rapidamente a la
conclusion de®* que por ese camino no soélo no le estamos potenciando
sus habilidades sinc que probablemente le estamos obstruyendo el
caming para la consecucion de logros importantes. E! crecimiento
del intelecto requiere de la posibiidad de equivocarse. Mirando un
cuadro heche por un nmo de 5 anos, con manchones e imperfecciones
{si cabe aphcar tal palabra), se comprendge que mas importante gue
el producte hinal s el proceso Que se esta lievando a cabo en la
mente del nine para lograr ese producto. Yo recomiendo a las
personas que analizan un trabajo hecho con Logo, que no pierdan de
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vista este hecho fundamental, me refiero a no dejar de ver el
proceso como la parte mas importante de una produccion.

LogoWriter esta enmarcado dentro de este esquema conceptual.
LogoWriter es un ambiente donde el nifo encuentra herramientas
para construir cosas de variada indole. de modo muy parecido a quien
explora con un "meccano” o con ladrilios Lego. La maestra debe saber
brindar el apoyo adecuado a cada nifio, sin entorpecer gl proceso de
descubrimiento y adquisicion de conceptos por un lado y sin permitir
el estancamiento y la rutina por otro. Como se ve. para la maestra se
trata de un rol bastante mas dificil y delicado que simplemente usar
software donde los nifios siguen secuencias preestabiecidas por el
programa.

En este sentido, la decisién de la Fundacion de optar por Logo
ha sido una decision de mayor riesge. pero al tomar esta decisién ha
dado un voto de confianza al educador costarricense. Y creo que
maestros y nilos de Costa Rica estan respondiendo de modo
magnifico a este voto de confianza Esto es algo que debe
comptacernos mucho. Me refieroc al hecho de gue se haya partide de
premisas robustas y ascendentes en vez de premisas débiies. En este
caso se trata de partir de la premisa de que los costarricenses
somos Inteligentes y capaces vy que tomar acciones en concordancia
con esta premisa traera progreso y beneficio a nuestra sociedad.

Cuando se habla de la adquisicion de conceptos a través de
Logo, ¢no se habla de cosas demasiado intangibles, quizas
demasiado quiméricas? Con CAl uno al menos sabe doénde
esta parado y que puede esperar de él.

No voy a discutir que es mas facil determinar s/ un nifio
aprendio las tablas de multiplicar usando un programa tipo CAl que
determinar la magnitud d= su progreso intelectual como resultado de
escribir procedimientos (programas) en Logo. Esto Gitimo. es un
procesoc mucho mas complejo y aunque !os progresos  son
detectables, en ocasiones hay facetas evolutivas que tos test
tradicionales tiene mucha dificultad en detectar Por ejempio. yo
recuerdo durante mi época de colegio, cuandc en una ocasion logré
resolver un problema que el profesor nuse a la clase come desafic
Mucho mas 'mpertante que la "técnica™ que ovude haber aprendidc o
desarroiado a traves de :a resolucién de!l probiema. creo que 1o
fueron ciertos nhechos que estimo sumamente dificies de medir {(de
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cuantificar). Entre estos hechos puedo citar la revelacién que para
mi fue comprender la potencia del uso correcto de variables en el
plantec y resolucién de problemas, la confianza en mi mismo
derivada de haber logrado una solucién y finalmente el mayor grado
de atencion e interés que dediquée en el futuro a cuestiones
relacionadas con algebra y problemas matematicos en general.

Tales fendmenos son ciertamente algo intangibles pero de indudable
valor y no creo que se puedan lograr a base de meras acciones
repetitivas como las que imponen algunos programas que hay en el
mercado.

Por otro lado, no estoy tratando de insinuar que los beneficios
de la exposicién acertada a LogoWriter sean completamente
intangibles. Yo crec que son esencialmente tangiblies pero que su
deteccién requiere el métode adecuado. El nino que navega dentro del
ambiente Logo esta siendo invitado a usar un lenguaje que tiene las
caracteristicas del lenguaje matematico y en muchos aspectos es
coincidente con este ultimo. Asi por ejemplo, Logo comparte con el
lenguaje matematico su falta de ambigledad, su precision vy
concisién y sus esquemas de construccion tienen un amplio grado de
generalidad, similar al de los conceptos mateméticos, en especial
los de la matematica moderna. Para no hablar en abstracto, citaré un
par de ejemplos. Las primitivas de Logo que utilizan argumentos o
datos de entrada estan construidas de modo que pueden ser
concatenadas entre si de modo practicamente ilimitado, con el (nico
requisito de que las concatenciones tengan sentido, del mismo meodo
que en matematica se pueden componer funciones sin importar la
naturaleza de su dominio y ambito, siempre y cuandoc las
construcciones tengan sentido. Otra gran virtud del lenguaje Logo es
su "modularidad™ enteniéndose por esto la facilidad que brinda para
que construcciones menores sean "pegadas” o ensambladas en
estructuras de mayor grado de complejidad. El principio que permite
resolver una tarea sabiéndola dividir en partes o mddulos que gozan
de cierta independencia y que pueden ser finalmente pegadas en un
todo, es un principio de gran poder que tiene aplicaciones en
practicamente cualquier esfera de la actividad humana. Los
modernos lenguajes de programacion procuran dejar intacta la via
para la apiicacion de este importante principio y visto desde este
angulo es indudable que Logo ocupa un tugar prominente.

LPersigue Logo ensefiar a programar?
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Hoy dia parece existir concenso en que ensehar a programar no
es ni la UGnica ni la mas importante razdn para introducir
computadoras en el aula. Pero si entendemos ia palabra
programacion’ en sentido amplio, es bien claro que el contacto con la
tecnologia del sigloc wveinte exige del individuo un minimo de
familiaridad con “formas débiles" de programacion (por ejemplo, el
empleo de un procesador de palabras). Aungque se hacen esfuerzos por
hacer los procesocs autcomatizados los mas "amigabies” que sea
posible, para mi es clarc que una sociedad que no le teme a la
programacidén y que sabe programar tiene ventaja sobre una que
resta importancia a ello. Ademas hay gque tomar en cuenta que una
vez que se conoccen los principios bésicos de la programacién, estos
san aplicables en general a cualquier lenguaje. De modo que por io
menos aceptemos el hecho de que, en el peor de los casos, aprender a
programar no le hace danfoc a nadie. Ahora bien, regresando a la
pregunta que nos ocupa: gpersigue Logo ensedhar a programar?. Yo
responderia diciendo que no es demasiado importante saber si Io
persigue © no, lo importante es el hecho de que a fin de cuentas lo
consigue en gran medida. Y sobre todo es importante el hechoc que
consigue la apropiacidn de las ideas importantes inherentes a todo
lenguaje de programacién. La mayoria de estas ideas nec son
exclusivas de la programacidn sino que scn ideas pertenecientes a la
ciencia la matematica y la logica o incluso podriamos decir a la
cultura universal. Tomemos como ejemplos el empies de variables,
el empleo de condicionales o "branching”. el concepto de
procedimiento recursivo, el uso apropiado de las conectivas légicas

"wv' "o™ "no" y muchas cosas mas.

iQué hacen los nifios en el laboratorio? ¢Sobre qué
contenidos aprenden?

Siendo LogoWriter un ambiente gue contiene elementos para el
disefio, la exploracidn y la construccidn, el mismo puede ser
utilizado para desarrollar proyectos relacicnados con cualquier
tema del curriculum escolar. Es importante recalcar, por si esto no
estd claro aan, que LogoWriter no contiene datos o informacidn
sobre ningun aspecto del curricuium en alguna asignatura
narticuiar. Quien trabaja dentro del ambiente LogoWriter encuentra
a su dispocién varios elementos que puede utilizar para la
construccién de sus proyectos: primitivas para generacion de
graficos, primitivas para tratamiento de texto, primitivas para
tratamiento nGmerico y de listas y otras mas {una primitiva es una
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paiabra que el sistema entiende y que sirve para ejecutar una
instruccién o accién. Por sjemplo el signo "+" es la primitiva para
sumar cantidades}. La conexion con temas del curriculum escolar
trae como I6gica consecuencia que los nifios vayan en procura de los
datos necesariocs, lo cual puede mativar rmuchas actividades
paralelas ({visita a bibliotecas, realizacién de excursiones
educativas, visitas a museos, etc).

Dentro del Programa de Informatica Educativa es usual el enfoque
por proyectos. Dentro de este enfoque, los niffos desarroilan
proyectos acerca de algin tema reiacionado con el curriculum vy
tienen gran hbertad de eleccion. Cada nifio tiene oportunidad de
plasmar su proyecto adecuandolo a su estilo personal, cosa para la
cual hay poco espacio en el aula tradicional. Pg;r €50, quienes estan
algo familiarizados con este estilo de trabajo, no se sorprenden
cuando comprueban que nifos tradicionalmente considerados
resagados y de muy pobre rendimiento académico. muestran un
rendimienta igual y en ocasiones hasta superior al de los alumnos
tradicionalmente considerados como les mejores de la clase.
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A LOGOWRITER MUSICAL EDITOR AND SOME OF ITS
IMPLICATIONS

Francisco Quesada Ch.

Resumen.

En este articulo se describe un programa escritc en LogoWriter el
cual proporciona un micro-mundo para la explaracién musical. El
editor permite l[a escritura y ejecucién de melodias en e
computador y esta disefado especialmente para motivar el
aprendizaje de los fundamentos de la notacién musical basica.
También se discute acerca de cémo la introduccién de
modificacicnes al editor es una tarea que, debido al! "disefo
minimal" del editor mismo, ocurrira de modo casi necesario,
abriendo asi la puerta a una serie de actividades de otra indole.
Estas actividades se relacionan no sélo con la musica sino que
invaden el terreno de la ciencias de la computacién. E! editor se
convierte as{ en una herramienta para aumentar la capacidad de
expresion musical de los alumnos y en un vehicuio para el
aprendizaje de conceptos importantes en ciencias de la
computacion.

INTRODUCTION

In this article we describe a micro-world for music exploration,
which is embedded in the LogoWriter environment. Some of its
potentialities as a learning tool are also investigated. The article

is divided into three parts. In section one the musical micro-
world is described and some activities for students working inside
the micro-world are listed. Additional activities based in the

analysis and modification of the program itself are discussed in
section two. These activities pervade theé area of programming and
what we might call compuier culture. They arise however from
the context of the musical micro-worid and are not completely
separated from it. Moreover, these activities should serve as a
complement to the musical envircnment. Part three contains the
code of the program. (%)

{"} Due to space limitaticns, the code of the pragram is not included here.
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1. THE MUSICAL ENVIRONMENT.
1.1 SOUND AND MUSIC IN LOGOWRITER.

The micro-world we are going to present provides the students
with a series of tools for musical construction. We have tried to
achieve a certain sense of balance regarding the quantity and
quality of the toois, so that the resulting environment can still be
sufficiently open for doing musical exploration, a requirement of
any constructionist approach. With regard to the quantity of the
tools, we would like the environment to be as small as possible, so
that further extensions could be accomplished by the studenis
themseives, opening the way for a whole new category of
activities.

The generation of sound in LogoWriter is achieved through the
primitive called TONE which is very simply and easily describable.
TONE produces a sound whose frequency (pitch) and duration can be
determined by the user. There is no other primitive available for
the production of sound. From there on is a matter of ingenuity.
Being compelled to make use of ingenuity is one of the key ideas in
a constructionist tearning envircnment.

Despite its apparent simplicity the primitive TONE, and its use
within procedures designed by the user provides a rather powerful
too! for the exploration of the properties of sound and for the
achievement of interesting sound effects. If however, the
interest is focused in exploring musical phenomena which are
based on the notes of the western scale, the construction of some
set of LogoWriter interface procedures becomes almost a
necessity. Qur main goal is to construct such a musicatl interface
within the LogoWriter environment in order to make musical
exploration easier and more inviting.

1.2 THE BASIC SERIES.

Our musical interface shows two clearly distiguishable ieveis.
There is a first level which is formed by a set of very simple and
small LogoWriter procedures which make the notes of the scale
across several octaves more accesible. The idea is to have the
chance of cailing a note by a more familiar name than TONE X Y.
For example, the note C located in the "center of the piano
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keypoard™ can be reproduced by asigning the value 262 to the first
argument of TONE. Its second argument is for duratton (in wait
units) henceforth this note will be represented by the procedure.

TOC T
TONE 262 T
END

This first level provides a BASIC SERIES of notes of variable
length and definite pitch which are available as “"building bricks”
for the construction of other structures. Expioring or building
musical structures within the BASIC SERIES resembles the
oroduction of socunds with a musical instrument, where one has the
limitations imposed by the range of notes of the instrument under
s normal tuning conditions. Composing melodies with the aid of
the procedures of the BASIC SERIES is now an atfordable task,
specially for students with some musical background, for they will

find a sufficient number of notes which can be caled in a inendly
manner.

1.3 THE SMALL EDITOR OF MUSICAL NOTES.

The second level of our musical interface consists of a program or
set of mutually related LogoWriter procedures which we wil call
the SMALL EDITOR OF MUSICAL NOTES (SEMN) The SEMN allows the
graphical representation of a restricted range of notes of the
chromatic scale and at the same time it allows one to hear the
score that has been written. This second level of the interface has
been built over the BASIC SERIES in the sense that without the
BASIC SERIES, the SEMN won't work. QOur main interest will be
centered around the SEMN.

The SEMN is as computer program writtenn in LogoWriter which
leave snace for studenis o play with certain basic musical

phenomena. It is interactive and mgkes use of standard musical
notation.

There are several ways cf conceiving of an editor of musical notes.
The one chosen here is characterized hy the fact that notes are
called by their names in English, and this of course entals a
secondary purpose: 10 heip students learn not only the ilocation of
notes within the pentagram but to relate them to therr names.
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1.4 WHAT THE SEMN DOES.

THE SEMN is an editor of small dimensions in the sense that it
allows musical expioration within a restricted range of
possibilities. Before we discuss its limitations, we would like to
list some of the possible activites that stiudents can undertake
with it.

1. Exploring the relationship between the name of a note, its
position in the pentagram and its sound,

2. Exploring the duration of notes.
3. Construction of small melodic and rythmic units.

4. Copying simple musical melodies or parts of a given musical
score.

5. Construction of music pieces for exportation to other pages of
LogoWriter.

6. Glueing together smali musical phrases into a larger melody or
song.

There is still a variety of other sort of projects which we shall
treat in part two.

All the activities listed above are permeated by the
constructionist nature of the top level environment (LogoWriter).
The students will find a certain amount of room to make their

work match their particular learning style. The fact that notes
can be displayed graphically on the screen makes working within
the editor more attractive.

1.5 THE TWO BASIC MODES OF EDITING.

The editor offers two basic modes of entering note data. The one
which we consider the most important is called the "note mode”
When inside this mode, notes are entered one at a time. After a
rnote has been entered {by its name), it is piaced in the pentagram:
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the editor is then ready to accept more notes or play those notes
already entered.

Once a note has been written and placed in the pentagram, the
screen displays the following choices:

ENTER A NOTE PLAY DELETE

At tnis moment students can choose among the displayed
activities.  When the option PLAY is selected, the music can be
heard as many times as desired, before writing more notes. In
order to be able to continue editing, without loosing the score
already written, the editor is entered through another procedure
cafled CONTINUE. The possibility of achieving a certain goal is
strongly enhanced by the feedback mechanism supplied by the PLAY
option and the fact that it can be repeatedly activated before
entering more notes. This whole mechanism however. would not be
complete if students could not have the chance of making
corrections to the score, n case something went wrong.

The other mode of entering notes into the SEMN is called the “"list"
mode. When inside this option, a student will enter at once the
list of notes he/she wants  Graphical representation and playing

will take place after the student finishes entering the list and hits
RETURN.

This modality of editing can be appropiate for those students with
a higher musical background, or those who seek far a bigger
challenge. It can also help to enter previously composed meiodies
into the editor. Moreover, the editor offers the possibility of
saving composed meiodies as text which can be brought into it at
any given time. This is an example of an operation that is "hidden"
Students will have to discover it by themselves, and in doing so,
they will have to learn about the structure of the program and
about lists which are stored as variables. They will also have to
discover how to load a list which is written as text into a
variable. The editor provides an opportunity to get in touch with
some important concepts of computer sciehce.

1.6 RANGE AND LIMITATIONS OF THE SEMN
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The SEMN is a small scale notes and melodies editor and as we
already mentioned, among s goals are he learning of some basics
fo musical notation.

The range of notes accepted by the SEMN is restricted to the G clef
only, and the noies available range from C under the first line to G
above the fifth line of the pentagram. The length of the notes is
absolute and not variable, for example a quarter note wili aiways
be represented by a value of 8 en the second argument of the
primitive TONE. The editor offers whole notes, half notes, quarter
notes and so on until thirty second notes. A dot can be applied io
all these types of notes with the exception of the thirty second
note. (Which is a WAIT unit of 1).

The above mentioned range of notes and figures provides rescurces
for a reasonable quantity of musical projects. Expanding the
capabilities of the editor in several directions is always possibie.
Part two discusses some ways to expand the editor. Within the
SEMN other musical symbols are available:

rest symbols ftor all type of notes
sharp and flat symbols

Neither key nor time signature is declared at the begining of the
musical score, so the sharp and flat symbols must be applied
individually to each note. There is no "natural” symbol available.
No separating lines between bars are inserted, aithough students
could place them directly ofter the score has been written, as an
extension activity.

1.7 SPECIAL NOTATIONAL CONVENTIONS.

The editor has been built around the idea of entering the notes by
their names in the English language. In this regard, there is one
problem. There is no standard way to refer to notes separated by
one or more octaves. We have designed our own notation for this
purpose, keeping in mind that it should be natural and easy to use
all througout the BASIC SERIES.

Our convention consists of denocting A, B, C, etc. the notes on a
well determined octave. For example, C will always mean a vale

196



of 262 for the first argument of TONE. Notes in other octaves are
referred to by wusing the "sniffting™ operators "+" and "-". As an
example, C+ wil stand for a note an octave higher than C and C++ is
an octave higher than C+ or equivalently, three octaves higher tan

C-. The following example shows a list of notes and the resulting
screen display.

DELETING NOTES IN THE SEMN

As we pointed out betfore, without a certain mechanism for the
deletion of notes, this musical micro-world would be too narrow.
Keeping in mind our principie of supplying a moderate quantity of
tools, the deleting mechanism available in the editor is wvery
simple. The procedure DELETE actually deletes the last note
entered in the pentagram. Obviously this operation suffices to
eliminate any "tail" of the melody by iteration. Recall that such a
simple cobservation might not be obvious for children who will have
tc discover it for themselves.

After the DELETE procedure is triggered, the whole screen
dissapears and the new list of notes is automatically installed in a
new pentagram and played. To continue writing notes the student
has to exit the PLAY option and re-enter the editor through the
procedure CONTINUE.

We can think of the procedures PLAY, CONTINUE, and DELETE as
being satellite procedures with respect to the editor's central
task. These three procedures- play an important role in providing
feedback and facilitating the achievement of goals. They also
make exploration more accesible for students.

2.
2.1 LEARNING PROGRAMMING SKILLS AND BEYOND.

In this section we discuss the possibilites of the SEMN as an
object which can engender activities which are not merely musical
in nature but belong to the field of computer programming and
computer science in general. The SEMN is just an example of a
type of object through which students can get involved In
analyzing, extending and modifying a computer's program.
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Technology and speciailly computers have brought a set ot concents
that are becoming more and more, part of the standard "folkiore" of
modern society. Many of this concepts are beyong what is
commonly understood by programming in a given programming

language. Teachers and students that have access to the
LogoWriter environment must encounter many of these aspects in
their daily work. Some of these activities have to do with

important general principtes of computer science and technalogy
and even share a common basis with phenomena in other sciences.
Yet, most of the times these things are learned by necessity along
the way, by means of accumulating receipes with no underlying
general principles upon which to organize them. As an example
let's think of the teacher that knows how to perform certain
operations on LogoWriter pages and has iearned (probably by
memaory) to perform certain similar operations on files using DOS
commands, without being abie to recognize that both types of
operations are similar, sometimes even identical in nature and
only different in their external appearence.

We think that having to deal with different aspects of a well
chosen computer program (even a short LogoWriter program) can
provide a good reference frame for learning not only about
programming but aiso about other topics of computer science. One
of the aims of this article is to show how computer prcgrams can
be used as "objects to think and work with" in pretty much the
same manner a radio or motor can be used to learn about
electricity or electronics or even more, about general principles of
science and technology.

In our case, we have a LogoWriter program which has been designed
to produce a micro-world for musical activities. This means that
at a first stage no special attention is placed on the program
structure or details of its code. The first level of activities
derived from the existence of the program are those that are
accomplished within the micro-worid provided by the program and
these are activities of a purely musical nature.

The desire of improving the efficiency and range of the first level
of activities can easily lead to a second level of activities in
which focusing the attention in the structure of the program and
some of its details becomes a necessity. The teacher might take
advantage of this opportunity for using the musical context as a
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frame for other types of tasks, mainly those connected with
programming and other general ideas of computer science.

In order to ilustrate what we are intending to say, let's make a list
with some of the problems that might arise as a result of being
involved in "first level”™ musical activities,

1) A student has succeeded in composing a melody within the
editor. The student now wants to carry this melody to a new
LogoWriter page to put it in a project. How can she/he do that?

2) A student is using the editor in the list-mode. He/she notices
that when loading a list through the ordinary list-mode, any typing
mistake will produce an error message and a rejection of the
entire list. The student would like to avoid having to type the
entire list again, especialiy when it is long. A natural idea that
might come to his/her mind is to ask whether it is possible to edit
the list with the word processor, where mistakes are easily
corrected, and then push this list into the editor. Is it possible to
do that?

3) Another student enjoys writing melodies with the editor and
has written many of them. One thing that bothers the student is
that she/he would like to store all the melodies composed. Right
now, every time she/he turns the computer off, the melodies are
lost because they are stored as variables in the computer's
memory Is there a way of storing them as texi? This is the same
type of problem as #2 vyet it has risen from a different angle.

4) A student wants to add new notes to the editor. Which
procedures should he modify and which new procedures should he
add?

5) A student wants to have the duration of the notes not to be
absolute but variable. She/he wants ta. introduce a new variable
"tempo” whose value is chosen by the user at the beginning of the
program and which determines the duration of the whole note. The
duration of all other figures should vary accordingly.

6) A student wants to be able to choose another clef when entering
the editor. Right now, the only clef a available is the G cief.
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7) A student has noticed that when dealing directly with the
primitive TONE or when using the procedures of the BASIC SERIES,
two consecutive notes of equal frecuency will be bounded. For
example, the two notes given by TONE X Y TONE X Z will sound the
same as TONE X Y+Z (something that shoul better be interpreted as
a "bug" of the LogoWriter version 2.01). Why can the two notes be
heard separately within the editor.

We do not want to make any assertions concerning the ages at
which certain types of activities might seem appropiate or
inappropiate. Of the latter list of activities, some of them might
seem a little advanced for young students and perhaps this is right.
Our interest is not in classifying activities according to ages but
rather to show how a whole set of new activities related to the
editor arise as students "navigate" within it. We also want to
stress the fact that there are enocugh activities to cover all the
spectrum of ages and we want to place a special emphasis on the
activities that could fit weli among secondary school students.
There isn't much work done which focuses in the way that
secondary school students could use Logo. Our opinion is that Logo
can provide secondary school students with a powerful
environment, not only as a learning tool but aiso as the language
for learning higher programming techniques, as well as a vehicle
for the acquisition of general computer science concepts. The
second part of this article tries to give a hint in this latter
direction, by using the idea of a contextualized approach to
programming and computer culture.

2.2 AN EXAMPLE.

As an example of the wide range of ideas that in one way or
another could be connected with the editor, we will analyze
problem 1) of the list above. In having to consider the possibility
of exporting a melody, to other LogoWriter pages, we will be lead
to discuss the type of objects that represent a melody within the
editor. If there are such objects, we also will have to deal with
the problem of finding out if they are exportable to other
LogoWriter pages and if so, under what conditions are these
objects able to perform as we expect, that is to reproduce the
melody they represent. As we can see. one simple concern can be
broken into several issues, each one of them important enocugh to
be treated separately.
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Let's start by considering the melody shown in the pentagram
below.

[ ¢
(A [ 1
7 l :—H L <
;
s @
Entar a note Play Dei=ate

This pentagram is the result of having entered the fallowing
sequence of notes:

C quarter C quarter G quarter G quarter A quarter A guarter G half

We can immediately notice that this is a list of notes which
actually represents the melody. We do not know yet if this list
actually exists as a "real” LogoWriter list (remember that “lists"
are LogoWriter basic data structures). We also do not know yet of
there is any other type of objetc which represents the above
melody inside the editor. The answer ‘o both questions is yes. The
above list has been stored inside the editor as the variable whose
name is MAINLIST. Even if the user has empiloyed the note-mode,
the list MAINLIST will be created by the editor. But there is
another list that is created by the editor and which also
represents the melody. The latter, which we have named
COMPILEDLIST has the following content:

COMPILEDLIST=[CBCUTC8G8CUTGB8ABCUTASG 16]

Both lists metioned exist as global variables, so it is possible for
students to operate on them after the editor has been run. From the
point of view of exporting them to other LogoWriter pages, both
lists can be placed at different hierarchies. The list MAINLIST
cannot be "executed” outisde the editor. The instruction RUN:
MAINLIST wiil not produce the melody to be played since the
elements which form this list are not the names of LogoWriter
procedures (or primitives). On the other hand, the instruction RUN:
COMPILEDLIST will produce the melody to be played if this is done
"in presence"” of the BASIC SERIES.
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It won't be meaningless to say that the MAINLIST is of a higher
level than COMPILEDLIST. in order to be able to play MAINLIST in
another LogoWriter page, one should also carry a great deal of the
whole editor with it. As far as COMPILEDLIST is concerned. it
wHl only require that the BASIC SERIES be carried with it to the
new page.

At this point a natural question would be to ask if there is a list
representing the melody (the sound only, not the graphics) that
could be exported to other LogoWriter pages, without having to
carry any other procedures with it. Ciearly this list should be
composed of LogoWriter primitives, and it is easily obtainable
form COMPILEDLIST after looking at the values of the parameters
in the BASIC SERIES. Producing it "by hand” should be an easy task.
For the melody in our exampie, this "low level” unconditionally-
exportable list which we will call PRIMITIVELIST has the form:

PRIMITIVELIST = [TONE 262 8 TONE 1 1 TONE 262 8 TONE 392 §
TONE 1 1 TONE 392 8 TONE 440 8 TONE 1 1 TONE 440 8 TONE 392
16]

Discussing these representaticns and looking at them in a
hierarchical order can open the way to further desiderata. What
are these lists? Are they data structures or could we consider
them programs in some sense? Is it meaningful to apply the word
"executable™ to either of them? One offen hears computer
cultivated people speak of files that are executable and files that
are not. What does this mean?

The consideration of the above three different lists associated
with the melody can be used to show the relativity of words like
"program” "data structure” or “executable” Teachers and students
offen ask questions that have very close connection with facts like
the ones discussed here. Just to mention an example, think of the
student that wants to know why trying to look at a text file which
has been produced with a word processor generally doesn't work if
this is done outside the word processor. Or think how close
concepts like "machine language” or “"compiler” are from the
discussion about the hierachies of the above three lists.

We finish the discussion based on probiem 1) by giving its natural
outcome in the form of a project: to design a program that takes



COMPILEDLIST as its input and produces PRIMITIVELIST as its
output. This procedure should make the exportation of melodies a
straightforward matter.

2.3 BLACK BOX THINKING

Some new trends in the way science and technology should be
taught are beginning to be noticeable in the horizon. A healthy
tendency to separate what is° substantial from what is not, might
be the resuit of several driving forces in modern society, and its
implications can be felt in education, especially at higher ieveis.
In later years, great importance has been given to such things like
System Theory and several serious attempts to bring these trends
into education have been made in different parts of the world.
Computer science and technology play an important role in this
scenario. Dealing with a computer program in the manner we have
been describing shows the importance of learning toc recognize
what should be focused on and what should be isolated at a given
moment. let's use the SEMN once more to illustrate the point. As
a collection of several LogoWriter procedures, the relation among
them plays a more important role than the individual details
within any given procedure. When students try to modify or add a
part to the program, it should be useful for them to learn to think
in terms of "black boxes". Of course, "black box thinking” is just an
expression to refer to an attitude or perhaps a method for
approaching things. It has to do with the ability to break a
problem into the “right” parts (parts that perform somehow
independent tasks) and to isclate unsubstantial details from the
analysis at a certain moment, when those details pilay no
important role (a good example of the power of "black box thinking"

is given by Thevenin's Theorem for electrical networks). Of
course, "black box thinking™ can only be applied successfully to a
program if the program under consideration is well structured. If

students are given good computer programs to think and work with,
they wili be more likely to become better program analysts and
also better program designers.
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HAGCIENDO MATEMATICA CON LOGO

Carlos Alberino Salas Axins
Departamento de Qaimica
Universidad Nacional, Heredia

RESUMEN

Esta es la descripcion de una experiencia sobre una forma particular de la
utilizacién del lenguaje Logo, que va mas alla del aprendizaje tradicional de los
comandos de la tortuga y el uso de procedimientos para dibujar graficos.

Muestra un enfoque diferente: la creacion de un ambiente con Loge para
desarroilar habilidades en la resolucion de problemas por medio de un irabajo de
investigacion.

Un experiencia que permite al educando wtilizar el lenguaje Logo para
" Hacer mabemifica”™ .

INTRODUCCION

Huoy, todos quieren computadoras en las escuelas. Computadoras scn un
simbolo de estatus, un indicador de que estamos en primera linea en el mundo de la
educacion. Inclusive, los paises en via de desarrollo estan tratando de adquirir lz
tecnologia, a pesar de sus economias. Ademés del problema de adquirir los
equipos, esta el otro: ;Qué hacer con ellas?

Muchos piensan que la microcomputadora es una herramienta que les
asegurara a los estudiantes un lugar en el mercado de trabajo. Otros la ven comu
un instramento de mejoramientn, un tercer grupo se pronuncia en favor de una
posicidn mas general: usar la computadora para aprender como pensar y resolver
problemas, y el deseo de aprender mas. Sin embargo, ;como pueden las
computadoras promover niveles mas altos de pensamiento y de descubrimiento
intelectual? ;Como se puede lograr esto? Hay un lenguaje de computacién que
refleja las teoria de aprendizaje e investigacion de Jean Piaget. Seymour Papert,
inteligencia artificial: Logo. Logo hace una buena coneccion entre los comandos
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iniciales y primitivas como: DERECHA, IZQUIERDA, ADELANTE, y ATRAS y los
movimientos familiares del cuerpo, dandonos una "tortuga® en la pantalla para ser
movida. Estos comandos familiares le permiten al usuario un control casi
inmediato y facil. La tortuga es también interactiva, responde con mensajes muy
descriptivos sobre errores siendo muy amigable y suministrando estructura y
claridad al proceso de programacion y resolucién de problemas.

El gobierno de Costa Rica, por medio de la Fundacion Omar Dengo, ha
puesto mucho esfuerzo y dinero para adquirir computadoras, a pesar de los
problemas economicos que tiene el pais. Con la llegada de las computadoras se ha
hecho clarc que el problema real es que hacer con ellas. IBM ha vendido en los
Gitimos dos afios varios miles de computadoras, como parie de esta venta, esta
compania capacit) un grupo de doce maestros en el uso del lenguaje Logo.

Estos maestros fueron capacitados en M.I.T. por el equipo condueide por
Seymour Papert. De regreso a Costa Rica estos educadores han suministrado un
capacitacién similar a otros maestros, quienes estin usando Logo con los nifios.
Este entrenamiento es muy necesarioc pero no suficiente para usar Logo
adecuadamente. La mayoria de los educadores necesitan, aderhas de conocer el
lenguaje, aprender como implementar la versatilidad de Logo para definir ideas ¥y
leorias. Las primitivas en Logo pueden ser usadas para definir ideas y teorias que
pueden ser probadas, estas primitivas pueden ser usadas para definir formas
geomeétricas como cuadrados, triangulos, circulos, etc.. ¥ en un estado més
avanzado, esto puede ser usado para demostrar la trayecioria de una particula, ¥
ser usada para simular una teoria.

La pregunta mas importante es como desarroliar niveles alins de
pensamiento. Reuven Feuerstein hizo un estudio que involucrd nifios judios. El
encontrd que muchos de estos nifios carecen de herramientas especificas
necesarias para resolver problemas, como (1) orientacién de ellos con relacién a
otros objetos, (2) identificacion de problemak, (3) wver relaciones, (4) hacer
comparaciones, y/o (5) planear y organizar (Chance, 1981). De acuerdo a Dale
(1584), Logo puede ser usado como una ayuda para desarroilar todas estas cinco
habilidad=s por ejemplo, la arientacién espacial comienza al mover la tortuga en la
pantaila. Encontrando errores en un programa de Logo nos da suficiente practica
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en la identificacién de problemas. Ademas, la interactividad de Logo y su
estructura de procedimientos hace el proceso sistematico y de ésta forma mas facil
de entender. Usando procedimientos para escribir y seguir programas también
ayuda al desarrollo de ia habilidad de ver relaciones. Ademas, Logo nos permite el
examen de figuras, lenguaje, y programas para desarrollar el vocabulario v las
herramientas para hacer comparaciones. Finalmente Logo apoya ambos métodos
de pensamiento, el inductive y deductivo en la solucion de problemas de cualquier
complejidad.

EL ESTUDIO

Trabajando en un proyecto en la Universidad Estatal de California en
Chice con el Dr. William Fisher en 1989, exploramos nusvas formas de usar Logo
en la clase, mis alla del aprendizaje tradiciona! de los comandos de la Tortuga y €l
uso de procedimientos para dibujar grificos v tocar misica. Este fue un enfoque
diferente, fue la idea de crear un ambiente con Logo para desarrollar la habilidad de
resclver problemas por medio de la investigacion.

Se utilizd el topico de ewpiralatorslos los cuales son un buen ejemplo de
como la computadora, ¥ Logo en particular, puede mejorar el estudic de una idea
materndtica. Permitime utilizar la explicacion que Fisher ¥ Gampbell utilizan
para explicar esta idea en su articulo " Investigating spirolaterals Through Logo”:

El estudio de espirolaterales es rico y excitante para la investigacién de los
estudiantes, comienza normalmente con figuras generadas de una secuencia de
distancias, cada una seguida por un giro en angule recto. Consideremos, por
eiemplo, el incremento de distancias{i 2 3 4 5), el usuario es instruido para trazar
una ruta generada cuando se mueve de acuerdo a las siguientes instrucciones:

Mugvase Adeiante 1 unidad

Gire Derecha 90 grados.
Muévase Adelante 2 unidades
Gire Derecha 90 grados.
Muévase, Adelante 3 anidades
Gire Derecha 90 grados.
Muévase Adelante 4 unidades
Gire Derecha 9 grados.
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Muévase Adelante 5 unidades
Gire Derecha 90 grados.

Este conjunte de instrucciones se llama a veces el "ciclo bisico” y, después
de implementado {generalmente por medio de su dibujo en papel cuadriculado), se
obtiene lo siguiente:

i{Qué pasa si repetimos el ciclo basico una y otra vez? En el ejemplo
anterior, cuatro repeticiones del ciclo basico forma la siguiente figura.

11345
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Si dibujamos repetidamente el ciclo basico obtenemos una figura llamada
espirolateral, la cual s una ruta poligonal con giros constantes (orientada por los
véertices de los angulos externos), si las longitudes se incrementan
sistemiaticamente, esta es una figura espiral; de ahi su nombre espirolateral. El
proceso simple de creacidon de una espirolateral nos lleva 2 muchas e inleresantes
observaciones. Por ejemplo, si quitamos las restricciones y dejamos que cada
estudiante escoja cualesquicra cinco enteros positivos, entonces aunque las figuras
luzcan un poco diferente, observamos que todas las figuras cierran después de 4
repeticiones del ciclo basico.

(341435 (13313 NERRR]]

§132411 {182735) 132321)
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Esto lleva a varias pregunmtas ligicas: si removemos el cinco de lista,
icerraran todas las figuras después de 4 repeticiones del ciclo basico? ;Qué pasara
conesta lista{1438123 107 y ;qué hay de especial acerca del giro de 90 grados?; y
épor qué no 60, 45, 0 637 Mientras investigamos, ;qué pasara con el uso de nameros
negativos para las distancias (asi viajamos para atras) o distancias de 0?7 Estas
ideas son todas ficiles de entender, pero si la lista s més Jarga o si el giro no es un
angulo “bonito” (%) funciona bien en papel cuadriculado y 60 es ficil en papel con
puntos), la implementacion a mano se hace dificil. Sin embargo, la tortuga de Logo
disfruta siguiendo tales comandos! Un procedimiento simple de Logo, SPIRO, ha
sido escrito para crear diferentes figuras espirolaterales. El procedimiento toma
tres entradas: el primero es un factor escalar constante para multiplicar las
pequefias distancias de la tortuga como 1,2,3, haciendo éstas més faciles de ver; la
segunda entrada es una el angulo de giro constante; y la tercera entrada es una
lista (entre paréntesis) de las distancias que debe seguir el ciclo basico. Al correr
SPIRC, la tortuga viaja hasta que completa la figura; si csta no regresa a la posicion
original, la tortuga viajara sin fin y el procedimiento se debe abortar.

Antes de centinuar con la discusion de la aplicacién de SPIRO. veamos la
belleza y diversidad de figuras dibujadas con SPIRO:

/_ﬁ

SPIRGI045{1234a3) SPMROIGT2[L 234 SR 109 232 51

209



o

SO W0 #1234 .5) SPRCICSO[12343-8) SPIRG 06D 2 3436-7)
SMRO 0401 IL -1-1LZ .22
SPIRD 160 (1274 . 24.25]

SIL-3-MdaL 4 ALl

& 2SN
E /

SPINGIG T IR 1901000 SMROC IDIC{TES 432 1 OLOL IL2L SPIHO 1043[1 1030010001000
1001314) 4L 5L oL TLL 12 1agialil
ity
1 ’ |
SMKOI101L23{1 1010210901000 IPRO 1035{1020-10201G-20] SIIRG 1O 36 (1 1160 14 ¢ L6LAOL Ot Ot
1001&11) L oG L, OF O DL UL
1nannan|

21n



SPIRO 16 501 1) SMRO 001221} SPIRO 1090[3 2332 1]

SHROIDW[IIH!)!II SPIRO GG (1234534321}

-

SPFIRC IO [1236568654321)

SFIRDIO&D[1234 5] SMROIOSI[ICIELIILITEETL)
SPERO IO &3 [§2 3 & .5} SPIRO J04Sf1-1 01111 -b 1Lkt SPRO Y0 Jar[ 1) L BN -TF

211



La idea detras de SPIRO, o sea comenzar con un conjunts simple de
instrucciones y experimentar con él, fue la base del estudio disefiado, en parte la
idea wtilizada por el profesor Fisher fue para involucrar a los estudiantes en un
proceso de hacer matematicas. El coleccionar datos y trabajar en pequeiios grupos,
no solo fue para disefiar las preguntas de la investigacion, sine que también
muchas de las ideas matematicas faeron descubiertas.,

Los primeros pasos del estudio fueron la elaboracién de varias preguntas
relacionadas con espirclaterales y el procedimients SPIRO y la busqueda de
respuestas a estas preguntas.

Algunas de las pregunias fueron:

1.- Si mantenemos el angulo constante, ;como afectan los cambios de la
{LISTA] en la el resultado de las figuras espirolaterales?

2.- Si mantenemos la [LISTA) constante, ;como afecta el cambio del
angulo de entrada en el resultado de las figuras espirolaterales?

3.- ;Cuadndo las formas espirolaterales completan figuras y cudando crean
figuras que no cierran?

4.- ;Qué impacto tienen los niameros negativos y el cero cuando se
incluyen en las listas de valores?

5.- ;Quéimpacto tienen los gires hacia la izquierda sobre la espirolateral
resuliante?

6.- Espirolaterales sorn dibujados generalmente en el sentido de las
manecillas del reloj, otras veces en el sentido contrario de las manecillas del relo;j;
ipuede determinar cuando ocurre cada una?

Se comenzd con la primera pregunta con un giro constante de 902,
aproximadamente una semana fue dedicada a experimentar con SPIRO y escribir
un lista de cbserveciones, la mayoria fueron acerca de la idea de encontrar si la
tortuga regresaria al inicio o no.

La segunda semana se trabajd con las observaciones. Después de probar
algunas de las observaciones y discutir sugerencias, una nueva tarea fue disefiada
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para la siguiente semana: escribir conjeturas acerca de SPIRO relacionadas con las
cbservaciones. Esic fue un trabajo interesante porque fue el inicio de la tarea de
“hacer” matematicas.

A pesar de que el segundo reporte tenia conjeturas incorrectas, fue una
sensacidn agradable el saber que las matematicas pueden ser agradables e
interesantes. Fue interesante ver como el papel del maestro no ¢s el de sentarse y
ver como el aprendizaje se realiza, sino mas bien guiar y dar sugerencias,
aumentando en estz forma los limites intelectuales e imaginativos. El maestro fue
un modelo de aprendizaje quien estaba dispaesto a experimentar toda la emocion, el
trabajo, y el esfuerzo que acompafian un aprendizaje profundo.

Méas preguntas y nuevas ideas fueron discutidas para ser trabajadas
durante la siguiente semana para ayudar a darle forma y redefinir las conjeturas.

El trabajo se convirtib en un enfoque donde:

(a) habia preguntas para guiar y estimular el pensamiento,

(b) discusidn de maneras de usar Logoy SPIRO como un instrumenta de
aprendizaje,

(c} trabajoindependiente para encontrar respuestas,

(d) reuniones semanales para transformar y reordenar informacion,

{e) nuevas preguntasy mdés trabajo independiente,

{fi encontrar modelos para desarrcllar conjeturas,

(g} mas trabajo independiente, nuevas conjeturas,

(h) usode la teorias matematicas apropiadas para probar o descartar las
conjeturas.

Algunas horas fuercn usadas interpretando las conjeturas, y dandoles
significadc. Fue un trabajo de decidir cuales conjeturas eran falsas para luego
corregirlas. Al final del proyecto fue la primera vez que se erapleo la pizarra para
hablar de la matematica apropiada, algunas ideas fueron discutidas sobre teoria de
nimercs y divisores miltiples comunes, al igu-al que ideas sobre geometria,
circulos, y angulos inscritos.
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CONCLUSIONES

Se concluye este reporte diciendo que la parte mas importante de este
proyecto fue encontrar como Logo puede crear un ambiente donde el aprendizaje
puede llevarse a cabo, el ver como las computadoras pueden ser utilizadas como un
herramienia para el descubrimients, el tener la oportunidad de hacer matematicas.
Como Fisher y Jones (1987} dicen”...comenzar con el germen de una idea,
desarrollarla, hacer definiciones y conjeturas, y finalmente decidir la validez de las
ideas. Esto es lo que cada matematico hace...”

Este es un enfoque que abre nuevas puertas para paises como Costa Rica,
donde mucho esfaerzo y equipo es utilizado para ensefar Logoy su filosofia. Es una
manera de atilizar Logo para el descubrimiento, Logo como una herramienta para
resclver problemas que puede crear un ambiente de aprendizaje, mas alla de la idea
de utilizar Logo tmicamente para aprender los comandos y escribir procedimientos
para hacer disefios graficos.

Esta experiencia es una muestra de que Logo es mas que un lenguaje de
computacion. Es un medio para una meta educativa de aprender como pensar y
resolver problemas. Esta construido scbre una filesofia educativa. Lo que Logo

ofrece es una manera excitante de lograr una dificil, pero tal vez la mas importante,
meta educativa.
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"MATEMATICA PARA LA FAMILIA", EN EL CONTEXTO DEL DESARROLLO DE
LA SOCIEDAD LATINCAMERICANA

Prof, Jeannette Barrantes M
Prof. Ana Teresa Hidalgo M,
1.T.CR

Se presenta una experiencia educaliva gue forma parie de una investigacién
crieniads a la elaboracién de un proyecte alternative, basado en el programa
“Matematica para la Familia” de la Universidad de Berkeley, California pero con
experiencias mas adecuadas ¥ representativas del contexto nacional ¥ regional, y en el
masrco de recursos de que dispone la realidad jatinoamericana.

De |la mano de las politicas nacionales vigentes, este provecio preiende incidir
cerieramente en el desarrollo de una actitud familiar sobre el aprendizaje de las
maiematicas, que redunde en bencficio de los costarricenses del ano 2000 peor medio de
una comprension detenida de las matema3aticas en sus diferentes aspectos,

EL PROBLEMA Y SU IMPORTANCIA

La influenacis queo sobre la cnsefianza de las matemdticas ha tenido la vision
racionalisia de estas, se manifiesta por la aplicacion estricta, dogmdtica, memoristica de
contenidos programadticos alejados de ia realidad del alumnpbo. todo esto agravado por un
simbolismn o lenguaje abstracto que a veces dificuita la comprension. Mids a0n, se
agrava ésto por la poca o nada consideracion del desacrolio biclogice ¥ psicologico del
estudianies.

Cabe resaltar como consecuencia fundamental e inmediata, el temor de la gente por
ias matemiticas y por todo lo gque se relacione con elia.
Todo esto lieva a:
1. Una concepcién de gue las matematicas no sirvoen paca la vida,
Una incapacidad de la gente de interpretar &1 medio.
Bajo rendimiento en matemadticas en el colegio.
Mala preparacion a ia hora de ingresar a las instituciones de ensedanza superior,
Evasion a las carreras que tienen muchas matemadticas. Sobre todo este fenomeno se
da en las mujeres.

bl ol

6. Desercitn de los estudiantes universitarios de ios cursos de matemiticas v por ende de
Iss carreras que tiencn mucha matematicas.

7. Todo esio proveca un vacio en ciertos campos del desarrollo donde son cada vez
menes las personas (sobre todo mujeres) interesadas en incursionar a traves de

profesiones u oficios que requieren de ias matematicas.
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Toda esta problemética planteada, se ha convertido en los 0ltimos afios en uno de los
mas seri10s problemas de la educacién a nivel mundial.

Se hace necesario erradicar ef temor z las mateméticas sustituyéndolo por un
"pensamiento matematice” entendiendo éste como una actitug, sine de propensida a las
matematicas, por lo menos de no zechazo y de aceptacion, Este "pensamiento
matemdlice” es necesario para contabilizar, madir, comparar. explicar, ordepar,
optimizar, deducir y organizar fenémencs de muy diversa indofe que le permita al
bombre interpretar, criticar y transformar el mundo que fe rodea, en un mundo doade
la cienciay la tecpologia avanzan a pasos agigantados,

Muchas respuestas se ban dado en diferentes paises a esta problemitica, entre Ias
que s encuentran congresos, curses de capacitacién, investigaciopes, seminarios,
abocados a analizar la situacién y propones cambios en el sistema de ensedanza
aprendizaje. En Costa Rica se han dadc también diversas respuestas a traveés de
instituciones interesadas, y algunas tesis que coadyuvan a definir el probiema.

Cabe citar la que dicra la Comisidon "Mujer y Ciencia® def Ministerio de Ciencia y
Tecnologia, abocada a difundir, fomentar v dismitificar, la insercion de la mujer en los
diversos campos que propone e! 'Programa de Popularizacién del Plan Nacional de
Ciencia y Tecnologia®. Esta concciod y se interest, en traer al pais tres especialistas del
programa de "Matemaética para {a Familia” de la Universidad de Berkeley, California,
quienes realizaron un primer taller en enero de 1989,

Creemas que este paso es fundamenial pues abre una perspectiva de solucion desde el
hogar v la familia que es la base de la sociedad y permite rescatar dos aspecios
fundamentales:

1. replaatear unadiferente relacidon de mutua ayuda enire padres e hijos. ¥

2. tener acceso 4 una gran parts de Iz poblacién activa del pais para ayudarles a
interprelar a través de las matemitices un medic nueve ¥ cambiante,
transformiadose dia a dia por los avances ciontificos-tecnolégicos.

Dicho programa de Berkeley, California, se bssh on I8 creencia de que si se puede
involucrar a los padres de familia con sus Lijes en actividades matemiticas divertidas y
Gtiles, 12 actitud de los mismos padres heacia las matemdlicas cambisria teniende un
efecto directo y mas prolongado sobre los hijos.

Después de participar en ese primer taller quedamoes muy motivadas para realizar un
taller semejants on Costa Rica. pere incluyendn juegons y experiencias desarrofladas y
probadas en diferentes regiones de nuestro pais que hablan sido dirigidas a maestros
para que elios ias desarcollaran en el aula con sus alumnos.

Estas actividades sablamos que formabap parte de un programa del Trabajo Comunal
Universitario de la Escuela de Matemadtica de {a Universidad de Costa Rica. dirigido por el
Dr. Bernardo Montero, el cual parte de un principio basicoe, cual es, hacer mas agradabis,
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adecuado a las necesidades inmediatas y sobre todo a los del medic nacional el
aprendizaje de las matematicas.

Con o3lo se gestd una investigacion orientada a ia c¢laboracién de un proyecto
alternative, dirigido a las familias, con experiencias mas adecuadas y represeniativas del
contexto nacional y regional y en ! marco de recursos de que dispone ia realidad
latinoamericana.

Se discii6 dentro de esto un taller con ias caracteristicas senaladas que se desarrollo
en el [TCR como un proyecto de extension que presentaron {as autoras a traves de fos
departamentos de Matematica y de Psicologia y Orientacidn de dicha institucion. Esto con
la debida asesnria del Dr. Montero

Dicho taller se realizéd durants o3 meses de octubre y noviembre de 1989 en la Ciudad
de Cartago en las instalaciones del ITCR y con los materiales y el aporie de dicha
institucidén.

Posteriormente realizamos otro taller en enero del presente anc como parte de los
cursos libres que imparte el ITCR en los meses de verano. Cabe scialar que los
especialisias de Berkeley de nuevo por la gestion de la Comision Mujer y Ciencia,
regresaron al pais en febrero del presente anc a realizar un segundo taller. esta vez
integrando un programa de "Ciencias para la Familia”. Participamos de nuevo en esta
actividad v luvimos la oportunidad de exponer nuestra expericncia. El intercambio con

dichos especialistas fue y sigue siendo muy enrigquecedor para el proyecto descrito.

EXPERIENCIA CONCRETA

La ejocucién del proyecin consistié en la realizacién do dos grandes tarcas: se
eiabors un banco de actividades para el aprendizaje de las matematicas considerando el
aporte brindado por los profesionales de Berkeley y por el Dr. Montere. Posteriormente
se realizaron los dos talleres ya mencionados.

Se invito a participar en ¢3tos, a las familias do los funcionarios del ITCR y 3¢ les
pidi¢ como unico requisilo que tuvieran hijos cursando primero, segundo o tercer grado
de la Educacion General Basica. Dicha invitacion se hizo por medic de una circular que
se incluyo en el periodico oficial def ITCR.

Para definir las actividades que sc desarrollaron, se consideraron los siguicntes
Llemas: artimética. geomelria, probabilidad y estadistica, medicion, esuimacion.
calculadoras, razonamiento logico. oficios y profesiones.

De acuerdo a las actividades programadas se slabor6 una lista de todos los maileriales
quc sc nccesitarian y se abocéd a la consecucion del mismo. Se tratd de utilizar material
de bajo costo y facil acceso. para la ejecucion de las diferentes actividades

Los talleres se llevaron a cabo en seis sesicnes de tres horas de duracion cada
una,una sesitén por semana En dichas sesiones, los padres junto con sus bhijos realizaban

una scric de actividades quec lepen como objetive desarrollar destrezas olilea co [a
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resolucion de problemas y lograr un mayor entendimiento de las matematicas por smedw
del "juego” entre padres e hijos.

Para realizar los talleres se conld con dos aulas grandes y un vestibulo, en [as
instalaciones del ITCR.  Diches lugares se acondicicnaban de tal mapera gue se
percibiera un ambiente malematico. por ejemplo se pegaban cartelopnes con
pensamientos alusivos a 1a ensenanza aprendizaje de las matemdticas, se ponia una
grabadora con cassetles que conliznen canciones con temas matemdticos, como es la
cancion de las tablas de mulliplicar. Asimismo para todas las sesiones se organizaron
BXPOSiCiones que consisten en actividades cortas dispuesias alrededor del auls o
vestibulo, con instrucciones sencillas que se explican por si solas, que brindan a la
familia la oportunidad de aplicar destrezas y estrategias para la resoiucion de problomas
en una stiuacion mis independiente y espontinea.

Ademis de esto, se trabaja con grupos de familias desarroliando una variedad de
actividades de diferentes temas o oien de un solo tema. Dichas actividades se les
presontuban a las familias con las respoctivas instrucciones, para que s guidamonts Loy
padres y sus hijos las realizaran.

Al finalizar cada actividad se les pedia a las familias que pensaran y anaiizaran sobre
las destrezas y estraiegias que habian utilizado para resolver ol problema. Se procuraba
que quedara bien claro, tante en los padres como en los nifios, el concepto maizmatico
"presente” en cada actividad.

Se planted como meta guiarlos hacia sus propias soluciones y estrategias
puntualizando siempre iz importancia del proceso v no el simple hecho de dar una
soiucibn correcta.

At final de cada sesion, los padres de familia, ¢n un pequefio instrumento que se
elaboré para este fin. evaiuaban las actividades,

SECTOR O GRUPO QUE PARTICIPO EN LOS TALLERES

En el primer taller participaron quince funcionarios del ITCR, es decir, t3 famibas
de funcionarios.

De ostas familias, once residen en {a ciudad de Cartago y cuatro en s ciuded do San
José.

El grupo total estuve constituldo por 13 adultos, v 16 nifios. Por lo gemeral s& rraiabs
del papd 0 la mamd y su hijo o hijos y en minorie, la familia compieta. es deci: papa
mamd e hijos.

De los adultos, nuove sucn mujeres y 3cis varones Con respectn & b esvelnridsd.
participaron adultos que tenian primiria completa hastd otros que Leniag uoivey siaa:d
compleia
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Dada esta escolar idad. sus ocupaciones son muy diversas {reemas que !a escolaridad
de los padres, asi como SU OCUpAcion, DO e5 un requisita para participar en un taller de
"Matematica parca la fanlia”

Con respectn & los nifos que participaron. ocho cursahan primer grade cuatro
segundo grado ¥ ura quints grade Del total de nifns siete son varones y nueve son
mujeres,

En el segundo teller participaron 6 familias Se pididp como requisito que los ninos
estuviesen £n ercer grado a fin de homngenizar el grupo respecto al conncimienin de la
matematica por Ins niAos, 3 niA0s asistiernn con la madre y unw cop un tio

Una madre era maestra, el tio estudiante universitario de Historia v el restn amas de
casa,

Tampoco fué obstdculn la escolaridad y ocupacion para el desarroilo del walier

RESULTADOS

Para los efectos de recoleccion de infurmacion se utilizaron dos encuestas v la
ohservacion del desempefin ¥ conducta en general de las familias, en sy participacion en
las diferentes sesiones

Una primer encuesta se aplico a los participantes antes de iniciar el taller con el
objetive de conocer ia opinidn de los mismoes sobre aspectns relacionados con las
matematicas v su aprendizaje, que pecmitiera caracterizar en parte a dicha poblaciwn.
Una segunda encuesta se aplicd al finalizar el talier con el objetivo de conocer la
opinion hacia el tal'er ¥ la influencia del mismoe en su actitud hacia {as matematicas

Principalmente. de los resultados de esta segunda cnocuesta aplicada a los adulios, se
hara mencion en este apartado asi como de las observaciones recogidas en las diferentes
Sesiones.

La opinidn sobre ol taller por parts de todos los padres que participaron, fué dada en
terminos muy positivos. Lo consideran muy bueno y muy interesante. Manifiestan que
despiecta el entusiasme y la motivacion hacia las matemdaticas Consideran ademas que
de esta maners se disfruta de las matemdticas y les permite comprender la relacion que
esta tiene con los problsmas de ia vida cotidiana

A s mayoria de los padres les gusto todas las actividades que sc realizaron en las
diferentes sesiones. Algunos manifestaron su preferencia por las actividades de
estimacién los tangramas juegos de estralegias juegos de fracciones unidades de
medida, cubos, juegos con palillos las actividades de calcule v la actividad de las
profesienes

i0s padres opinan gque las actividades se ajustan al programa de tas escuelas, [lenan
una deficienca de la ensefanza actual v gque se trabaja con un material que se puede

adaptar de acuerdo a los niveles de los nigos
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Las actividades desarroltadas en cada sesion. Fueron practicadas en la <asa per ia
mavoria de las tamilias solamente dos de estas dijeron no haberlo hecho Agunos
compartieran los (uegos cop otros miembros de la familia v con algunos niaoes de ja
vencimdad para este vulizaban las hojas de 1nstrucciones que se les brindaha al t nai de
CAJA SELIDD

lin aspecte muy importante a considerar es la necesidad de que las familias
relacionen las matematicas con las expeciencias de la vida cotidinnas por esta razon 5@ {es
pulic a los padres nombrar en la encuesta final afgunas avuvidaddeyr doe fa vida famitiar
Qe lengan que ver ¢ng lEas mate maticas

Con respedts al pumern de seswnes que se desarruliaren los padres en =i bolalidad
cunsideran que an fueron suficieates Manifiestan que (es hubwera gustadn realzac max
acuvidades en mavor numery de sesiones

I'n aspectn muy tmportante que se cnnsidera para evaluar los resultados del talier. es
la actitud hacwa las matematicas por parte de los nians v s aduites despues Jde haber
particapade ©n el mismo

lgualmente se tnma eo cuenta fa relacion padre Do en esie proceso  En este <€ i
Ins padres de familia opinan que despues de haber participado &0 el talier han notado
un cambio de actilud ¢n ol momento de avudarle a su hije en las lareas de matematicas
La mayoria manifiestan que se sienten mas tranquilos ¢on mayor seguridad e interes Je
avudarles Se han sentido con capacidad de  “bajar al nivel de sus his  al resoiver sus
dudas Estw ultimo In expresan los padres que son profesinnales

So sienten mejor padres mas utiles y manifisstan ademas que las vivencias del taller
les permiun mejorar la ¢nmunicacivn con sus hios Los padres vierun c<oon
complacencia el haber podids parucipar junio ¢nn sus hijes de esta experiencia va gue
{nos acercn mas. los pudieron observar en el procesn de aprendizaie ¥ tuviernn ia
posibilidad de conncer aspectos de sus hijns que antes 0o conncan

Astmismn. manifiestan notar un cambio de actitud en sus hijos hacia las tucens
¢xamenes de matematicas  Ya los nifios. dicen. no requieren de presion para que hagan
sus tareas. estudian mas tranquilos ¥ van a los examenes menns nerviosns

Los padres manifiestan haber experimentado un cambio de actitud havia les
matematicas. le tienen mas confianza, las ven mds agradables bonitase interesantes

Pira concluir, creemos que esta €5 una inleresanie experencia que viale la pefa
intentar  Los resultados son muy halagadores par in que Ios instamos a intentar una
experienciy parecids  Los especialcstas en Berkelev tienen material a la disnnsiomnn as:
como un texte en espanol {lamado  Matematica pars s Familia Los mnstamnss »
contactarios

Nosotros modestamente virecemos ayuda tamhien con base en nuestra CRDET e N Cid {4

cual seguimaos desarrallando
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TRABAJANDO CON EL TECREMA DE PITAGORAS

Vieleta Brenes Castro/ Norma Camacho Ramirez
Escuela de Matemdticas/ Universidad Nacional
Heredia, Costa Rica

RESUMEN

El trabajo tiene como objetivo comprobar que el teo
rema de PitAdgoras, que tradicionalmente se demuestra
basdndose en 3reas de cuadrados, es vdlido si en vez
de estas dreas se utilizan 4reas de poligonos regula
res o de poligonos semejantes. Para esto se presen-
tan algunas comprobaciones utilizando diversas figu-
rag: tridngulos equiliteros, rombos, rectingulos,
triadngulos cualesquiera, etc. Para las comprobacio-
nes se utilizan elementos de la geometria euclidea vy

de trigonometria.

Creemos que es importante que nuestros alumnos adgquie
ran, por medio de este tipo de actividades, flexibili
dad en su pensamiento matemdtico, algo que no debe

perderse de vista en nuestra labor de educadores.

La actividad estaria al alcance de alumnos de und@ci-
me afio de secundaria y del primer curse de Geometria
Universitaria en adelante. Esperamcs sea de interés
para los profesores de secundaria, principalmente y

en general para todo especialista en enseiianza de la

Matemidtica.

El teorema de Pit&goras es uno de los descubrimientos mis interesantes
la historia de la Matemitica y, aunque tradicionalmente se le atribuvye
Pitdgoras, se sabe gue los babilonios vy otros pueblos de la antiguedad

tenfan conocimiento de &1.
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Ademids de tener miltiples aplicaciones se presta para ilustrar el hecho

de que 1vs teoremas de Geometria se pueden demostrar de diversas maneras

v siguiendo diferentes caminos, va que se conocen cientos de demostracio-
nes de esle teorema. Tradiciopalmente se le ha demostrado, con mayor o
menor grado de abstraccidn, basindose en el hecho de que el Area del cua-
drado construido sobre la hipotenusa del rriidngule rectdngule es igual a
1a suma de las Areas de los cuadrados construideos sobre los catetos del
mismo. La mds antigua que se conoce es la presemtada por Euclides vy esta
basada eu Areas, como lo son en general todas las pruebas de este teorema,
va que la mayoria se basan en las propiedades de las adreas y en especial

en ei area del cuadrado.

Yeamos a continuacidn la demostracidn dada por Fuclides.,

En un tridngule rectingulo ACB, rectfngulo en €, se construyen cuadradoes

sobre cada une de los lados del mismo, como se muestra en la figura 1.

F
/
/
/ G
/
E 4
= /
-~ /
~ D //
.4 /
ST~
l / B figura 1
- H C
T I
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Sea Ei'i_EEl Se tieme que A E:] ADKF = 2A A CAF pues comparten la base
AF vy la altura AD; de igual manera A 3 EHCA = 2A A FAB.

Tenemos ademAs:
m ¥ EAC
m ¥ CAD

(ambos son la suma de un &ngulo recto v el ¥ CAD).

m ¥ FAD, va que ambos son rectos

m ¥ CAD v wm ¥ EAB = m I CAF

It

Por otra parte: EA = AC v AB = AF ¥ya que son lados del cuadrado

EHCA vy [CJ ABFG respectivamente.

Por lo tanto A EAB = A CAF por lado-angulo-lado, entonces AL ADKF =
A I £HCA pues A [J ADKF = 24 4 CAF = 2A & FAB = A L] EHCA.

Del misme modo, usando 1la figura 2 se demuestra que A'E:]KDBG = A_[ZECBIJ

F

H T N figura 2
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pues A [ ] KDBG = 2A A CBG v A U CiJB = 24 A AJB

entonces:

& ] KDBG = 24 A CBG = 24 2 AJB = A U\ CIJB.

Concluimos entonces gque
a U aser = a UJ eac + & L1 CIIB, es decir

¢ = b% + a2

Nos preocupamos ahora que sucederia si se hubiese trabajado con otras fi-

guras geométricas en tugar de cuadrados.

Este trabajo tiene como objetivo presentar algunas pruehas, a nivel intui
tivo y geométrico, que ponen de manifiesto que el teorema es vialido si se
utiliza cualguier peligono regular en lugar de cuadrados v aun mids, si se
utilizan poligonos semejantes. Creemos que es importante que el alumno
adquiera, por medioc de este tipo de actividades, esa flexibilidad en su

pensamiento matemitico, que no debe perderse de vista en nuestra labor de

educadores.

Vamos a comenzar poniendo de manifiesto gque el Area del tridngulc equila-
tero construido sobre la hipotenusa de un tridngulo rectingulo es equiva-
lente a la suma de las Areas de los trifngulos equildteros construidos so

bre los catetos del mencionade tridnguloc rectangulo.

Tomaremos como un hecho, en &sta y en las comprobaciones que siguen, el
hecho de gque en un tridngule rectingule cualesquiera el cuadrado de 1la
longitud de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las lon-
gitudes de los catetos (versidn del teorema con Areas de cuadrados).

Sea A ABC rectidngule en C y sean A] = A A ABM, A, = A 4 CAL ¥

A3 = A A BCS, las areas de los tridngulos equilateros construidos sobre

la hipotenusa v los catetos del tridngule, como se muestra en la figura 3.
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figura 3

Sobre el &rea A;, dibujamos el &rea A,, {drea del A BDE) tal y &omo se

ve en la figura. Sabemos que A3 = a* /3 , BM = ¢, BD=Db, DM = ¢ - b,
4

EA =c-b, AM=¢c, DE=b y que m< MAE = 60°, probaremos que el drea
del trapecio AMDE es igual al 4dvea del triZngulo equildtero de lado a,

con lo cual tendrfamos A; =~ A; + A3, como queriamos poner en evidencia.

Sea EI 1la altura del trapecio AMDE; como este trapecio es isdsceles,

AT = AM - DE - C

- b ¥ entonces
2 2

- /3(c-b)2 -
EI = v(c-b)? - ¢ EEE )2 = éigzbl“' = Ls_ﬁ%_ii y el drea del trape
l/-3- (C'—b) 3 2
cio AMDE (c#p) . RS (2
5 4
. 2
c?2 - B2 = a? , entonces A £0 AMDE = 2 fg = Ay

Para comprobar el tecrema con exdgonos regulares tendriamos que
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6 A1 = 6(Ax + A3) o sea 6 Ay = 6 Ay +6 Ay , es decir que el irea
del exagono regular construidc sobre la hipotemusa de un tridngulo rec-
tidngulo es igual a la suma de las Areas de los exAgonos regulares cons-

truido sobre los catetos del mismo.

Veamos ahora qué sucede si tomanos Areas de trifngulos isdsceles semejan

ces.

figura 4

P

Sean los tridngulos isfsceles: & BMA, A APC y A CRB. Como estos tridn
gulos son semejantes, sus dngulbs son respectivamente congruentes. Llame
mos m ¥ BMA = m ¥ APC = m ¥ CRB = 2a . Sean ﬁﬁl, ﬁﬁz v §ﬁq, las res-
pectivas alturas de los tridngulos isbGsceles, sobre las respectivas bases
de les mismes c, b y a, como se cbserva en la figura 4. Estas alturas
son biseectrices de los tridngulos y asi m ¥ BMH; = m ¥ APH, =

m ¥ CRH3 = o . Construyenfio el tridngulo isGsceles A APC (= A BDE) so
bre el A ABM, tenemos que

A A ABM = A A APC + A f/~ AMDE (o bien A &4 ABM = A A BDE + A/ AMDE).
51 comprobamos que A7) AMDE = A 4 CRB, tendriamos que el drea del trifn
gulo isdsceles construido sobre la hipotenusa del trifngule rectidngulo es
equivalente a la suma de las Areas de los trid&ngulos isdsceles construidos

sobre los catetos del mismo, siempre que dichos tridngulos sean semejantes.
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Sabiendo que, en el tridngulo isdsceles la altura sobre la base es tam-

bi&n mediana, tenemos que AM = —c s DE = AC = r——EL~3 EA = ¢ - b
2 sen o 2 seny

ET = {c - b)cos a, ya que m } EAT = iﬁg—%—g—g = 90 - o v
sen(90 - @) = cos o, entonces:

[ < b ] (c - B) cos «

2 sen o 2 sen o J° c? - b2) cot
A/ AMDE = 5 - 4 i =
peroc A A RBC = EEL%—BEE- ¥y BC = a, RHj3 = E—E%E—E-, entonces

a a cot o
a A RBC = i 2 = a?cot g vy como c? - b2 = z2 , tenemos
2 4

A/_MVAMDE = A A RBC, que es lo gue queriamos demostrar.

Sabemos que los poligonos regulares, para n = 3, n=4 v nu= 6, donde
n representa el ndmeroc de lados, cumplen con lo que nos hemos propuesto,
(qué decir para los poligonos regulares de n = 5,7,8,9, ...? cada uno
de estos poligonos estd formado por n trifngulos isdsceles congruentes
entre sI y a la vez semejantes conm los construfdos sobre la hipotenusa y
los catetos del tridngulo rectingulo y asi:

nTy =n(T +T3) =nTp +n Ty, para n = 5,7,8,9, ... , donde Ty,T7 ¥
T3 representan dreas de tridngulos isdsceles semejantes de bases ¢, b

¥ a respectivamente.

S1 n > = tenemos circulos de diZmetros ¢, b y & ¥y por tanto la pro-

posicidn tambi&n es vilida para estas figuras.

iQué decir ahora sobre las Areas de los recténgulos semejantes construi-

dos sobre la hipotenusa v los catetos del tridngulo rectidngulo?
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Rz ¢ ~
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L o
v .
; N
R‘3 d ‘y
4 x
z b - .
figura 5
a q i &

¥ Ra M

P O
Sea R; = A IIABMN, Rz = A[3 ACPO v Ry = 4 3 CBRQ, las dreas de los
rectdngules semejantes construidos sobre la hipotenusa v los catetos de
un tridngulo rectdngulo. Como los rectidngulos son semejantes tenemos que
c X . [ X b ¥ .
SLX (. £2X 2= 2 - ¢, = b, CB = a,
b}_( az()yazia),aondeAB e, AC = b a

AN = %, OP = y, CQ = z, y los &ngulos serdn congruentes, todos ellos son
anguleos rectos. Se construye sobre el rectdngulo de Area Ry, el rectan-
gulo de 4rea Ry; , como se observa en la figura 5. Verificaremos que el

drea restante es equivalente al 4rea del rectingulo denominada Ra.

Como A L3 ACOP = A L JBSVT, la figura restante seria el poligono SANMTV,

cuya drea de acuerde a la figura 5, es: (c - blx + (x - v)b, pero por

b . - 5

(1) v = —%—, entonces area poligono SANMXC = (¢ — b)x + b{x -~ Ezﬂ =

2 2e 12 . _ =2
thbx+bx_}@_1=£_x__ﬂb_z=(52_5’;£=£,Yaque

c < < 43

a
a2 = ¢2 - bZ, pero Ry = az y =z = *%— per (2), entonces
ax a’x . -

Ra = a . = = o > que es lo que queriamos demostyar.
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Verifiquemos ahora que si construlmos rombes semejantes sobre la hipote-—
nusa y los catetos de un tridngulc rectingulo, el Area del rombo construl
do sobre la hipotenusa es equivalente a la suma de las &Areas de los rom—

bos construidos sobre los catetos.

2]

figura 6

Sean S3i, 83 y S3 las dreas de los rombos semejantes construidos sobre

c, b y a respectivamente. Comprobaremos que S1 = 8, + §,.

Construyendo 83 sobre S;, como aparece en la figura 6, comprobaremos
que el Area restante es equivalente al Area-del rombo de lado a. De a-

cuerdo a la figura 6, el area de la seccidn (1) es c¢(c - b) sen 2 o v

el Area de la seccidn (2) es blec - b) sen 2 @, entonces el drea restan
te es dasen 2 o — bt sen 20 — b2 sen 2 a = (dl - 52) sen 2 a = a? sen 2a.

Ahora bien como 83 representa el &rea del rombo de lado a, seri equiva
lente al producto de las diagonales de dicho rombo dividido por dos y por
ger este rombo semejante a los otros dos, sus dngulos son respectivamente
congruentes con los de estos. Tenemos asi el rombo de lade a, represen—
tado en la figura 7, tiene diagonales D v d respectivamente v ¥ s

de medida 2 o tal y como se indica en la figura 7.
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figure 7

Por propiedades del rombo sabemos que sus diagonales se bilsecan ortoganal

mente v son bisectrices de los dngulos del rombo, por lo tanto:

5 N 2a cos a . 2a sen « halsenncosa =
D= 2acoes a,d=2a sena y Sg = 5 = >
a2 . 7 sena cos n = asen 2% , que es lo que queriamos demostrar.

Pasemos ahora a estudiar ;qué sucede si se construyen triingulos enales-
quiera semejantes, sobre la hipetenusa y los catetos de un tridngulo rec-—

tangulo.

Sean A1, A2 v A3 las dreas de los triipngulos semejantes tal y cowo se

indican en la figura 8. Comprobaremecs que A; = Ap; + Ag.
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Por ser los triangulos semejantes sabemos que:

C X c X hx ax -
— == v que - = -, de donde + = "= | =z = v adenas
b v a z c c
bx ax
hy = x sen a, hy = ¥ sen o = —o Sen &, hs = z sen o = - sen . donde

¢, b, a, x, v, z, hy, ho, hsy son lados y alturas de los 3 tridnpgulos

prapuestos.

bx
b . sen o
< 2
CX Sen 2 , hex sen o
Por otra parte A] = =, Ap = 2 = 5 v
L a b
A A, = Cx sen 3 bax sen 1 _  (c? - b¥)sen v sere c- - b2 = a-
T. - 2 QC 20 ¥
a? sen o
entonces A ~ Ay = T+ .
e
a . ax
—  sen o
a ho c a° sen o .
Pero por otra parte Ay = S = 7 = -—F—— , es5 dexir
£ g
Ay - A2 = Ay lo que significa que A; = As + A3, o sea gue comprobamos

nuestra proposicién.

Ahora bien, ya que todo poligono se puede dividir en triangules, es decir,
se puede triangular, si trabajamos con peligonos semejantes &stos se po-
dran triangular en triidngulos respectivamente semejantes v por tante pode
mos extender nuestra proposicidn de modo gue: el Area de cualquier poligo
no construido sobre la hipetenusa de un trifngulo rectangulo es equivalen
te a la suma de las Areas cde los poligonos semejantes al primero, censtrul
dos sobre los catetos del mencionado triidngule. Esta propesicidn es vali-

da ailn para poligonos no convexos.
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De esta manera el estudiante llega facilmente a 1a generalizacidn del
teorema de Pitigoras, logrando asi adquirir destreza e interés para gene

ralizar otros teoremas de Geometria, tan importantes como el teorema eg-~
tudiado.
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Métodos Numéricos en Secundaria

Carmen Ma. Gonzalez Argliello
Lscuela de Matematica,/ Universidad Nacional
Heredia. Costa Rieca

REGUMEN

Se desea mostrar la factibilidad de incorporar
ciertog métodos numéricos en los Planes de es-
tudio de III y IV Ciclo de la Educacién Media,
ya sea en la disciplina de Matematica o en los
cursos iniciales de Computacidn.

Por todos es sabido 1la utilidad de la computacién en todas
la actividades de nuestro mundo actual.

La ensefianza es un Area del saber que no s6lo hace uso de la
informatica para su gquehacer, si no que es la responsable que el
conccimiento de la misma se dé.

En particular el Ministerio de Educacidén Piiblica de Costa
Rica, a2 través de la Fundacién Omar Dengo, estd promoviendo pro-
gramas conducentes a que estudiantes de pPrimaria y secundaria se
inicien en el campo de la computacién.

Ante esta situacidén se hace inminente una revision inmediata
de los contenidos programiéiticos que en la actualidad se desarro-—
llan en el &rea de matematicazs en loe niveles antes sefialados.

Concretamente considero que en el Plan de Estudios de 111 ¥
IV Ciclo wvigente,ciertos tépicos podrian desarrollarse en una
forma mas integral vy quizid hasta mas agradable =i se incluyeran
algunos métodos numéricos, que no s6lo estuvieran al alcance de
ja madurez intelectual del estudiante, 21 no que le permitieran
resolver computacionalmente problemas matemdticos sencillos a los
cuales tendria que enfrentarse con bastante regularidad.

A mi juicio el alumno de este nivel estaria en capacidad de:

— Aproximar ceros de funciones realeas de variable
real mediante los métodos de biseccidn, secante ¥y
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régula falsi.

- Evaluar poliinomios mediante el algoritmo de
HBrner.

- Resolver sistemas de ecuaciones lineales de orden

no mayor gue tres, por el métodoc de eliminacion
gaussiana.

- Aproximar funciones mediante polinomios de grade
no mayor de tres, mediante el polinomic de Newton.

Eventualmente i el alumno tiene los conocimientos previos
necesariocs, especificamente los relativeogs 3l cdlculo diferencial
.e integral, estaria en capacidad de:

-  Aproximar los ceros reales de una funcidn por el
algoritmo de Newton.

~- Calcular la integral de funciones sencillas por
los métodos del trapecico, punto medio y Simpson.

Si los té6épicos anteriores no fuera peosible incluirlos en los
codntenidos programaticos gque establece =1 MEP para las lecciones
de Matemé&tica, bien valdria la pena tomarlos en cuenta al menocs
en las clases de Informédtica.

ADAPTACION DE ALGUNOS METODOS NUMERICOS AL NIVEL SECUNDARIO

real dada f, en donde su variable también es real.

Recuérdese que de acuerdo al teorema del valor intermedio,
81 £ es una funcidn definida v continua en un intervalo dado
[a,b] tal que f{a) ¥ f(b) =on de signo contrario, entonces existe
algin punto ¢ £ [a,b]l tal que f(c)=0.

Lo anterior equivale a decir gue si f(a)-f(b)% G, entonces f
pesee un cergo entre a y b.
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Interpretacion geométrica.

f{a) v £f(b) tienen el

mismo signe. Por lo tanto f no
necesariamente tiene ceros en

(a,b]

f(a)<0 y f(b)zQ. Como
fla). f(b) ¢
un cero en [a,bl

f(a)

-f(x0)% QO entonces no
Se garantiza gue exista un
cero para f en {a,%xo0] sino en
{xo,b]. £{x1).f(xc)s O por
tanto existe al menos un cero
en {xo,x1] v asi en {xo,b].
Notese gque Xo &8 un punto
medio de (a,b] v x1 de [xo,bl.

- = et - .

0, f tiene al menos

El método consiste en:

1.

Conaiderar el producto f(a).f(b). 8i f(a).f(b) > O
no se garantiza que exista un cerc en [a,b].

Si f(a) » £(b)% O se toma el punto medio m dei inter-
valo fa,b]l]. (Para obtener una primera aproximacién al
cero de f).

Si f{a)-f(m) £ O el cero se encuentra en el intervalo
fa,m]. Se toma el punto medico de este intervalo vy se
repite el proceso.

S1 f(a)-f(m) > O entonces f(m) - f(b) £ O v el cero se
encuentra entre m y b.
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Por medio de. este algoritmo se puede encontrar un cero de f

con una exactitud como se quiera. Aunque es muy lento respecto a
los otros mencionados, es el mas seguro.

ALGORIT™™O 1: Método de bisececidn para

una exactitud de n
cifrag significativas.

Dada una funcidn continua en (ao,bal y tal que f(ag).{(b)4d
Para m = 0,1,2... hasta donde |Xm-Xm-l<ig™?

Si f(am). f(xm)} & 0, tomar am-i=am, bm+1=Xm.
Si f({am). f(xm) > 0, tomar am+1=%Xm, bm+1=bm.

Entoncea £ tiene una raiz en el intervalo [(am+i.,bm+1] con
una exactitud de n cifras significativas.

Ejemplo 1:
Aproximar {2 con una exactitud de una cifra significativa.
51 x=/2 entonces x¥=2 y x*-2=0.

Por tanto nuestro problemsa me reduce a rescolver la ecuacidn
f(x)=%*~-2=0 con una exactitud de una cifra significativa.

Observemos que:
1. £ ea continua en K.

2. En el intervale [1,2} tenemos que £C1) . F{Z2Y£ 5, de
ahi que exista un cero en [1,21}.

3. Sea ag=1l, bo=2. Luego:
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a)d Para m=0

ac + bo 3
g = @ ————————— = ———
2 2

flao) . f(Xo) = -1 « ¥ £ O

Por tanto existe una raiz en {1,3/2]. Sea aiz-aox=l; bi=3/2==xc

Como !%o-x1!=0.25>10—1 debemos continuar

f(1). f(5/4) = (-1) .(~-7/18) 2 ©

Por tantc existe una raiz en [5/4,3/2]. BSea a=zz=5/4=x3;
bz=3,/2=b1
c) Para m=2
5/4 + 3/2 11
KR = —w—mwmrm———— = ————
2 8

Como |xi-xzi= 1/8 = 0.125 > 0.1. Debemos continuar.

El proceso terminard cuando |¥m—¥m—-1) < 0.1

nomiales.

Con mucha frecuencia se pregenta la situacidén de tener que
evaluar polinomios en puntos que son dados. El objetivo es hacer
esto tan eficiente como sea posible. El método de Hbrner que a
continuacidén me explicita permite la evaluacidén de polinomios
satisfactoriamente.
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Considérese el polinomio P{(x) = anx™ + ... + &1¥X + ao
en donde ant0 v at€R ¥ie{l,...,n}.
Deseamos hallar Pi(z).
Si se efectlGan todas las operaciones indicadas en la expre-
s5ién dada para P(x) al evaluar P{z) seria necesario calcular los
{n+l) términos geparadamente vy luego sumar. Esto significa 1la

operacionalizacién de n adiciones y n(n+1}/2 multiplicaciones.

En cambio si se escribe P(x) por la expresién equivalente a
la anterior:

P(x)= ao + x(ai+ x{az + ...+ X{@n-1 + Xan))...)})

al hallar P(z) se necesitaran tinicamente n adiciones ¥yn
multiplicaciones.

El siguiente teorema justificard adn mas el algoritme en
cuestidn.

Teorema:

Dados P(x) = ao + aix +...+ anx» con an¥ 0 y el
nimeroc real =z entonces existe un polinomioc dnico Q(x) de grado
n-1 tal gue P(x) = Q(x)(x-z)+bo en donde bo< IR,

En particular P(z) = bo.

Prueba:

S5ea bn= @an y para kX = n-1,....0, sea bx-ax + Zbx+1.

Entonces Q(x) = ba + b2x + ... + bpxn—1 cumple las condi-
ciones del teorema.

En efecto

ba + Q(x)(x-z)

= ba +(br +bax + ... +bnxn-1)x —(bi +b2x + ... +bnxn-1)z
= (bo -brz) + (b1 -b2z)x + ... + (bn-1 —bnz }xn—1 +bnpxn

= ap vaiX+. . .+an-1x0-F +axn

= P(x)
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La Justificacidn

para la unicidad se da por medio del algo-
ritmo de la divisidan.

OChsérvese que en particular P(z)= bao

ALGORIT™(O 2: Método de Hbrner para evaluar polinomios

Dades los n+l coeficientes ac,...an del polinomic P(x) y el
nimero =z=.

Tomar bn =an

Para k=n-1,...;0, tomar bk =ax +zbk+1

Entonces bo es el valor de P(x) en x==z.
El algoritmc anterior se

podria entender mejor mediante el
siguiente esquema:

An an-1 an-2 . . . %] Z
an anz+an-1 bn-1+an-z - . -aaabn P{z)=bo
|| | | /

b bn-1 bn-z . . . bo

SOLUCION DE RCUACIONES POLINOMIALKS

Si el algoritmo anterior se repite para los coeficientes,
bx, k=0,...,n 8ae obtiene el wvalor clzP'(z)

De esta manera podemoe determinar aproximaciones a un cero
de P mediante el método de Newton gue dice que: una aproximacién

al cero de una funcidén f a partir de una primera aproximaciétn Xm
a dicho cero viene dada por

Xm+1 < Xm - ——————-

241



como se ilustra en la siguiente interpretacidén geométrica:

a [ i
;—///xz/:! xhb

Sin necesidad de conocer la teoria relativa a diferenciacidn
de funciones, el alumno de secundaria podria aproximar ceros de
funciones polinomiales mediante el siguiente algoritmo:

ALGORITMO 3: Método de Newton para hallar ceros reales de
polinomios.

Dadoa los n+l coeficientes aoc,...an del polinomio P(x) vy
un punto inicial =xo.

Para m=0,1,2,... hasta donde !Xm —Xm+1! < 10— hacer:

Tomar z=xm , bn=an , Cn=bn

Para k=n-1,...,1, tomar b = ax + zZbx+1
Ck = bk + zZox+1
Tomar: bo = aoc + zba
Tomar: Xm+1 = Xm - bo/c1i

Entonces Xma1 es urta aproximacidén al ceroc de P(x).



Esquema para el cdlculo manual de los coeficientes bn, Cn,b
bx, ¢cx con ke {1l,...,n-1}

an adn-1 . . . az az ao z
bn ban-1 . . . bz b1 bo Ly F(z)
Cn Cn~1 . . . cz c1 P (z)

~_ 7

donde los bk, ck se definen como en el algoritmo 3,
¥k, kX <{0,..:n}

Consideremos ahora la siguiente situacién:

Digamos que Xm+1 = az. Si en particular se desearan hallar

otros ceros reales de P se aplica el algoritmo anterior al poli-
nomio

Bajo el supuesto de que un cero de R(X) es asz,

de nuevo
aplicamos el algoritmo 3, en este caso a la funcidn

(x—az) (x~a1)({x—ag)

para hallar un cero de S(x) y en consecuencia de P(x); y asi
sucesivamente.

Ejemplo: Al aplicar £l algoritmo 3 a la ecuacidén polindmica
P(x) = x® + x - 3 = 0, encontramos que una aproximacién a la
unica raiz real de P(x) es =xz= 1.21341 (correcta hasta por lo
menos cinco cifras significativas).
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Tal como 8e procedidé anteriormente se pueden adaptar algo-
ritmos tanto para la solucidn de sistemas de orden 3 por medio
del método Jordan—-Gauss, como para la aproximacidn e interpo-
lacidn de funciones por el polinomic de aproximacidn en su forma
de Newton de grado preferiblemente no mayor que 3.

Si el alumno tiene las bases suficientes para desarrollar
loa temas antes expuestos y se cuenta con los recursos materiales
para hacerlo, por qué negarle a este alumno la oportunidad de
formarse en el apasionante mundo de los métodos numéricos.
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El Calculo de Probabilidades en la
Ensenanza Media

M.3¢c. Victor MHedina Barén v Lic. Hermes Brenes Barrantes
Eacuels de Matemdtica
Universidad Nacional

RESUMEN

Pregentamos algunas ideas para desarrollar el Calcule de Probabili-
dades & partir de los primeros niveles de la Educacidn Media. justificando
su estudio a dicho nivel desde distintos aspectos. También sugerimos una
metodologla que, basindose en la experiencia concreta por parte del

alumno, e gule en la- formacidn vy deearrollo de su propic marco tedrico-
conceptual .

INTROGDUCCILON

El estudioc de cualquier rama del saber corresponde a
necaesidades de tTipo priactico y /0 intelectual. enmarcadas
dentro del ambitce sccloecondmico del individuo. guien las va
creands de acuerdo con su funcidn vy objetivos propios como
ser social .

Ur adulto puede decidir estudiar una o varias areas del
saber, va sesa porque desea mayor comprensidn de algin problema
concreto con el cual se enfrenta, para mejorar su estrato
sgoclial, para poder participar mas activamente del desarrcilo
de su medio ambiente u ctras razones. En resumen, tal persona
puede precisar con relativa facilidad sus intereses, justifi-
carlcsg ¥ en consecuencia contar con la motivacidén suficiente
Que le permita desarrollar una determinada labor intelectual.

Resulta claro gque para culminar con éxito cualquier
tarea, debe contarse con: un conccimiento bisico minimo,
alguna experiencia previa, un marco tedrico conceptual
apropiado vy los recursos fisicos corespondientes a la natura-
leza del problema en cuestidén. Asi. debido al rapido cambio
eccial en todos sus aspectos. el individuo hoy en dia se
enfrenta a problemas cuya cdmplejidad crece también acelerada—
mente. La dgnica accidén que hemoa tomade para capacitar en

forma sadecuada a las nuevas generaciones. parece ser la de
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iniciar su educacién formal a edades cada vexz mas tempranas,
PErc ese proceso se resiste al cambio. Es cierto gue se han
introducido modificaciones en algunos aspectos formales del
Sistema educativo, no todas afortunadas, pues la perspectiva
curricular no refleja los cambios ocurridos desde el inicio de
la revolucidn industrial hasta el presente, es més. podemos
decir que éste se ha empobrecido considerablemente durante el
transcursoc de los Gltimos veinte arios, sobre todo en aquellas
disciplinas cientifico~técnicas. Como resultado, encontramos
estudiantes apaticos, sin orientacién v frustradeos juntc a
educadores gue no logran interesar ni a nifios ni a jévenes en
el estudio de cierta disciplina, cuyos alcances e importancia,
ellos mismos= no logran entender.

Consideramos que estudiar el desarrollo histérico de
determinado campo del conocimiento, nos preoporciona lineamien-
tos metodoldgicos apropiados para el problema planteado
anteriormente. A partir de un marco tedrico-conceptual v
respondiendo a una experiencia concreta. surgen problemas para
1038 cuales dicho marco tedrico-conceptual resulta insuficiente
© inapropiado, siendo necesario ampliarlo y/0 mcdificarlo,
logrando asi un nuevo marco mas amplioc que, en general. no
solo responde al problema en cuestidn, sino a otras situacio-
nes (fruto de nuevas experiencias), a otros problemas, hasta
que 8e repita de nuevo dicho ciclo.

Podemos esquematizar este proceso evolutivo del conoci-
miento como sigue:

Mareo tedrico—conceptual —— expanﬂﬂuﬂa
—— OUeVvo BArco &xudm}ﬂmxmpnml-——-mmnaaeupmdemﬂks
—ampliacidpn y/0 correccidn del marco tedrico-conceptual — . ..

Un buen ejemple lo encontramos en el desarrollo de la
aritmética. El hombre. ante el problema de contar objetos.
comienza a manipular los nimeros naturales, conceptulizandolos
y descubriendo sus propiedades aritméticas (conmutatividad de

la suma, asociatividad. etc.), formando asi un marcgo tedrico
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que va ampliando y modificando de acuerdo con las experiencias
por €l vividas, asi por esjemplo, al participar en actividades
comerciales la suma le resultara insuficiente en problemas de
trueque vy eventualmente se verid en la necesidad de ampliar =1l
"gcampo" numérico natural, llegando a crear los enteros y
porteriomente los racionales.

Este esquema del desarrollo del conocimiento, sugiere una
metodologia que atn cuando se aplica en las primeras etapas de
la educacidn formal, pronto se abandona; invirtiéndose algunas
veces ¥ no respondiendo a ningdn esquema epistemldgico, la
mavoria de las veces. En el caso particular de la eneefianza de
la matemdtica, esta gltuacidn ha resultado en una "matemético-
fobia" casi general.

L.a ensefianza de la matemdtica a nivel secundario hace
énfasis en aspectos puramente operativos, que contribuyen poco
con la formacidn del joven ¥y debe tenerse presente que dado el
nivel de desarrollo tecnoldégico actual, taies destrezas tienen
poca importancia;: ademas, las oportunidades gque se le ofrecen
para aplicar su propio marco tedrico resultan ajenas a su
experiencia cotidiana, contribuyendo poco o nada al enriqueci-
mientc de dicho marco. No pretendemos que =me abandone la
operatoria, pero sl sefialamos la urgencia de un cambio
metodoldgico v curricular, donde los procesos de cdlculo sean
prarte de un marco tedrico mucho mids amplioc, donde no se
prohiba el uso de los recurscs tecncoldgicos existentes sino
por el contraric, ellos formen parte de las herramientas del
alumno, donde el aula sea un laboratoric en el cual cada
estudiante pueda crecer tanto conceptual como tedricamente y
donde la metodologia corresponda a algiin enfoque eplistemold-

gico bien definido.

CALCULO DE PROBABILIDADES
Expresiones tales como: "en la tarde wva a llover”,

“"ganaré en la loteria”. "hoy va temblar”, "creo gque obtuve 10
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en el examen” y muchas otras. afirman algo sobre la ocurrencia
futura de algin evento y que atun cuando en el momento de
emitidas no podemos calificarlas ni como verdaderas ni COmo
falsas, s5i las tomamos en consideracidn pues durante el
transcurso de nuestra vida se ha creado en nosotros cierto
criterio para 'medir” la wvalidez de tales afirmaciones. En
resumen, la Teorlia de Probabilidades no es ajena a nuestra
experiencia; los prondésticos sobre el estado del tiempo, sobre
los resultados del futbol, sobre la extincidn de una determi-
nada especie, los olmos y comentamos casi diariamente, lo cual
no debe sorprendernos considerando que la Teoria de Probabili-
dades hoy en dia, constituye una parte importante de 1la
fundamentacidén tedrica de gran cantidad de disciplinas
cientificas y practicas. Puede afirmarse que la Teoria de
Probabilidades es la rama de la matemiatica que abarca un mayor
campo de aplicacidn v como consecuencia de ello ae desarrolla
rapidamente.

No es solo por la importancia de la Teoria de Propabili-
dades, que proponemos su estudic a rartir de la ensefianza me-
dia; también hemos considerado otros factores tgualmente
inportantes, a saber:

Para iniciar el estudio del CAlculo de Probabilidades, un

marco tedrico-conceptual basico, solo consiste en saber

sumar, restar, multiplicar y dividir nimeros racionales.

Por ser la Teoria de Probabilidades familiar a la expe-
riencia del alumno ¥ dada su gran variedad de aplicacio-
nes, resulta relativamente sencillo poner en practica una
metodologia participativa, haciendo del aula un labo-
ratorio que le permita al educando ampliar dia tras dia

a
8U marco tedrico-conceptual.

Por Gltimo, la historia sobre el desarrollo del Calculo

de Probabilidades es facil de trazar y se ajusta perfen—
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tamente al aspecto epistemoldgico que segln mencionamos
antes, debe enmarcar a la metodologia. Problemas surgidos
de la experiencia relacionada con los juegos de azar se-
flalan los inicios del CAlculo de Probabilidades. Uno de
estos problemas planteado a Blaise Pascal, did origen en
1.654 , al fructiferc intercambio epistolar entre &1 vy
Pierre Fermat, en donde se establecieron los principios
fundamentales de la actual Teoria de Probabilidades.
Contribuyercn en sus desarrollos iniciales, entre otros.
Christian Huygens, Jakob Bernoulli y Abraham de Moivre:
estos dos ultimos sacan a la teoria recién formada de

su campo inicial de aplicacién, los problemas relaciona-—
dos con los Jjuegos de azar, contribuyendo en mucho al
desarrollo de la misma. En el siglo XIX, va el marco
tedrico-conceptual ha crecido considerablemente vy éste
comienza a aplicarse a una problemitica Imay wvariada,
dando origen a disciplinas nuevas como, Teoria de Erro-
res, Matemdtica Actuarial y Mecanica Estadi{stica. En

nuestro siglo ge destacan A. Kolmogorov, R. A. Fisher v

R. von Miees.

EL CALCUIO DE PROBABILIDADES KN SECUNDARIA

En éste apartado no pretendemos elaborar el curriculum
del Calculo de Probabilidades para el nivel medio”, pues a&ste
debe surgir de la interaccidn educador—-educando, modificando-
se, enrigueciéndose y adaptindose permanentemente a situacio-
nes externas de diferente naturaleza; soclo queremos establecer
lineamientos generales qug sirvan de guia para la estructura-
cidn de un programa sobre la ensefianza del Cadlculo de Probabi-
lidades a nivel de la educacién media ¥ que corresponda a la
metodologla indicada anteriormente.

Er. cuante a lo metodoldégico, debe buscarse que el alumnoc,
partiendo de experiencias concretas pase a la etapa de

conceptualizacidn y abstraccidn, la cual debe ser cuidadosa-
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mente planificada y contar con la supervisidn del docente,
fomentando siempre la creatividad, independencia de criterio,
critica ceonstructiva, desarrollar la aptitud lingufistica del
estudiante, ya sea en forma oral o egscrita y finalmente buscar
la integracién de las diversas areas del conocimiento que
posea el educando al momento de su instruceisdn.

El objeto de estudio del Calculo de Probabilidades es el
fendmeno aleatorio, fendmenos que pueden experimentarse
facilmente en el aula (lanzamientos de monedas, de dados,
Juegos de cartas, estado futuro del tiempo, ect. ), iniciandose
entoces el proceso de conceptualizacidn, cuya primera etapa
debe culminar con el discernimiento entre el fendmeno en si ¥y
2l resultado del mismo, y entre aguello que es aleatorio vy lo
que no. Es necesario deastacar la diferencia entre el logro de
un concepto v la definicién del mismo, correspondiendc éasta a
un nivel de abstraccidn superior que generalmente culmina una
etapa de algin procesoc cognocitivo ¥y no es determinante para
avanzar dentrc de dicho proceso. Podemos continuar, dentro de
la misma metodologia, hacia la conceptualizacidn de espacio
muestral y evento, relativos a un fenémeno aleatorio, para
enfrentarlos de nuevo a experiencias que los lleven a medir
en alguna forma la posible ocurrencia de dos o mas eventos vy
asi poder decidir en favor de algo establecido previamente .
Ahora estariamos a un paso del concepto corregpondiente a8 la
probabilidad de un evento, que en este nivel va pusede
abstraerse como la frecuencia con que ogcurre un eavento
determinado. relativa a las repeticiones del fendmeno
aleatorio en estudio. Al +término de este ©proceso, el
estudiante puede incrementar su marco tedrico-conceptual.
cuestionandose acerca de qué propiedades corresponden a tales
medidas de probabilidad.

Un primer cursoc, podria culminar calculando
probabilidades en espacios de resultados igualmente probables.

enfrentando problemas concretos en los que el estudiante
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aplicard los conocimientos adquiridos anteriormente, sobre
conjuntos ¥y operaciones con ntmeros racionales.

En un segundo cursco se desarroliaria el marcoe conceptual
v tedrico correspondiente a las wvariables aleatorias
discretas, buscando siempre 1a aplicacién del nueve
conocimiento a la resolucidn de problemas concretos. Podrian.
finalmente tratarse, sin mucha profundidad tebdrica perc con
una buena conceptualizacidn, variables aleatorias continuas y
ciertas aplicaciones del Calculo de Probabilidades a la
Estadistica.

Esta metodologia iria clarificdndose y mejorando a partir
de su aplicacidn sistemdtica en el aula, puesto que estaria
ahierta a modificaciones gque faciliten su adaptacidn al

dinamismo del procesc educativo.

CONCLUSIONES

Mejorar la actitud de los egresados de la educacidn
secundaria hacia la matemdtica, es una tarea muy importante.
Actualmente el Jjoven, al finalizar esta etapa, no logra
vincular la matemdtica con su experiencia inmediata, fruto de
una metodologia gque no proporciona claridad conceptual, ni la
integracidn del conocimiento en el educando., pues su énfasis
estd en lo operacichnal y en aplicaciones triviales, ajenas a
eu realidad . Resulta urgente un cambio metodolégico en la
engefianza de la matemdtica a nivel de la educacidn secundaria,
que ademads de desarrollar destrezas operacionales en el
educando. promueva su desarrollo intelectual, gue no congidere
el concepto comoc algo acabado, #ino teniendo presente gue éste
crece. se modifica v cambia conforme aumentan las experiencias
vividas.

Es necesario clarificar les cobjetivos gque el estudiante

debe lograr al término de la secundaria,
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ya sea qQue pretenca continuar en la educacidn superior o
incorporarse directamente al mercado de trabajo, dentro del
marco de desarrollo de nuestra sociedad actual.

Creemos que los entes encargados de la educacidén en el
pais, deben buscar prontas soluciones a losg problemas agui
sellalados, si1 no queremos depender cada vez mas de tecnélogos
y cientificos extranjeros y presenciar la ripida depreciacidn
de nuestros productos. -

La Geometria, El Cdlculo de Probabilidades v la Estadis-
tica, deben ser temas de estudio en la educacién media, pues
dada su estrecha reliacién con el mundo real, rermiten que el
estudiante pueda resolver problemas concretos con lcs conoci-
mientos adquiridos, enrigueciendo a la vez su marco tedrico-—
conceptual y mejorando su actitud hacia las disciplinas

matematicas y cientificas.
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FATRONES DE SOLUCION EN PRDBLEMAS MULTIPLICATIVOS:
TAREAS DE COMPRA Y VENTA.

Jenny Oviedo de Valerip, Zayra Méndez
Escuela de Matematica-— IIMEC
Universidad de Costa Rica

RESLMEN

Esta ponencia trata sobre algunos resul tados
relativos a los procedimientos gque emplean nifos de
7 a 12 aros, _al resolver problemas multiplicativos
tipo “"compra y venta®™. Es un avance de investi-
gacioén de un proyecto de investigacién gque
realizamos en conjunto un grupo de investigadores
de la Universidad del Valle en Cali, del IMIPAE en

Barcelona, y de la Universidad de Costa Rica.
Hacemos un analisis de los procedimientos empleados
por los nifos al resolver tareas tipo "Ccompra Y

venta', que sirve como base al disefo del programa
de computadora “"PROCECOMPY, con el cual se podra
anadlizar estos procedimientos en cualquier muestra
de nifios.

INTRODUCCION:

El proyecto “"Patrones de Solucién de ¥FProblemas FMulti-—
plicativos Simples en Nifvos de 7 a 12 afnos®™ gue realizamos n
conjunto con investigadores colombianos y esspanoles, tiene

come objativos:

a)l Frofundizar en 1 ctonocimiento de la manera como ios
Nnifros resuselven problemas de tipo multiplicativo.

b Explorar en una poblacion de 7 a i2 anns ufa
jerarquia gendtica en los procedimientos que =1 nirno emplea
al resclver problemas multiplicativos.

c) Determinar la relacitn entre los procedimientos que a1
nino emplea para resolwver los problemas multiplicativos y 1los
diferentes contextos experimentales.

Nos interesa profundizar en el estudio de groblemas
multiplicativog, es decir, aquellos en cuya solucibétn a=e
requiere una @ varias multiplicaciones © wuna o varias
divisiones, por considerarlos fundamentales en la matematica
escalar, 2l ser la base de muchos otros conceptos
matematicos, como son: areas, fracciones, potencias, etc.

Como seguidores de una pedagogia construcctivista,
consitdaramaos que el aprendizaje no debe consistir en una
capacitacion del individuo para hacer simples retenciones de
los conoccimientos, sineo que se e debe proveer de situaciones
y experiencias que favorercan la construccibdn de estos
conocimientos. Consideramos, en particular, =TET) la
enseranza de la matematica debe centrarse en brindar al R O T
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la poeibilidad de construir patrones y relaciones y no s6lo
insistir en el aprendizaje de procedimientos mecanicos,
memorizacitn de tearemas y definiciones, que la mayoria de
los alumnos ng comprenden, caon lo cual 5 ejercita la
memoria, pero no la "abstraccion reflexiva® {Piaget, 1979 },
base de la construccidn de las estructuras mentales

Investigaciones precedentes realizadas bajo una
perspectiva construcctivista (Gomezx Granel 1987, Morens 1981)
han demostrada que no hay una correspondencia entre las
estructuras de los problemas matematicos que se presentan a
los ninos vy las estructuras mentales del Nnifng. La
matematica escolar tradicional ignora este hecho, pPuUues no
toma en cuenta las slaboracionesz mentales del niro que
imponen, seqan una jararquia genética, distintos niveles de
asimilacién y por epnde de cosprension, ante wun mismo
problema.

£l desconocimiento de las elaboraciones mentales del ninAo
an 1a pedagogia matematica tradicional, &S Causa de
conflicins tanto para 2l alumsno que se siente obligado a
segulr el razonamiento adulto, caong para el maestro que se
siente i1mpotente para motivar a sus estudiantes a aprender
matematica.

Creemos que la practica de solucibdn de problemas, debiera
teaszr un lugar preponderante en la matematica escolar, ya que
con elloe sa logra alcanzar sos de los objetivos primordiales
del aprendizaje de la matematica: desarrollar el razonamiento
del nifRo vy proporcionarle instrumentos intelectuales para
resolwver prablemas.

Sin embarga, wveamos lo que afirman Block, Davila y Martinez
(1970 3 en su 1nvestigacion sobre algunas concepciones de
magstros de  primaria frente a los procedimientos de sus
alumnis al resolver problemas: “"En general, tiende a des-
tacarse wuna concepcidén pobre en la resolucién de problemas.
l,.a sobravaloracitn que los maestros hacen de la aplicacién de
algoritmos, les lleva a pasar por alto uno de las objetivos
MAasS importantes de los problemas en la escuela: que los
alumnos aprendan a canstruir estrategias de resolucié6n”

Dada 1l1a tmportancia de la matemAdtica en el desarrollo

cientifico y tecrolébdgico de la sociedad moderna, es
imprescindible romper con estos esquemas de ensshanza que par
décadas han demostrado ser tan estériles. De ahi la
relevancta de estudios, como £l gque aqui se presenta, en
donde s busca conocer cOmo una  muestra  de escolares
rostarricenses, colomblanns y espanoles de 7 a 12 awnos,
resuelve detarminados problemas maltiplicativos. Creemos
qua los resultados de esta investigacidn seran un aporte a la
teoria construcctivista del aprendizajse y brindara

informacidn que puede ser de gran valor pedagbgico

En el proyecto que estamos realizando, se amnal:izan tareas
carrespondientes a los tres tipos de problemas wmultiplicati-
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VoS, que rasuslven los niros en la escuela pricaria vy que,
segin Bedoya (1989, potr su estructura matemdtica, se pueden
clasificar en: problemas tipo transformacisdn lineal, tipo
Proporcicnalidad v tipo producto cartesiano.

FROCEDIMIENTD ¥ METODOLOGIA

Se espera alcanzar los obhjetivos de esta investigaciotn,
analizando las conductas o producciones gestuales, verbales vy
Y 51 fuera necesario, escritas de los ninkos, ante tareas o

problemas multiplicativos diseradaos v saeleccionados
especialmente.

a) Fara determinar, =i existe, una relacién entre el nivel
de edad de los nifos y la clase de patrén de solucién

empleado, en la muestra se incluye niros de diferentes
niveles de edad.

lLlos problemas o tareas le ssran propuestos a los nifos  en
entrevistas individuales, las cuales seran filmadas patra
luego ser analizadas con todo detalle. Los nifos contaran con

material concreto para apovarse en la solucifn de las tareas,
=i es que lg necesitan.

b} Fara determinar si existe una relaciéon entre el contexto
exparimental y la clase de procedimiento de soluciGn, =1

contexto en los problemas se variara de dos maneras
diferentes:

1} usando diferente contenido de las tareas:

tareas de " mezcla", "pared® y de "compra—venta®
11) usando diferentes valores numéricos:
k = X, 7 vil)= v = X, &

TAREAS ANAL IZADAS:

En esta ponencia trataremos, s6lc los problemas tipo
transtormacion  lineal cuyo enunciado, desde wn punto de
vista matematico, es:

"A un ob Jeto cualquiera <+ se le ha asignado un
valor v = wvif). {Cual es 21 valor de una caleccién F. de
objetos semejantes?

Los esquemas cualitativo Yy cuantivo de estos problemas son:

Esquema cualitativo: Esquema cuantitavivo:
f =% v} I > wii) = v
Fk ——— » k ——— =

Analizaremos so6lo tres tareas forrespondientes a ests tipo
de problema y cuyo contenide llamamos "compra y venta y ia
variacion en el contexto la haremos variando los valores
numéricos de las tareas ( v{1) = 3, v(1) = 8, k = = y k = 7

Los enunciados basictous de estas tres tarwas son:
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Tareca #1:

51 un confite vale 3 colones, ccuanto valen 3 confites”
Tarea #2:

Gi un confite vale T colones, <cuanto valen 7 confites™
Tarea #3:

Si un confite vale 8 colones, Lcuanta valen 7 confites™

EFstas tareas @ problemas son presentadas a los nikos de 1a
siguiente manera:

i} Sz trataradn como una situacion de intercambio: el
entrevistador vende 1 pnifo compra. Los materiaies,
confites y monedas se intercambian en las manos o sobre  una
mesa, evitando hacer configuraciones gque sugleran al nirno la
forma de solucidn. Si el nivo necesita crearlas, se le
permite hacerlas.

ii} Se& le darad al nino la relaci1én: 1 confite vale vi{l}i,

v(l}) = v colones o pesos.
iiiy No se le dara al nifo 21 valor de ¥ (el numero de
confites en la ptra celeccidn). Los contites prescritos

para cada problema se pondran sobre la mesa sin mencionar la
cantidad.

iv}) Se le preguntara: Cuantos colones (pesos) debhes pagar
para comprar estos canfites?

v Cuando respondan la pregunta anterior, se les
preguntara: ilame hiciste para saber que necesitas @ colones
para comprar los k contites?

Conn basze en la fiimacién se sacara un protocolo o regastro
escritao, donde se detallardn las conductas ©  producciones

empleadas por cada nifo en la solucién de cada una las
tareas. En el protocolo se detallarid la secuencia  ordenada
de las actividades desplegadas por los nikros v debe
consignar, no solo que hace el niveo, sino también, cHbno lo
hace.

& partir del protocolo se elabora otro texto, donde sge
categorizan vy se describen en lenguaje  formal, todas las
actividades realizadas por 21 nifio para llegar a la solucién
del problema.

METODO DE ANALISIS:

Del analisis de este Gltimo texto, siguiendo el método de
los colegas colombianos Orozieo, Bedoya y Valencia (1989 v
comunicacion personall, se podrid i1dentificar los diferentes
grocedimientos que emplean los nikos para resolver las tareas

propuestas. A ~s5te andlisis lo llamamos analisis de  las
tarean.

Urazco (i990), Jdice: "Al analizar la producclén del nirkRo se
pretends ubicar las accienes u operaciones o relaciones  que
gensran los procedimientos. Cuandn se trabaja con niAos,
2llos pracesan &2n la "caja neyra’” la intormacidén gque se les
suministra. El investigador o el maestro no tienen accesaq
directo al proceso. El analisis de 1a producicidén  intenta
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desarticular la 16gica de la misma para inferir los procesos
pslicolégiecos que la posibilitan.”

Fara ahondar en el significado de la palabra procesos
empleada  en nuestra investigaciétn, veamos lo que FPascual
Leone (1988) nos dice al respecto: *Fara explicar 1la
secuencia de la computacitn mental y conectar los distintos
pasos que de hecho produce el comportamiento humano es
necesaria identificar procesos, capacidades mentales que son
estructurables y gue constituyen sintesis dinamicas que
producen comportamientos realmente nuevos en relacién con 1
repertorio existente.”

Entonces, Orozco (1990 afirmaz "Al hacer andlisis de
tareas, el marco conceptual que s& 2 Ccrea, permite al

investigador o maestro analizar la légica del procadimiento e
inferlir procesos.

Un método de analisis de las procedimientos de solucign de

la tarea, debe tratar de contestar a las siguientes
praguntas:

1— iGué hace el sujeto para resclver la tarea™

2- iCémo lo hace?

Z— iCluando lo hace™

£l meétodo de Orozco y otros, trata de responder a estas
preguntas considerando las siguientes etapas en el
procedimiento de solucian:
Etapa I: Obtencitén de datos.
Etapa II: Conservacién de datos.
Etapa 1II: Manejo de datos.
Etapa IV: Operatoria.

1- La obtencién de _datos considera dos aspectos: dqué
datos ocbtiene el sujeto? y {como los obtiene?.
1I- La conservacian de datos toma en cuenta , también, los
dos aspectos: équé datos conserva? y Lcomo los conservaT.
111—- El mansjo de_datogs toma en cuenta al tipo de manejo gua

le da el sujeto a los datos. El como maneja datos a25ta
referido a la relacién o correspondencia gue a1 nimo
estahlece entre ellos vy al tipo de manejo ya sea concreto,
visual o abstracto (utilizando la terminoicgia de las
categorias de Steffe (1990%:.

IV- a etapa operatoria, por Gltimo, analiza el tipo de

operacién aritmética que el nifo realiza con los datos para
obtener 21 resultado o valor de la incégnita, operaci1an  que

pusde consistir, en estas tairreas, an Una enumeracliin, una
adicidon o una multiplicacidén).

PRESENTACION DE RESUL TADOS:

Después de estudiar las producciones de los niros al
rescalver las Tareas 1, 2 ¥y 3 el squipo de investigacidn
costarﬁicense;\ con la colaboracién de la Dra. Orozco, hemos
encontrado, aue las correspondientes etapas del metodo de
an&alisis, deben estar descritas de la siguiente maneras
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ETAPA I: OBTENCION DE DATUS

PDBTIENE DATOS
GIUE COMOo

1—#+recio de un confite 1— Auditivamente
2—Frecio de un fontite y| 2— Serala contites, auditiv.

namero de confites.
3-0Otro tipo de datos I— Verbal.za, auditiwv.
4—- Enumera, auditiv.
5— Contando de dos en dos, auditiv
6— Otra manera

Frn la fase JCOMOD obtiene los datos? usamos terminos que
pasamos a definir:

Auditivamente, significa que el nifo obtiene ese dato por
parte del entrevistador, esta en el enunciado de la tarea,
par 1o cual, su manera de obtencidn es paor el sentido del
oido.

Senala, se refiere a la accidn del nifo que consiste en
tocar, mover o simplemente mirar los confites para saber
cuantos cnfites hay.

VVerbaliza, 85 la accién del nifRo que consiste en mirar los
confites v decir hay k confites.

Enumera, se refiere a la accidn del nirno que consiste en
tocar uno a uno a los confites y  asignarles ocralmente un
namero.

Se agrega como punto "6—3tra manera®™, para asignarle aesta
opcidn, al nifo que emplee oktra manera de contar los confites
difarente a las ya contempladas.

ETAFAII: CONSERVACION DE DATOS

CONSERVA DATOS

o HUE COMD
1- Precio de un contite 1— Correspondencia con monedas
2~ precio de un confite y 2— Correspondencia con dedos.
namerc de confites.
33— 0Otros datos 53— Correspond. con monedas,
mentalmente

4— Correspondencia con dedos,
mentalmente

5- Mentalmente

&— Otra manera

En esta fase de SCOMD conserva los datos?, emp leamos
algunos terminos que pasamos a aclarar:

Correspondencia con_monedas. se refiere a la accién del
nino que consiste en representar el precio v de un confilite
por medio de v monedas

Correspondencia con dedos, es la accitdn del nikrc que
consiste en representar £l precio de un confite con v dedos
de una o las dos manos.

Mentalmente: decimos que un nino conserva wun dato
mentalmente, cuando lo obtiene y opera inmediatamente con é&1l.
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ETAPA 11XI: MANEJO DE DATOS

MANEJA DATOES

QGUE . _ COMD
1- v monedas y confites 1- Correspondencia concreta
2- v dados y confites 2— Corresp. concreta-visual
Z- confites y v 3— Corresp. concreta-mental
4—- v monadas vy k 4~ Corresp. visual—-mental
5— v dedos y k 5— Corresp. mental
L~ v v k 6— Ofra manera.
7— otros datos

En esta fase de LCOMO maneja los datos?. decimos que la
correspondencia entre las v monedas y los confites es

concreta, cuando la acciéon realizada por el nifo caonsiste en
lo siguiente: toma un confite v le asigna v monedas, otro

confite y le asigna otras v monedas y asi sucesivamente hacsta
agotar los confites que se le dieron para calcularles el
precio.

La correspondencia es concreta-visual entre los v dedos Y

los confites, por ejemplo, cuando el ning trealiza la
siguiente accidn:s usa los dedos de la mano para agregar el
precio de un confite, mientras lleva la cuenta de los

confites a los que les calcula el precio en forma visual
{guiandose tal vez por el color de los confites).

La__carrespondencia es concreta—mental si la accién del
nifo consiste en conservar 21 precioco de un confite
mentalmente y tomar un confite y decir 3 u 8 (ol precio de un
confitel, sigue tomando wno a uno los confites ¥y adicionando
cada vez el precio de un confita.

La correspondencia s mental si1 el NniAo relaciona el
precio de un confite y el namero de confites {los cuales
conserva mentalmente) sin tener gque representarse esos datos
enr forma concreta (con dedos o con momedas o con los mismos
confites).

ETARFA 1V: OPERATORIA

DFERATORIA

i— Enumera

22— fAdiciona

3— Multiplica
4— Otra manera

PROGRAMA “COMPEA":

Tomandce como base la categorizaci6n gque hemos hecho de las
diferentes etapas del procedimiento de solucién para las
tareas "tipo compra y venta® y el programa de computador
"MULTIPATRONES”, <que nuestra colega colombiana Maria Eugenia
Valencia (1787, disend para analizar las tareas "tipo
pared"”, nuestro asistente en la investigacion, estudiante de
computacion Sergioc Campos, ha disefiado un programa de
computadora, "FROCECOMF", que esta en su fase de ajustes Yy
verificacion.

Este programa nos permitira arnalizar el procedimients de
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soluciftn empleado niko por niRo, comparar los procedimientos
empleados por cada nifo en las tres tareas Yy comparacr estos
procedimientas con los empleados por los nifios de toda la
muestra. Obtendremas, entonces el PATRON DE SOLUCIDN de cada
nino ante estas tres tareas, esto es, la descripcion de los
procedimientos empleados por cada nifo ante las tres tareas.

En la exposicibn pral de la ponencia mostraremos los cua-~
dros resultantes del analisis hecho utilizando el Programa.

Del analisis hecho hasta el momento, se observa una
Jerarquia genética en los procesos de solucibén que  emplean
los niRos al resolver este tipo de problemas. Al rasalver un
miamo prablema, los nivos de mayor edad presentarn conductas
mas caomplejas que los de menar edad.

También observamos, que la wvariacitn del contexto del
problema, usando valores numéricos pequefios y mas grandes,
provoca en 1los niros el empleo de Pprocesos de soluc:én
diferentes. Conforme los wvalores son mayoaores, el n1Ac
vuelve a presentar procesos de soluci6én mas elementales, Que
ya habia superado en la solucion de problemas con valaras
numéricos pequenos.
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SOBRE LA ENSERANZA DE LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS. IDEAS DE

METODO
Angel Ruiz Znfiiga
Escuela de Matematica
UOniversidad de Costa Rica
RESCGMEN

En este trabajé se busca establecer criterios de
método sobre 1la ensefanza de la historia de las

matepaticas. Para esos efectos se afirma la
necesidad de conectar los estudios de la educacidn
matemitica, de 1la historia y fileosofia de las
matempsaticas, ¥ de 1las mismas matemsiticas. EI

trabajo plantea la necesidad de la superacion de 1la
estructura lideoldégica gque ha sido dominante en
torno a las matematicas.

América Latina se enfrenta en la actualidad a un importante
reto. La dotacion de una decigiva infraestructura
cientifico-tecnologica capaz de Tfecundar el progresoe de las
naciones ¥y los hombres que vivimos en este subcontinente. Se
trata de la ruptura con las trabas estructurales de origenes
politicos, econémicos, culturales, sociales, etc. , que han
determinadc wun reducido porcentaje de hombres de ciencia ¥
tecnologia ¥y de recursos -en general- destinados a estas
actividades. No se trata de una situacidén supersble a partir de
solamente cambios en las relaciones econdmicas o politicas
internacionalesn, sinoc de una en la que las transformaciones
culturales y las actitudes ¥ voluntades de nuestras comunidades
intelectuales pueden Jjugar un papel muy importante. Es en este
contexto en el gque debe inscribirse toda discursidén sobre una
estrategia de la ensefianza de la Historia de las ciencias ¥y de
las matematicas en particular.

Ea posible gue el estudio (y desarrolloc como disciplina) de
la Historia de la Ciencia ¢ de las Matematicas en particular eea
en i misma wuna fuente especial de satisfaccidn intelectual. Ha
s8ido el placer de la busqueda del conocimiento en 8i misma una
caracteristica de buena parte de nuestra historia y mas que eso
tal vez constituya una importante conquista yv diferenciacion de
la condicidén humana, 31 e8 que podemos hablar de alge asi. Sin
embargo, la actualidad de la realidad de 1a situacidén que vivimos
en nuestros paises exige la buasqueda consciente de las
dimensiones practicas, atiles, de impacto social, en la
determinacidén de una estrategia para la ensefianza de la Historia
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de la Matemidtica.

Se trata de encontrar la insercidén de esta disciplina en los
dispositivog que apunten al progreso cientifico-tecnoldgico
¥y cultural (asi como. desde otro punto de vista, politico e
ideoldgico) de nuestras naciones. Aparte de la funcidén posible
en la recuperacién de un patrimonio e identidades culturales, la
Historia de la Matematica como disciplina debe encontrar su mejor
orientacién en el desarrollo de las Matematicas ¥ especialmente
en la Ensefianza de las mismas en nuestros paises. En la practica
matemdtica la historia es un factor esencial de comprensgidn de
sus conceptos y métodos, de sus perspectivas, sus limites y sus
posibilidades; un instrumento valioso para la determinacidon de
estrategias colectivas de evolucién consciente ¥ adecuada a
nuestras condiciones y recursos. FEn la Ensefianza, aparte de gue
esta c¢onecta ya en s8i intima y dialécticamente con la practica
“"constructiva”, se vincula directa y activamente en la
edificacién de 1la infraestructura cultural matematica
indispensable para un importante salto cientifico-tecnolégico.

Pero no se trata solamente de un razonamiento localista de
adecuacioén, rentabilizacidn, de recursos ¥ condiciones ‘a
objetivos de progreso. Lo cual ya es en s8i un punto de partida
basico. S5e trata también de una orientacién que posee una gran
riqueza metodoldgica y epistemolégicamente. La comprensidon de la
naturaleza de las matemAticas y de la historia de estas encuentra
un extraordinario territorio viviente de experimentacién, en
¢l cual es posible obtener importantes indagaciones reflexivas e
ideas repovadoras. Epistemolégicamente: gi  bien la logica
paicogenética es diferente de la sociogenética, nadie puede negar
el valor de las comparaciones que se prueden establecer entre
ambos tipos de procesocos de conocimiento-aprendizaje. La
investigacion epistemoldégica con base experimental en los
procesos colectivos de la ensefianza de las matematicas tendria un
importante lugar para su desarrollc. El rol de la enseifianza de
la historia puede ser en esto central. Los estudios de la pareja
soclogénesis-psicogénesis ampliada —segin mi opinién- mas alla
del marco piagetiano, pueden ser de gran trascendencia en la
teoria del conocimiento v de la ciencia. Lo cual dentro de una
orientacidén practica retroalimentaria el sistema en degsarrollo.

Ahora bien, 1la estrategia para una Ensefianza de la Historia
de las Matemdticas no puede partir de Premisas “objetivas",
"neutrales”, absolutas o verdaderas, susceptibles de ura
validacién experimental. A pesar de todos aquellor elementos
tedricos en los que grosse medo podemos afirmar como validos en
esto, la interseccién con la interpretacidén ¥y entonces, la
ideologia, no es vacia. Una discusidn sobre la {Ensefianza de la
Historia de las Matematicas) no puede obviar el territorio de lo
metodolidgico al menos s8i lo que se nretende es ir mas alla de 1la
simple actitud "anecdotaria™. La Ensefianza de la Historia de la
MatemaAtica encuentra un sentido importante, <¢omc deciamos antes,
en la Ensefianza, pero esta a su vez estd en relacidn estrecha
con las concepciones sobre la naturaleza de las matematicas
mismas. Es decir: La Filosofia de las Matematicas, las opiniones
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vy los criterios metodoldégicos que sobre su naturaleza y evolucion
ge tienen condicionan (han condicionado) su practica y su

,Cémo no condicionarian una estrategia de la Ensenanza
de la Historia de las Matematicas?.

Aunque creo gue a veces muchas discusiones sobre filosofia de
las matemiéticas han dado un “output” estéril, vacio, incapaz de
fecundar algo. (Y, ademas, afirmo que no es conveniente
concentrarse en este territorio) creo también que el
egclarecimiento filos46fico es esencial. No creo en aquella
actitud de algunos historiadores de la ciencia que levantan la

bandera del estudio de los casos “concretos”™, y condenan al
eetracismo la filosofia. i i

la Filoscfin de las Matematicas en wuna estrategia para la
Ensefianza de la Historia de las Matematicas. 5e¢ trata, no
obgtante, de una dimensidén integrada armcnicamente en un pProceso
mas complejo de acciones y desarrollos tedricos y practicos.

En este terreno-metodoldgico sugiero que una estrategia de la
Engefianza de la Historia de las MatemAticas, debe tomar como
puntos de partida esclarecimiento sobre ciertas generalidades
basicas sobre las matematicas. Esto quiere decir gque tanto en su

concepcidén como en los objetivos trazados deben jugar un papel
definido.

Veamos algunos de los temas gque deberiamos considerar:
(a) Rel . - : sti 3 ! ial ial.

Yo afirmo una visidén empirista de las matemAticas, pero de una
panera que no asuma un empirismo radical -a lo Mill- en la
comprension de las nociones matematicas. Se trata de entender
upa relacidén mutuamente condicionante entre los objeto vy sujeto

epistemolégicos. Es decir una interaccldn de influjos reciprocos
v cambiantes.

(b} Relacidn MatemAticas v otraps Clepncias.

Se trata de entender la estrecha vinculacidén en la evolucidn
tedrica e histérica de bastantes partes del conocimiento
cientifico, vy donde las matematicas, por su especificidad, han
Jugado papeles muy importantes.

(¢} Relacién Matemdticas e Historia humana.

Los vinculos comprensibles con los diferentes estratos de la
historia de los hombres. Muy en particular, comprender
Matematicas y Cultura. Una actitud adecuada en este terreno
permitiria comprender las matematicas de una manera mas amplia y
enriquecedora, asimilandc a estas resultadcs culturales que
miichas veces por su forma han sido rechazadas o subestimadas.

{d) Relacion Matematicas y abstraccidn.

Se trata de comprender el papel especial gque juegan las
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dimensiones abstractae en la evolucidén de las Matematicas, y cémo

en particular estas no corresponden a una naturaleza platonista
de sus entidades.

Para enfrentar la discusién en eatas dimensiones es necesario
comprender la estructura de la ideologia sobre las matematicas

que existe. 0 mejor dicho, de 1las ideologias que todavia
predominan.!

Epistemoldgicamente, para el racionalismo los criterios de
verdad Gltimos, terminan descansando en la mente. Kl sujeto,
entonces, s8e convierte en un productor de verdades infalibles y
absolutas. Esta mentalidad suele ir asociada, aungque no es
siempre asi, al platonismo. (1)

El racionalismo en parte tratd de ser combatido en el siglo
XIX por pensadores como M11ll, con una posicidén inductivista. Pero
esta a la larga terminaba s8iendo simplemente wuna posicién
simétrica; inversga pero simétrica a la del racionaligmo. (2) En
el empirismo inductivista de Mill la mente s8e reduce a una
prantalla de cera donde el objeto imprime sus huellas. Este
mecanicismo extremo no encontrd mucho eco, incluso entre los
mismo empiristas. El racionalismo ha sido una ideologia sobre la
naturaleza de las matematicas dominante desde hace varios siglos.

En el siglo XX y a partir de los afios 30, una nueva tendencia
filosdéfica +tratd de dar una respuesta al racionalismo. El
neopositivismo del circule de Viena tratd de salirse de 1la
encruct jada. 5in embargo, afirmando una visidn que le negaba
contenido material, contenido factico a las matematicas.(3) Las
matematicas no se referian ya al mundo sino que eran reducidas en
Gltima instancia a lenguaje y sintaxis. Se trataba sin duda de
una visidn convencionalista.

Tanto el racionalismo como el neopositivismo han compartido
en el fondo la idea de que las matematicas son a priori.(4) Pera
hay mas. A la par de la visién racionalista ha cohabitado también
una visién tremendamente influyente sobre las matemdticas. Es
aquella que afirma de manera especial el papel de lo axiomatico,
deductivo, légico y formal en las matematicas. Es decir, aquella
que vista de manera extrema afirma un formalismo a ultranza en 1la
concepclén sobre la naturaleza de la matematica. En esta visian
unilateral se ha llegado a afirmar ircluso que la matematica es
en realidad la teoria de los sistemas formales {(Haskell Curry).
(5)

En sintesis: una mezcla de racionalismo vy formalismo ha estado
en la base de las visiones dominantes de la matematica en nuestro
siglo. EKs esta combinacidén ideoldgica la que ha hecho, por
ejemplo, gque la matemAtica pura se haya convertido en 1a
quintaescencia de lo gue se supone son las matematicas.

En lo que sigue voy a usar fragmentos de una conferencia que di

en el Segundo Congreso Latincamericanc de Historia de las Cien-
cias y la Tecnologia, Junie-Julio 1988, Sao Paulo, Brasil.
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Hablemos un poco -también- de la historia de las matemidticas

puras. La especializacién que supuso el giglo XIX en las
matemdticas fue un factor importante rara crear la base humana,
social, e incliuso metodolégica para el nacimiento de las

matembdticas 1lamadas puras.(6) A partir del siglo XIX surge una
nueva matematica contrapuesta con la de los siglos XVII v  XVIII
en la que se dan caracteristicas de mayor abstraccién, de mayor
peso de la ldgica. Contrastada esto, por ejemplo, con el pezo de
1a prediccioén en 1la matemdtica analitica de los siglos
antericres. Esta pueva matematica, donde se pierde la referencia
inmediata con la realidad empirica y natural, provoca la
geparacidn en la conciencia de los matematicos de lo gque deberia
ser la naturaleza de las matematicas. con relacién al mundo.

LLa matemAtica abstracta del siglo XIX genera la posibilidad de
especialistas trabajando en campos tremendamente abstractos de la
matemiatica, alejados de la aplicacién inmediata, alejados de una

gancidén veritativa, experimental, empirica. Esta situacidn va a
reforzar una visién de la matematica gue enfatiza lo abstracto v
deductivo. (7) Va a enfatizar al mismo tiempo el racionalismo,
pero, inversa y complementariamente, el racicnalismo y el

formalismo van a fortalecer en la vida v en la construccién
cotidiana de las matewaticas un énfasis en los aspectos mas pures
¥ mas abstractos. Las matematicas puras refuerzan al racionalismo
¥y viceversa. (8)

El giglo XX va a heredar esta visidén de las matematicas ¥ los
intentos neopositivistas van a ser incapaces de ofrecer una

alternativa diferente a ese paradigma. Es esta situacion
ideclogica de raciconalieamo, formaiismo v neopositiviamo
sintactico en matematicas 1o que va a estar presente, por
ejemplo, en 1las reformas de los afics 60 =n la ensefianza de la

matem&tica llamada moderna y que hoy sin duda podemos decir que
vive wuna crisis latente.(9) El nuevo nodelo de ensefianza de lag
matemadticas enfatizaba la teoria de conjuntos, las estructuras
algebralcas, 1la construccién abstracta. Todo esto contrapuesto a
lo intuitivo, a lo heuristico, a lo falible, a lo empirico. Eate
modelo hoy en dia se cuestiona en el terreno de los resultados,
de las bajas promociones, de la ausencia de una formacién
matemitica necesaria en Jla vida cientifico-tecnolégica de
nuestiros paises, de la insatisfaccién inexplicada de tantos
maestros y profesores de matemiAticaa.  Tampoco, hay que decirlo,
el rechazo emotivo que en miles y miles de joévenes encontramos
contra las matemdticas estd alejado de esta problemstica.

En los 60 esta ideologia penetrd en América Latina a través de
los textos traducidos, a través de los profesionales entrenados
en el exterior eam las nuevas ideas, a través de los programas de
ayuda cientifica de 1las agencias regionales (OEA, UNESCO),

etc.{10). Las elites de matematicos y educadores locales en
fgeneral se sometieron a las nuevas corrientesa que querian
modernizar la epsefianza de las matematicas y adecunarlas a los

nuevos resultados de ianvestigacion y a la revolucién electrénica
que se perfilaba derde entonces.
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El modelo planteado en Norteamérica y algunas partes de Ruropa

fue aceptado y, més aan, aplicado a veces de una manera extrema.
Estc 8e daba, pero como siempre gsucede sin dejar de producir
serias consecuencias. El exceso de formalismo y abstraccidén

inutil contribuyé a generar un proceso de alienacion de cultura y
de las posibilidades de un aprendizaje matematico basado en las
condiciones culturales locales. Es este tipo de alienacidén el que
rlantea Ubiratan D Ambrosio en su libro SOCIO-CUOLTUORAI, BASES FOR
MATHEMATICS EDUCATION, ¥ al que se refiere buemna parte de la
problematica que se recoge con la etno-matematica. (11)

Esta estructura ideocldgica ha tenido gran influencia en todo
el mundo y no solo en losg paises periféricos. Se ha convertido en
un obstaculo 8i se quiere general en el desarrollo positivo de

las matematicas. Pero especialmente en los paises de América
Latina, por la ausencia de una base auténoma de desarrocllo
cientifico—tecnolégico, por ausencia de una vinculacidn
condicionante de las matematicas v el mundo

cientifico-tecnoldégico y la industria y el desarrollo productivo,
es evidente gue el grado de influencia e inclusoc el dafio
ocasionade han sido mavores. Era mas facil gue esta ideologia
Pudiera integrarse, dominar e influenciar con consecuencias mas
dificiles de revertir en nuestros paises que en los paises
altamente desarrocllados, donde tuvo origen esta visidn.

Hoy en dia en cierto nivel de realidad los problemas del
desarrollo de las mateméticas en nuestros paises es una amalgama
del carécter periférico de los mismos y todas sus consecuencias,
con una presencia tremendamente enraizada y condicionante de esia
estructura idecldégica sobre la naturaleza de las matematicas.

Para poder romper <on este nudo de problemas es obvio
entonceg que al mismoc tiempo existen por lo menos dos niveles de
referencia.

Por un lado, todos agquellos gque corresponden a la ruptura
de las condiciones que provienen de nuestra historia como paises
periféricoa. De wuna manera general es el territoric de 1la

bisqueda de un orden internacional, econdémico, social, politico,
en donde las desigualdades se debiliten y sea posible mayores
niveles de afirmacidn de cada nacionalidad, de desarrollo,
progreeo y satisfacciodon de las necesidades en el sentido mas
general. Esto se refiere a la creacidén de una base 1industrial,
comercial ¥ productiva mas autdénoma ligada a las necesidades
nacionales, en condiciones mas ventajosas en el mercado
internacional, ¥y con una politica mas favorable, positiva ¥
colaborativa de los paises altamente industrializados. Significa
la construccién de una base amplia en la gque todas las
estructuras sociales, profegionales b 4 culturales puedan
participar de una manera mas positiva ¥y mas eficaz fremte a un
resultado general de la vida de estos paises. Esgste tiene un
cortedo de dimensiones econdOmicas, sociales, peliticas,

culturales, etc. Implica ascciones politicas v sociales.
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En particular, vy esto abre al miswo tiempo 1a segunda

parte de la orientacidén, en la ciencia lo anterior implica la
construccién de una politica cientifica adecuada. En las
matemadticas supone, en mi opinidn, romper o buscar la ruptura
con esa estructura ideolégica de racionalismo, formalismo ¥
convencionalismo sintdctico sobre las matematicas. Se irata de
romper con los consecuencias de esa sintesis de ideologia en  1la

ensefianza, en la construccion matemdtica, en la investigacidén, en
sus relaciones con la realidad.

Sin embargo, no basta el reconocimiento o el estudioc de
lo que sge afirma inadecuado para nuestro desarrollo. Tal vez
tenga razdn Hebe Vessuri cuando dice que los estudios sociales
sobre la ciencia nc deben identificarse con la construccion de
ideologias (12}, pero ya sea contenidos en estos estudios o no,
no es poaible para nosotros prescindir de la construccidn de
ideoclogias (entiendo este término como conjunto de ideas
articuladas de alguna manera, ¥ o <omo a veces se plantea como
falsa conciencia). Eso si apropiadas a nuestras necesidades.

Por eso es que yo me permito plantear, al mismo tiempo gue
la ruptura con un paradigma o un conjunto de ideologias sobre  1la

matematica, la necesidad de afirmar una nueva vizidén sobre las
matemdticas. Una visidon que permita dar de manera inteprada ¥y
global un marco de comprensidén tedrico al devenir y a 1la
construccidéon de la matemdtica en nuestros paises . Este marco de
comprens ion, egta nueva visidn filogsofica e ideoiogica
evidentemente no puede restringirse a un marco nacicnal, regional
o local, debe aspirar a ser una visién general, universal, sobre
las matemdticas. Pero en la cual, por su naturaleza y por su
nacimiento, por su origen, se debe estar altamente vinculado a

lags necesidades v a las condiciones de partida de estos propios
paises.

En este marco tal vez cabe con justeza la idea de D Ambrosio
de una compatibilizacién de formas culturales, integracidon entre
dos tipos de matematica (13}. Pero también, y de una manera mas
globalizante, se plantea aqui la indagacién Ffiloséfica mas

general. En este territorio, guierc afirmar com toda claridad v
enfatlicamente, gque la discusidn de naturaleza Filosdfica, es
decir, epistemoldégica y ontolégica, aunque no gea la Unica que

haya que hacer, Jjuega un papel importante dentro de esta
perspectiva general.

Para afiadir algo que considero importante: creo que esta
discusidn —aunque interdisciplinaria- debe estar ligacda
profesionalmente a las rwmatematicas v a su ensefanza vy a las
cienclias. Cuando se deja esta tarea s0lo a los filosofos
precfesionales se pueden provocar muchos problemas. Uno de los
principales defectos de los filésofos profesiconales que han
incursionado en la fileosofia de las matemiticas siempre ha sido
su desvinculacidén concreta con la practica matematica. Es decir,
wuchos £i1lésofoe que han tenido contacto minimoe o —incluso— nulo
con la matematica ¥ la ciencia, en ocasiones se atreven a
sostener sus posiciones v mus ideas como verdades ¥y c<criterios
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cuasi-absolutos (inciuso descalificando a 1log no filogofor
profesionales que hacen filosofia). Mo ea que log fildsofoe
profesionales no debhan participar de este proyecto, pero sus

aportes depen integrarse en la elaboracidon intelectual que se
produzca lizada a ias matematicas y s8u enselianza.

Existen dos defectos simétricos en esto. El de los matematicos
que  juzgan a la practica de 1a filogofia de las matemAticas -y
también a la historia de las matematicas- como palabreria sin
contenido y como una practica profesional sin valor; vy, por el
otro lado, el de los filosofos profesionales, que piensan que
sclo ellos estan capacitados para hacer filosofia (inclusoc de las
matematicag) y rapidamente descalifican los trabajos filosoficos
de matematicoes, que caracterizan de falta de preofundidad ¥
erroneocs, ceando no simplemente de resultados ignorancia
filogéfica. En Costa Rica hemos wvisto ambos defectos. Loe
matematicos -aungue con buenas excepciones- que han negado
espacio académico a la historia y la filosofia de lase
matemdticas; vy el fildsofo profesgional que se siente amenazado
profeesionalmente cuando matematicos invaden “"su espacio” cuando
hacen filosofia de las matemaAticas. (Algo asi se ha visto también
en relacion con la ciencia en general).

La realidad es gue al igual gque no basta hacer matemaAticas
rara conocer la reflexién que se ha dado durante siglos sobre
esta practica del conocimiento y tener una visidn amplia ¥y
profunda de las mismas, es cilerto también que quien no ha hecho
de la matematica su practica no puede tener mas que un acceso
indirecto a 1la misma, con lo que Bus juicies no podrian ser
seriamente fundamentades. Por lo menos en el caso del matemdAtico
gin formacidén filosdfica —-aungue sus ideas puedan llegar a ser
Ingenuas ¥ poco elaboradas— exliste un contacto directo con las
matemadticars que es esencial. Es interesante ver como tantas veces
la ignorarcia y los celos profeslonales s8e tratan de cubrir con
la mae deplorable arrogancia intelectual.

Eatos defectos s8olo se pueden corregir en la practica
interdisciplinaria colaborativa y respetucea.

Para una estrategia de Ensefianza de la Historia de 1a
Matematica que 8e afirma en las 1ideas anteriores, algunas
sugerencias practicas pueden ser muy fitiles:

(a) Es importante el fortalecimlento del trabajoc
interdisciplinario, no solo dentro de 1a comunidad de cientificos
naturales sino también los sociales (B8oclidlogos, antreopdlogos,
historiadores). Es necesario impulsar la creacidédn de centros on
institutos que involucren la ensefianza, la filosofia v la
historia de las matem&ticas.

{b) La eacogencia de los temas de trabajo deberian partir de

las tematicas y los problemas medulares planteados en la
enseflanza de las matematicas, o en la practica propiamente
matemat.ica (esto Gltimo obliga sin duda a un manejo de las
matematicas recientes muy desarrollado). Puesto en general: 1a
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buse de eescogencia en el presente que aparte de Tiluminar” el
pasado, busca ser “iluminado” por este.

(c} Las Matemdticas pre-universitarias (para no ir mas lejos)
llamadas “modernas”™, que en América Latina son praducto de
reformas en los afios 60, corresponden a una mentalidad formalista
poco intuitiva y desvinculada de la realidad material y social, ¥

que de diferentes maneras revela una crisis. Una reforma nueva
pareciera estar inscrita en el firmamento. La Historia de las
Matemédticas puede jugar un papel tremendamente positivo en esa
direccidn, tanto como motor que empuja por la misma
asi como egtructuradora de lo=s nuaevaos resultados y
orientaciones.

La Ensefianza- de la Historia de las Matematicas y de 1las
Ciencias en general debe ocupar un papel importante en el disefio
de los nuevos - programas v estratégias educativas v

cientifico-tecnoldégicos que requiere América DLatina para su
Drogreso.

{(d) No es posible ocupar un papel importante y una dimensgidn
edificante en la fecundacidn del desarrollo cientifico v
tecnolégico de nuestrosg paieeg, s8i no existen cuerpog organizados
que presionen por su auténtica materializacidn. En ese sentido,
orec que los profesionales ligados a Ja historia de la
natemAtica, a su ensefianza y desarrollo, deben crear £rupcs con
planes de intervencidn practica, de presidén en las instituciones
educativas locales ¥y regionalesn.

Para terminar, quiero decir gue ni los criterios que agui he
vertido, nl tal vez muchos otroe, podréan agotar una tematica que,
sin pecar de “chauvinismo” gremial, creo es muy importante para
el decurso positivo de la clencia y la cultura en América Latina.
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ENTRODUCCIL OM

En el desarrollo integral de cualquier sociedad, Jjuega un
papel preponderante la base cientifica que se haya formedo en
el transcursec de su historia, ¥ el eje central de ese
desarrollio lo constituye la matemitica.

Es por ello, que gran numero de los paises desarrollados se
han dado a la tarea de estimular, en los estudiantes de
secundaria, el estudio v resclucidn de problemas
matematicos mediante competencias, Estos eventos, ademnas
de incentivar el interes

matemdtico, permiten detectar, en sus etapss tempranas, los
estudiantes con mayores aptitudes analiticas y por ende a
futuros cientificos.

La primera Olimpiada Internacional se llevs a c¢cabo en
Rumania, en la cual participaron educandos de siete pai=es
soclialistas.

En los afos posteriores se repitid el evento v
paunlatinamente se fueron agregando mis naciones para lograr

una meta en comnan.
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La popularidad de las Olimpiadas crecid¢ tanto, gque surgic 1la
necesidad de ampliarlas =a eventos a nivel nacional ¥
continental con el propdsito de seleccilionar los
participantes a nivel mundial.

Costa Rica partieclipa por primera vez an la Olimpiada
Iberoamericana, en 1988 con sede en Lima, Perd. La presencia
de Costa Rica en esa competencia fue antecedida por varias
a escala nacional realizadas en los Colegios. La primera
ocurri< en 1982

L.os mecanismos de organizacidn y seleccidn se han ido
perfeceionando poco a poceco ¥ durante este afio se
estid realizando la Cuarta Olimpiada Nszecional con miras a
participar en la @Quinta Olimpiada Iberocamericana que se

llevara a cabo en Valladolid, Espafia.

SISTEMA DE TRABAJO

En julio de 1989 se reunieron los representantes de las
Universidades Estatales y del MHinisterio de Educacidn
Publica con el fin de continuar con la organizacicn de
las Olimpiadas Costarricenses Matematicas.

Una de las razones gque motivaron estd iniciativa es 1la del
mal estado actual de Ia ensefianza de 1la Matematica en
nuestro pais. Generalmente lo qgue se ensefia tiene poca
relacidon con la situsgciacion del estudiante, por tanto 1s
matepatica se convierte en algo tedicso v difieil., cuando
deberia de ser una de las asignaturas gue mas satisfaccidn
podria dar a los estudiantes.

Las Olimpiadas pretenden romper con esta m@mala concepcidn
va generalizada de la Matematica.

FPara romper este esquens, se decldis llevar a cabo ia
Olimpiada Pilloto de Hatematica, cgon la participacién de un
numero reducido de instituciones. Se Considerd de manera

prloritaria, aquellas instituciones en las cusles los
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profesores habian dado muesztras de un interés muy especial
por este tipo de actividades. Se presentaron 12 centros
BEducativos y cada centro podia estar representado por un
maximo de cinco estudiantes de cuarto afo.

Al realizar la eliminatoria se clasificd a doce estudiantes,
los gque se ha continuado preparandeo para 1la siguiente
etapa .

Como consecuencia de las experiencias generadas en 1la
Olimpiada Piloto de 1988, un grupo de profesores se dioc a la
tarea de buscar apoyo institucional permanente para este
evento. Surge asl una comisidn integrada por personal del
Ministerio de Educacién Publica y las cuatro Universidades
Estatales, la cual, oficialmente, tiene 1a responsabi—
lidad de organizar las "Olimpiadas Costarricenses de Katema-—
tica 1890".

La Comisid®n elabord el reglamento de las Qlimpiadas
Costarricenses, el cual vino m ser el marco legal para esta
actividad en el palis.

Se envi® una invitacidn a todos los Colegios del pals, ¥ se
cbtuvo una inscripcidn de 70 Colegios de tode el territorio
nacional.

La participacidn fue restringida a un maxime de cinco
estudiantes de novenc o décimo afio por Institucicdn.

La Comisidn Organizadora elabor® materiales de apoyo para
los profesores y alumnos participantes, gque consiste en
preguntas modelo, con el propdsito de orientar el trabajo en
cada Institucidn.

En algunas Instituciones se organizan grupos de estudio
bajo el modelo de clubes. Estos clubes sirven de marco parsa
el trabajo de los estudiantes y profesores.

El 8 de junio se realizd 1a primera prueba eliminatoria con
12 participnecidn de 253 estudiantes de 59 Instituciones de
tode el pals. Para la seleccion, en ests primers

eliminatoria, se obtuvo ia media aritm<tica de lo=s
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resultados de la prueba ¥ se clasificaron aquellos
estudiantes que cbtuviercon un porcentaje superior o igual a
la misma. Clasificaren, en esta oportunidad 121
estudiantes.

En 1la primersa pruebsa se utilizd un examen con preguntas de
seleccidn Uniea. Para la segunda eliminatoria se utilizds
una pruebs con preguntas de seleccidn ¥y desarrcllo.

Ademas de las actividades de esta Olimpiada Nacional, ¥ con
miras a las 0Olimpisdas Iberoamericanas, se trabaj¢ con 12

estudiantes que clasificaron en la Jlimpiada Piloto del aflo

anterior. Los miembros de la Comisidn Organizadora, todos
los sabados atendian a los estudiantes. En estas sesiones
de trabajo se desarrollaron contenidos matemiticos ¥

resolucisn de probliemas, divididos en cuatro areas basicas:
Teoria de Numeros, Funciones, Geometria vy Algebra.
Posteriormente =e les aplic® una prueba a eztos estudian-—
tes ¥ se selecclionaron los cuatro mejores, quienes nos
representaran en i1a quinta Olimpiada lIberoamericana.
En este momento, se estd preparando el encuentro final de la
Olimpiada Costarricense para obtener los mejores estudiantes |
de MHatemitica de 1880. La eliminatoria Final estéf

programadsa para el 1 v 2 de noviembre de este afo.

OBIJETIVOS DE LA OLIMFIADA |

Objetivos Generales

1. Estimunlar el estudioc de la matematica a nivel mnacional.
2. Promover el desarrollo vocacional de jévenes talentosos

en matemiatica.

Cbjetivos Especif&cos

1. Estimular el estudio de 1a matematica en las
Instituciones educativas del pais.

2. Contribuir al mejoramiento cualitativo de la ensefianza

de 1la matematica.
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Identificar Lempranamente a jovenes Con talen.o
especial en matemitica para darles orientacién vocacional.
Fomentar el desarrollo de publicaciones sobre
matemitica en todos los niveles educativos.

Propiciar la investigacisn, la creatividad ¥y la
criticidad en estudiantes ¥ profesores.

Fortalecer las. relaciones entre estudiantes v
profesores.

Fomentar cuadros de estudiantes y profesores capaces de
participar en la Olimpiada Iberoamericana v

la Internacionhal de Matem&atica.

Estimular el uso de nuevas metodologias en la
ensefianza de la matem&tica ¥ en partienlar en 1la
resolucidén de problemas.

Efectuar wuna productiva integracién de los sectores

universitarios ¥ secundarios en £} area de la matematica.

CONSTIDERACIONES FINALES

1.

Es importante dar permanencia a ia Comisidn

Organizadora de 1las Olimpiadas.

Dar seguimiento & los estudiantes finalistas para ver

la orientacidén vocacional gue elijan.

Apoyvar administrativamente vy tecnicamente a los.
profesores tutores de cada Institucion.

Ampliar este tipo de actividades a otros niveles

educativos.

Fomentar el trabajo de evenwtos paralelos, tales como
seminarios, charlas, simposios; con el propdsito

de analizar vy difundir los alcances de la Olimpiada
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LAS MATEMATICAS Y SUS APLICACIONES
EN LA ENSENANZA MEDIA

Teodora Ts=i j1i A.
Escuela de Matemiticas.. Universidad de Costa Rica
San José, Costa Rica

RESUMEN
L necesidad de relacionar lo=s conceptos
matematicos gque se eanseMan on los distintos niveles
de la educacidédn formal con situaclidnes concretas es
una, preocupaci dn constante de los docentes.
Trataremos de exponer algunas opinfiones al respecto
h'2 of recer sugerenci as que podrian zer de

conveniencia considerar.

Uno de los aspectos que mis preccupa a quienes pretenden
escrilbir libros de texto de matematicas =3 como relacionar
lo=s conceptos abztractos con - probl emas concretos Y
wzpecialments problemas de 3.1"11‘.-.!'?‘:5 para =! educando. Esta
preocupacidn podriamos decir qu.. enana directamente de los
objetivos gque en los distinteos programas “"oficisales" de
matendticas e plantean, tales como :

—Desarrcallar en e) estudiante el razonamiento légico.
—Preparar al estudiante para que pusds enfrentar =ituaciones
concreatas. En otras palabrazs lo que algunos docentes
acostumbran expresar comc “preparar para la vida*.

En weste sentido se procura ofrecer problemas gue no
=0l amente muestren la aplicabilidad de las matemiticas en
otras dreaz de las ciencias =zinoc también con »)l objetive de
mostrarle al esstudiante que las matemiticas le zon neceszarias
pPara su desenvolvimiente futuro como ciudadano o© como
profesional. Ex axi que se espera motivarlo, despertlar su
interds yv digsminuir la fobia hacia las mateméticas.
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Utilizar en nuestra enseffanza ejemplos de aplicacién
podria contribuir a la disminucién de esta fobia existente
hacia las nmatemdticas. No entramos a analizar las causas o©
razones de la fobia hacia esta disciplina. No entramos a
analizar si se debe fundamentalmente al caracter abstracto de
lax matemiticas como algunos afirman © razones culturales,
esterectipos, etc.

Admitimos que a lo largo de muchos afNos se reconocce que
hay problemas en la enseflanza de las matematicas y estc se
refleja de muchas y variadas maneras en el comportamiento de
los estudiantes y #n ese comportamineto incluimos tanto 1la
actitud del estudiante hacia las mnatematicas como al
rendimientc en las pruebas respectivas.

La observacidn, el razonamientc inductivo y deductivo,
el conocimi ento histdérico, las aplicaciones, dan la
oportunidad al educando de sSeguir pa;oa paso =1 camino
muchas veces dificil y tortuoso de un descubrimiento y su
desarrcollo asi como las experiencias de gquienes contribuyeron
a2 wste desarrolle y su consolidacidn como concepto o teoria y
sus alcances a través de las aplicaciones.

Y cuandoc hablamos de desarrcllo histérico y aplicaciones
incluimos la historia de los matematicos inmersa =n el
contexto mis amplic del desarrollo histérico de las ciencias
¥y las aplicsciones concretss ligadas con situaciones de la
vida cotidiana v también aplicaciones en otras ciencias como
fisica ¥y quimica. En ningun momento la matematica se ha
desligado del contexto social y cientifico de la época.

La reforms impulsada o impuesta en Jlos aflos sesenta
promusve la enzefianza de una -“matemitica eminentemente
abstracta. S@ ha dicho y escrito mucho al respecto y no es
nuestro interés hacer un andlisis de los programas, el
enfoque ¥ la filosofis de esta reforma.

Solamente selalamos @1 hecho de que la evaluacidn de los

logros de esta reforma no fue tan positiva y ex asl que se

278



TERCER CONGRESO NACIONAL DE MATEMATICAS

promueve un giro hacia las matemiticas més ligadax con 1la
realidad, menos abstractas y mis aplicadas.

Pensamos gue el peligro esti en caer al otro extremo.
Ver las aplicaciones, los preblemas concretos como medico vy
fin de la encsefiaza de la matemiticas y dejar de lado esta su
faceta de ciencia abstracta.

Es importante subrayar que el pasc de la teoria a las
aplicaciones concreatas asi como e) paso dezde la
matematizacidn de unas situaciones concretas hacia el
desarrcollo de una tecria y vuelta de nuevo a la aplicacidn de
la teoria, podrian permi.t.ir al sstudiante conocer ¥y reconocer
por un lado 'Ia naturaleza misma de laxs matemikticas y por otro
su utilidad, su valor como herramienta para la resclucidén de
los mas diversos praoblemas.

Lo que se necesita s lograr el equilibrico entre la
tecria matemitica abstracta y los porblemas de aplicacidn a
través de los cuales se logra distinguir los origones,
desarrollo de la t.eorff_,,z’;y también sus Areas de aplicacidén.

En los distintoz foros como congresos. semninarios, =tc
se reconocs que vl conocimiento del desarrolle histdérico de
las matemdticas coms cliencia juesga un papel fundamental para
relacionar la ciencia matem&tica abstiracta con « mmdo aue
nos rodea. ue o se piense gque hablamos aqui de la mansion
de los matemiticos, s5us descubrimientos y =situacliones
anegdéticas de sus vidas a la par de las fechas de nacimiento
y muertas, Extamcos hablando del desarrollo histérico de las
ideas matendticaz, los mbtodos gue se siguieron y sus
aplicaciones a lo largo del tiempo.

Mo siempre se puede ofrscer problemas gque sean del
intearéds del estudiante. Tal wvezr a nadie le interese
"sncontrar dos nameros impares consecutivos cuya suma e
igual a 3078 sin embargo el profesor presenta oste tLipo de
problemaz coh 21 fin de que sl estudiantes vaya aprendiendc a
“formar podelos matemiticos®™.
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Lo que considerc preccupante ex que muchas veces se
presentan problemas interesantes, de gran riqueza educativa y
sin embargo no se explotan adecuadamente. Ejemplo de esto es
el siguiente problema:

Se estima que la poblacidn de la tierra aumenta sn un 2%
anuaimente. En cuanto tiempo se duplicara la poblacién de la
tierra?

Solucidn que usualmente se da:

Ei la poblacién de Ao parsonas aumsnra en r por cliento

anualmente en ¢t afNos hay A=A°C1+r)" .personas. Usando los
datos del problema -tenemos:
A = 2A
©
r = 2% = 0,02
t=?

Sustituyendo sn la—férmuls—que da la poblacién en funcidn
del tiempo se obtisne:
2A_ = A C1+0.02t ,
] o -
Resol vemos respecto a ¢ Cusando logaritmos) y tenemos:
L = 1992 ~ 38
log 1.02
Solucidn que considero mis adecuada:
El problema se presta para “razonar" y obtener la férmula
ACLI=A_C1er>t
Poblacidn inicial Ao.
Si &1 aumento porcentual de la poblacidn existente por afio
oS I,
13Despuds de 1 alo la poblacidén saria
A+ Ar = A (141
(3 o o
2Dwspuds de 2 afios la poblacidn sera
ACL4rd> + [ACL4rD)r = A Ci4rd?
o | =] o
PDespués de 3 afios la poblacidén zeri
A C14rd%+ 1A Ca4rd®ir = A Char> ?
CLa guia del profesor conduce al estuydiante a descubrir la
poblacidn en 1, &, 3,..., t aMos.D
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En t alos la poblacidn sera
AcLI=A_c1+rd®
Se continta como en la solucidn usual.

No dudo de la importancia de los problemas vy su solucidn
en la enseffanza de las matemdticas y en todos los niveles
educativos. Pero si crec gque debemos reflexicnar mas sobre
los problemas a sscoger ¥y como resolverlos para que se logre

un aprendlzajws me jor Ccualitativa b 4 cuant.itati vamente

habl andol.
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MATEMATICAS £ HISTORIA DE LAS MATEMATICAS : EL MUMERO =n, SIETE
MIL ANGCS DE MISTERID.

Manuel Barahona Droguett
Escuela de Matematicas/ Universidad de Costa Rica
San José, Costa Rica

RESUMEN

Se intenta dar una vision del itinerario historico del
numera moo; desde su nacimiento, 5000 afos antes de Cristo, hasta
2l descubrimiento de su verdadera naturaleza en el afro 1882.

tA PREHISTORIA DEL NUMERO =t
(3000 hasta 200 a. C)

La nocidn de circulo es quizéas uno de los pocos conceptos
Que el hombre adquirid desde 1os mas remotos dias de su aparicion
en la tierra. Este contcepto se anidd en la mente del hombre,
probablemente, mucho tiempo antes que el concepto de numero. El
5601 y la luna han estado alli desde el principio de los tiempos,

millones de afos antes gue los primeros hombres tomaran
conciencia de su existencia : el sol y la luna fueron guizas los
primeros dioses de la humamidad. Desde esos remotos tiempos

hasta hoy se han destruido v construido miles de riudades, se han
Cavado miles de tumbas sobre otras tumbas, se han formado
imperiaos sobre otros imperics peroc el cielo sigue mostrando la
misma luha v el mismo sol.

Cuando un hombre.andnimo fue Capaz de reproducir en la
tierra el circulo que veia en la boveda celeste se inicio una
aventura cuyo epilogo seria escrito una fria madana del dia 246 de
noviembre de 1882 por FERDINAND VON LINDEMANN un jJoven profesor

de la Universidad de Friburg.

Desde 1a aparicién del HDMBRE DE NEANDERTAL hasta 10.000
aRos antes de Cristo poco o nada podemos decir acerca del Circulo
Que no sea Bn relacidn con la naturaleza divina del =gl y de la
luna. Pero, & partir de esta fecha, salido de la larga noche de
los tiempos, emigrd a la Baija Mesopotamia, desde 1o que es hoy la
Meseta de lIram, un pueblo de agricultures gque vya tenia
conacimiento de los metales. Entre las grandes ciudades fundadas
poar estos emigrantes se hallan  Sumer, Akkad, wuruk, Erida v
Babilonia. En estos pueblos se inventd la escritura, flarecid el
arte, la literatura, la astronomia, la astrologia vy todas las
manifestaciones culturales del hombre. lLas millares de tablillas
de arcilla cocida BEscritas con caracteres cuneiformes vy Bl gran
namerc de cilindros del mismo material que presentan en relieves
escenas de su  vida diaria nos dan testimonio de su  avanzada
cultura.

Esta comunidades no solamente llegaron a dominar e] arte
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de la metalurgia sino gue inventaron la RUEDA del alfarero y at
mismo tiempo resolvieron el problema de transporte por medio de
la carreta y de animales de carga.

En algun momento de la historia, probablemente alrededor
de 23000 a 6000 aros antes de Cristo slguno de estos hombres tuvo
la necesidad, 6 la curiosidad, de medir el didmetro de la rueda vy
ver cuantas veces cabia &ste en su perimetro. Cwuando la unidad de
medida era el codo, el pie o 1a palma de la manco, este sapiens se
dio cuenta, | 0Oh maravilla;, gue no importaba cuan pegueRa @ cuan
grande fuese dicha rueda, hallaba repetidamente que el perimetro
era igual a tres veces su diametro.

El primer registro escrito gue muestra que el hombre se
dio cuenta de la existencia de ESTA CONSTANTE esta en la
tiviliacidn sumeria. Entre los cientos de miliares de tablillas
de arcilla cocida gue se han ballado gue contienen 1los mitos,
himnos, epopevas, lamentaciones, coclecciones de proverbios,
fabulas, ensayos, complicadas especulaciones teoldgicas, cuentas
comerciales, cartas, la historia detallada de cada una de las
dinastias, codigos, ete, existe una gue dice @

" Si 40 es el largo del circulo su tergera parte es 20,

ese 5 su diametro ¥

Como era de esperar, otras culturas, antes, después o©
paralelamente =a la de los sumerios, hicieron el mismo
descubrimiento: en particular la cultura egipcia. 5Se considera
gue la civilizacidn egipcia es tan antigua compo la mesopotamica vy
alrededor de 5000 afos antes de cristo se advierte un  avance
considerable de su cultura. Junto con el uso de los metales
aparece lo gue podria ser 1 greludio de 1a escritura. A
diferencia de los mesopotamicos gque escribieron en tablillas vy
cilindros de arcilla cocida, los egipcios descubrieron el papiro
un excelente material para escribir v asi a partir del afc 3200 a
3000 antes de Cristo #stos empiezan a dejar testimonio escrito de
su civilizacion.

En esta época la matematica vy la astronomia reciben un
gran impulso especialmente por motivos prédcticos y religiosos.
Aparece la rueda del alfarero, el transporte de cvarreta e inician
sis grandes oObras de arquitectura. Hacen su  aparicion  las
escuelas de escribas que  Jugarian wun importante  rol en la
mantencidn y trasmisitn del conocimiento en las letras, las
artes, las matematicas, la astronomia, la medicina, la teologia v
otras disciplinas. De los conocimientos matematicos egipcics de
esta eépoca nos informan el PAPIRO DE RHIND, DE LONDRES vy DE
MOSCU. El primero es un libro escolar de calculo gue nos muestra
ne svlo €l arte de calcular sino ademas sus logros en el calculao
de areas de figuras planas vy en particular el descubrimiento de
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nuestra constante a la cual le asignaron el valor de 3,16. Los
otros dos papiros revelan conocimientos mucho mas sofisticados.

fisi, poar ejemplo, llegaron a calcular el volumen de un tronco de
piramide de base cuadrada.

Los egipcios hallaron al principio, al 1igual gue los
babilonios, que la relacidn entre la longitud del circulo vy su
diAmetro era igual a tres. €in embargo pronto se dieron tuenta
gue este ndmero resultaba tambien de dividir el perimetro del
exaguno regular inscrito entre el diametro de la circunferencia.
Ellos sabian gque el perimetro del exagono regular inscrito era
igual a & radios y como el diametro era igual a 2 radios el valor
de n era claramente 3. Esta observacidn les convencid gue el

valor de @« era igual a 3 vy "un poquito mas'". Los papiros de Rhind
y de Moscl nos muestran que los egipcios se enfrentaron al
problema de determinar " la misteriocsa constante " no  ya

calculando directamente el cociente entre el perimetro del
circulo yv su didmetro sing calculando el &rea de dicho circulo.
En la busqueda de la solucidn llegaron a plantear el famoso
probliema numeroc 48 del papiro de Rhind :

comparar el area del circuleo yv del cuadrado

circunscritn .

La solucion - que hallaron mediante un método rezlmente
asombroso - les permitid descubrir que "el poguito mas” era igual
a 0,14. Etste diferencia la calcularon tratando de aproximar el
area del circulo mediante un cuadrado que tuviera la misma 3area
aue dicho circulo. Y cuando el conocimiento de los pueblos del
Antigque Oriente paséd a manos de +.05 GRIEGOS &l problema de
calcular el numero nw les 1llegd en la forma de la soclucion
propuesta para el problema numero 48 del papiro de Rhind.

El llamado MILAGRO GRIEGUD, Qgue no es mas que la
continuacian de los asombrosos descubrimientos de los pueblos del
Antiguo Ortente, le did al problema de CUADRAR EL CIRCULO un
caracter muche mas universal que el gue le habian impreso los
egipcios. El notable empujidn que los griegos dieron al
conocimiento en todas las esferas del saber humano, en particulasr
en la matematica, conduio al problema DE LA CUARDRATURA DEL
CIRCULD a una monumental discusidn que duraria, a partir de los

griegos, mas de 2500 afos. Aungue los griegos no inventaron la
filospfia, si inventaron al filosofo vy a la vida filoséfica. La
aparicidn, en la escena del saber de la humanidad, del
MATERIALISMO vy del IPEALISMD trajo como consecuencia gue los
filosofos tratataran de explicarse, para siempre, todos los
praoblemas de su universo, en partaicular los problemas de la
matematica, siguiendo estas dos grandes corrientes de
pensamiento. En esta monumental pugna, gue abarcd a todo el

conacimiento de la é&poca, al problema de la cuadratura del
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circulo estuvo en el centro de la tormenta. Los matematicos y
filédsofos de orientacien IPEAL ISTA +trataban de bacer de 1la
matematica un reducto del espiritu vy pretendian que ia geometria
no debia tener nada que ver con la realidad llegando a rechazar
las mediciones y los calculos numéricos en su investigacion.

Para estos fildsofos v matematicos griegos la verdadera
gecmetria era aguella hecha solamente CON LA REGLA Y EL  COMPAS.
El problema de la cuadratura del circulo se transformd, de esta
manera, en HALLAR UN CUADRADDO DE LA MISMA AREA QUE UN CIRCULD
DADD utilizando solamente la regla y el Ccompas.

_ El problema de la cuadratura del circulo termind por
presentarse bajo dos aspectos diferentes. EL PRIMERO FPOSIBLE »

Calcular el &rea aprcximada del circulo ; problema en e}l cuatl
esta implicito el cdlculo aproximado del numero nm. EL SEGUNDD
IMPOSIBLE : Construir con solamente regla Yy compas, CON un numeroc

finito de pasos, un cuadrado de Area exactamente igual a un
circulo dado.

Durante los diezr sigles en gque el conocimiento griego
ilumind a 1la humanidad la busgqueda de la solucién de la
cuadratura con regla y compas produije un notable avance de la
geometria : Los Elementos de Euclides son un buen ejemplo de este
aserto. Euclides uno de los gedmetras idealistas mas notables de
su época no realizd ni un solo calcule numérico en toda su obra.
Los esfuerzos realizados bajo el esquema de los fildsofos ¥
matematicos idealistas, gque dominaban la escena de la filosofia,
"o condujeron al problema a un fimal feliz.

LA HISTORTA DEL NUMERO =

ARQUIMEDES (287-212 a.C}

Fue Arguimedes -— el primer hombre moderno de la
antiguedad - quien abridé un nuevo caminc en la bidsqueda de la
solucidn adoptando nuevos métodos que cortradecian a la opinidn
publica de su eépoca. Argquimides tuvo el coraje no solo de
utilizar otros instrumentos mecanicos, aparte de la regla vy el
compas, sino ademds de realizar calculos y aproximaciones en un
tiempo en que éstos no podian hacerse en la geometria. E1 método
que firquimides utilizd para calcular el numero n Yy que estaria
vigente por casi 2000 afios consistid fundamentalmente en
considerar un circulo, de radio igual a la vunidad, inscrito o
circunscrite a wvun poligonos y calcular los perimetros ge dichos
poligonos. A medida que aumenta el numero de lados del poligono
®l perimetro de eéste se acerca mas y mas al perimetro del
€irculo. De tal foarma gque ®l problema de calcular ei valor de =
s&¢ traducia finalmente en hallar solamente los semiperimetros de
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los poligonops. Utilizando la simbologia moderna la idea de
ARrquimides puede expresarse en la forma siguiente :

largo del circulo = Znr , s1 r = 1, entonces,
largn del circulo = 2Zn » despejando n resulta,
i = largo del circulo/2

S1 el poligono es inscrito al circulo a medida gque aumentan los
lados de dicho poligono se obtiene una sucesion, convergente a m,
de wvalores menores gue T. Y si el poligonou es circunscritoc ail
circulo a medida que aumentan los lados del poligono se obtiene
una sucesion convergente a nm, de valores mavores gue m. Con este
metodoe Arguaimides establecid la siguiente desigualdads

3,180 < 1 < 3,142

La decadencia de la Cultura griega se iniciq,
practicamente, al mismo tiempo dque s convertia en colonia romana
vy, despugs de Argquimedes, en occidente, hasta 1500 afos despues,
nada mas se haria por desentrafiar el problema de la cuadratura
del circulo y de mejorar los decimales del m.

HINDUES, CHINOS Y ARABES.

(1000 a.C hasta 1500 d4.C)

Los escritos hindues de caracter cientifico datan
aproximadamente desde 1000 afos antes de cristo vy desde esa época
se conoce €] libro SURYA SADDHARTA, escrito en verso, en &l cual
se le atribuye a m el valor de 3,08. En el siglo V, cuando en
occidente nadie sabia cual era el ‘signifirado de este numero,
ARYABHATA, uno de los mas grandes pensadores y astréonomos de  la
India habia logrado calcular <con una precision digna de
admiracidn que n era igual a 3,1414. Debido a que al principio
sus conocimientos los  trasmitian por via oral los hindudes
concluyeron que la mejor forma de memorizarlos era en VErso vy
mantuvieron esta costumbre hasta muy avanzada su civilizacidan,
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Los versos referidos a este resultado dicen lo siguiente :

" SUMA 4 A 100,

MULTIPLICA CON 8 Y SuMA TODD CON &2,.000,
LO QUE HALLAMOS ES EL LARGD DEL CIRCULO

SI- 58U DIAMETRO ES 20.000 "

Al parecer este pueblo no se planted 1 problema de la
cuadratura del circulo tal como lo hirieron los egipcios y
postericormente los griegos sin embargo llegarpn a calcular T cob

una precisidn asombrosa, precisidn que seria igualada solamente
en el siglo XVII.

Otra de las fuentes mas antiguas del saber hindy 1o
constituye un texto en Sanscrito llamado TANTRASANGRAHA, que
significa coleccidon cientifica, del gran sabio NIKALAKANTA,. Este
llegd a establecer gue el valor de . podia expresarse mediante ia

fraccion ™9, _ ® cuya expresion decimal es 3,141592639 con

todos sus decimales exactos.

Sobre la matematica CHINA se tiene informacion escrita a
partir del siglo 11 antes de Cristo en el periodo de la dinastia
HAN. E1 primer gran tratado importante de matem&tica que ha
llegadc hasta nuestras dias se liama MATEMATICA DE LOS NUEVE
LIBROS de TZIU CIJAN SUAN SU en el cual se hallan un conjunto de
ronagcimientos que caracterizan la matematica desde
aproximadamente 1000 afos antes de Cristo. Es poca probable que
lqs/chincs se ocuparan del problema de la cuadratura del circulo

sin embargo en LOS NUEVE LIBROS esta enunciado la siguiente
proposicidn:

» El area del circulo es equivalente con

?/. del area del cuadrado circunscrito "

Esta proposicion esta muy lejos de llegar a plantear el problema
de la cuadratura correctamente. Sin embargc por métodos que se
desconocen los chinos lograron calcular el valor de m CORh una
exactitud digna de admiracion. Asi el astronénomo y filosofo
C1JAN-HEN en base a consideraciones desconocidas halld que T =

/10 = 3,162. El erudito y Jefe militar VAN FAN cuya muerte
QCurrio en el ano 267, halld, mediante procedimientos
desconocidos, gue n era igual a la fraccion *= Lo = 3,155. CIu
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" HUEI cuyas fechas de nacimiento y muerte se desconoce, utilizando
el mismo método de Arquimides, aproximd el a&rea del circulo
mediante un poligono de 3.702 lados llegando a establecer que @ =
3,14137. El eminente Astrénomo matemdtico e ingeniers  TZU CIUN
CIJ1 (430-501 d.C) encontrd, mediante métodos desconocidos, que =n
satisface la desigualdad :

3, 1415926 < n < 3,1415927

En el siglo VIII funcionaba en BAGDAD una gran
institucion cientifica llamada BEIT AL-HIMKA que se traduce como
CASA DE LA SABIDURIA. Aqui investigaban y trabajaban las mentes
mas brillantes del mundo Arabe que tenian la misién de traducir ¥
estudiar las obras cilentificas y fileocsdficas mas importantes
tenocidas hasta entonces. Después de la caida del  IMPERID ROMANO
la cultura cristiana empezd a regir los destinos de Europa vy ia
nueva era, la era de la fe, sustituiria en ocidente & la era de
la razdn. Mientras la Europa cristiana se hundia en la noche mas
larga de todos los tiempos, noche que terminaria solamente con el
Fenacimiente en el siglo XVI, los Arabes se encargarian de
guardar y traducir al Arabe la memoria de la humanidad. La
mayoria de los escritos griegos, persas, hinddes, chinos vy de
otros pueblos, fueron objeto de estudio y de traduccivn a la
lengua del imperio gue duraria desde el siglao YIII hasta el siglb
X1V, Los Aarabes no crearon matemdtica excepto en casos aislados,
sin embargo se destacaron notablemente en el estudico de la
astronomia y lograron avanzar en la creacidan del dlgebra.

Muchos matemdticos y astronomos arabes dedicaron ingentes
esfuerzos al calculo de decimales del numerc n y el mas destacado
de todos, gque logrd calcular 17 decimales exactos, fue DJEMSID
IBNMASU AL~KASE, quien halld gque ® = 3,18159226535897932.

Mientras tanto en Europa casi todo el conocimiento
anterior a la caida del Imperioc Romano se habia olvidado. En la
era de la fe e)l objetivo mas importante de los seres humanos
censistia en salvar el alma y volar directamenente al cielon. tLos
escritos y descubrimientos de los egipcios, babilonios, griegos vy
de otros pueblos fueron absolutamente olvidados. Nadie, sabia que
era 2l numerp m y no le interesaba. Ocasiomnalmente en algun
monasterio, alrededor del afo 1000, algun paciente monje al
transcribir algun manuscrito, se encontraba con palabras tales
como "angulos","triangulaos", etc, palabras que no tenian ningun
significade para &1. Con seguridad alguno de estos monjes se
encontrd, en los escritos de Aristoteies y otros fildsofos, la
frase "cuadratura del circulg" pero, este gpraoblema, que habia
atogrmentado a cientos de matematicos siglos atras, no estaba en
el nuevo plan de Pios.

Los arabes dominaron .Espafa casi inmediatamente despueés
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de transformarse en un imperio y su floreciente cultura empezd a
dejar caer, gota a gota, en la Europa cristiama, a partir del
sigle XI1II, el canocimiento del amtiguo pueblo griego. Cuando ios
|UrOpEPOs empezaron  a retomar el caormopcimiento gue les estuvo

prohibido durante mas de 1000 anos, empezaron a destruilr
metodicamente e}l feudalismo como sistema social y a cuestionar a
la fe como el principio mas relevante de la sociedad : Se

iniciaba de esta forma EL RENACIMIENTO.

La explosion intelectual producida por este nuevo orden
abarco casi todas las esferas del saber humano vy entre éstas hizo
su apavicidn, con toda majestad, el problema de la cuadratura del
circuleo.

LA PERSECUCION DE DECIMALES EXACTOS DE =

(1500 hasta 1800 d.C)

Durante el Renarimiento e! problema se s:guid estudiando
desde 1los puntos de vista : PRIMERO POSIBLE y el SEGUNDCO
IMPOSTIBLE. Por un lado muchos se dedicaban, utilizando el mismo
procedimiento ideado por Argquimides, a calcular cada wvez mas
decimales exactos del numero w1 vy otros a desarrollar nuevos
aspectos de la geometria para poder demostrar gue la cuadratura
del circulo se podia efectuar utilizando solamente la regla y el
compas., EL PRIMERDO POSIBLE produio una pleyvade de calculadores de
primera categoria - gue seguian usando el método de Arguimides -—
Yy que se dedicaban durante afios de afos a calcular el perimetro
de poligonos de cientos, miles v hasta millones de lados para
determinar 21 numero m con la mayor cantidad de decimales exactos
que se pudiera. Una peqguefisima lista de los mas conocidos gue
incluye a algunos desde antes del Renacimiento es la siguiente:s

Fibonacci (1170-1250) 32,1418

Dominicus Parisienses (1333-13&1) T L

Simon Varn Der Eicken (1520-159¢) 35,1425

Adrien Anthonizzoon (1527-1607) 3,141592&

Francois Viette (1340~-1604) 3,14139260332

fudolph Von Ceulen {1450-1&620) 3,1415926535897
FIZ23046246433

Adrian Yon Romen (1561~14615) 3,14159265358%7
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Ern =1 SEGUNDD IMPOSIBLE estan incluidos ng solo aguellos gue se
dedicaban de corazédn al estudic de la geometria sino, ademas, los
aficionados de siempre gue hacian gue la sovlucion de la
cuadratura se convirtiera para muchos en una verdadera epopeva.
Una lists incomplets de éstos es la siguiente:

Camparnus de Novara
Jordanus Memorarius
Dominicus Parisiensis
Micolas de Cusa
Regiomontano

Leonardn de YVinci
Charles de Bovelle
Iriontus Fineus

Pedrao MNonius

Joseph Scaliger

Jaime Falcan
Caballero de Causanus

Gregory Saint Vincent

(1220—-1273)
(1316-1320)
(1333-1361)
(1401—-1464)
(1A26—-147&)
(1452-151%)
(1480-135330)
£1305-1560)
{1492-15377)
{1561 -1399)

{1540-13%96)

{siglo XVII)

(1584-14667)

matematico
matematico
gedmetra
erudito

matematico

artista universal

filosefo

aficionado

aficionado

fildlogo v poeta

poeta
aficionadaog

gedmetra

Cada wez qgue un cuadraturista daba a conocer la solucidn
del problema le salian ail paso diez o mas anticuadraturistas de
tal modo gue durante muchos afos las reyertas celectivas entre
aguel bos gue creianhhaber resuelto o]l problema para siempre vy los
gue creian gue no tenia soluci®Gn pasaron a formar parte detl
folcklor de la matematica. En realidad los cuadraturistas a
través de la historia suman, probablemente, varios miles y cuando
la Academia de Ciencia de Paris, resolvido en ei afmno 1773 no
aceptar mas trabajos de los ogue decian haber probadao la
cuadratura del circulo, estaban haciendo fila, en ese momento
para su estudio, mas de 700 manuscritos.

En el siglo XVII con la dinvencidn de la geometria

analitica se pudo erxplicar y al mismo tiempo establecer cual era
la naturaleza de los problemas que permitian la construccidn con
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regla vy compds. Ahora no &s Un secreto que toda constraccion won
regla y compéds se reduce en gQeometria analitica a la resolucion
de una sucesitn finita de ecuaciones de primer qrado v segurdo

grado cor coeficierntes racionales. Sabemos. por ejempio, que ia
duplicacidn del cuadrado es posible de realirar con regla v
compas, N0 asi la duplicacidn del cube que rordure a ina3 eLoacion

de tercer grado.

LA VERDADERA MATURALEZZIA DE w.

Euler v sus contemporanecs no sospechaban  gue pudieran
existir olros numeros raciorales aparte de les formados gor
radicales : estaban convencidos que toda ecuac:idn algebraica se
podia resclver mediante radicales. Y cuando NICLS ABEL probd gue
las ecuacliones de grado mayer o igual gque <cinco no puedsn
resolverse mediante radicales se pudo cvoncluir que  los numeroe
irraciocnales no son todos de la misma naturaieza.

De los trabajos de GALOIS, SATOYBLI, ~ERMITE, DEDECIND v
gtras se dedujo gue al lade de uns 1nfimidad de nutmeros
irracionales gQue se exprezan mediarte urn numere fimito  de
radicales existe otra infinidad de nameros irracionales gue no se
pueden expresar en la misma forma. Estos representan las raices
reales de todos los polinomios de la tarma:

(1) a_x +a ¥+ ... +a =0 { n25 )

=

en el cual los coeficientes a_, a,,...,a, sgn numeros  enteros
cualesquiera. Si estas rajces x,, % , ...5 no verifican ninguna
octra ecuacion de la forma (1) y tampoco de una de un grado menor

que "n", entonces ellas <e llaman numeros algebraicos de grado
l‘n‘l .

A la luz de estos descubrimientos era natural sospechar
la existencia de otros numeros de naturaleza diferente 1 que, &n
efecte, fueron hallados por JOSERPH LIOUVILLE (180%9-1882). En 1844
Liouville establecid la existencia de uma clase muy grande de
rnigmerogs gue ng son ni racionales ni se pueden reducir a
irracionales algebraicos Yy que no wverifican una  ecuaclion
algebraica de la forma de (1) y halldé, al mismao tiempo, un método
con el cual se puede determinar una caetegoria de tales numeros a
los cuales llamd TRASCENDENTES.

En 1873 HERMITE demostrd que el numero 'e" no puede ser
raiz de una ecuacidvn algepraica de la forma :
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con cpeficientes enteros raciocnales y en consecuencia probd gue
el numero "e" es trascendente. El proximo pasc le daria el
profesor FERDINAND L INDEMANN en 1882 guien basado en la
demgstracion de Hermite y ademas sobre la formula descubieria

afos antes por kEuler :

demastre, primero, gque una relacidn de la forma :

Ex—1
a_e™ +ae

=

$....+3, e +ra =0

es imposible si los coeficientes vy exponentes son numeros
racionales algebraicos. Después aplicd este resultado a la
ecuacian de Euler e™+e®=0, ecuacitén en la cual une de los
exponentes &5 un numero algebraico.

Del heche gque la relacidn exista v uno de los exponentes
sea un numero algebraico se sigue que los otros exponentes (m) no
puede ser algebraico, sino trascendente.

Establecida 1la trascendencia del numero 1t el problema de
la cuadratura del circulo guedaba definitivamente sanjado v,
demostrado para siempre, que la solucidn con solamente la regtla vy
el compas era absclutamente imposible.
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HODULOS : LA EVOLUCION DE UN CONCEPTO

Juan Boza Cordero

RESIMEN

En este trabajo se hace un recuente de las diversas maneras
de considerar lo gue es un m8dule, las cuales obedecen a las
particularidades del campo de aplicacidn de que se trate.Al
final se hace una mencifn de la moderna teorfa de represen -

taciones de flgebras, donde se ha reinterpretado el concep -
to de midulo.

l. INTRODUCCION

El concepto de m&dulo suele introducirse como uma generalizacidn deila
nocidn de sspacio vectorial,con la diferencia de que, al hablar de médulos,
ies escalares se toman en un &nillo, y no necesariamente en un campo. Desde
este punts de vista formal, e} precioc de la generalizacién se evidencia al
tratar de conseguir bases en los mdduloa, como se hace en los espacios vec~
toriales gracias a 1la existencia de inversos smltiplicativos en el campo.

Si bien un enfoque como el esbozade posee cierto valor didictico, wn
punto de vista que tome en cuenta el desarrollo histérico del concepte de
wédule, permite apreciarlo como una serie de propucstas para entender mis
claramente ciertas cueatiomes de la teorfa algebraica de ndmercos y del {lige-
bra miams.

En este artfculo se presentan diversas definiciores del concepto de mf-
dulo, surgidas em distintos wmomentos, y que son equivalentes entre si.

El plan es el siguniente; En el N°® 2 se discute la equivalencia entre
los m»fdulos ¥ las representaciones del anillo de base, asf come su relacién
con las representaciones de lo grupos, En el N* 3 se examinan aspectos his-

téricos, vy en el R* 4 se introaduce el concepto a la manera de 1la moderna teo-—
rfa de representaciones de flgebras,
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2. DIVERSAS DEFINIJUIONES DE MOIULO

2.1 ¥8dulos y acciones, De acuerdo con la defimicidn usuval, un mSdulo M so-
bre un anillo A est{ dado por uma accién de A sobre un grupo aditive {M,+},

sujeta a ciertas condiciones. Para mayor precisién, sea A un anillo asocia~
tivo con unidad; un A-m8dule izquierdo es un grupo aditive (M,+), provisto
de una aplicacidm ( o accim) A X M —>M, denotada por (a, m) +—>am, para

acA, mcM, ¥y que verifica las condiciones siguientes:

distributividades : a{m 'm') = am + am' ,
(a +a'ya =am + a'm ;

asociatividad alatm) = (aa')m ;

¥
unitariedad : Im =m ,
para cualesquiera a, a'cA; m, m'e M; ¥y lg A,

Si M es un A—médulo, Knd(M) denota el anillo de los endomorfismos del
grupe (M,+), en donde 1a suma de dos endomorfismos f, g estd dada por
{(f + g)(m) 1= £(m) + g(m) , y se toma la composicién como producto, es de -~
cir, (fg) (m) :~ £(g(m)}), para todo m€M.

Si se tiene un A-md8dulo M, cada escalar ae A determina un endomorfismo
F_en End (), mediante @ Fa_(n) t= am, para m <M. La aplicacidn

F : A—> End(M)

ar—> F ,
a

es un homomorfismo de anillos, es decir verifica lo siguiente

F «F +F_,
a

a+al a ’

F
aa' =F o ¥

R VI

]

para a,a'c A, 1€ A,

Lo anterior significa que todo A-médulo determina una representacidn
del anillo A , en el sentido de la préxima definicign,

Definicidn 1 ., Se llama representacién de un anilio A sebds#e un grupo
aditivo ¥, a todo homomorfismo de anillos A——*End(V).
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Lo interesante es que tambifn vale la afirmacidn reciproca, pues toda
representacifn origina un médulo. En efecto, =i se parte de una representa-
cién § : A—End(M) , ar—S_, del anillo A sobre el grupe aditivo M,

se obtiene una accidn de A sobre M al definir A X M—M , por (a,n)t—bsa(m).

Ficilmente se demuestra que esta accién hace de M un A-médulo.

Se ha probado entonces el siguiente teorema.

Teorema 1. Sea A un anillo asociativoe con unidad. Existe una correspon—
dencia biunfvoca entre la familia de los A-m&dulos izguierdos y el conjunto

de las representaciones de A,

La consideracién de las representaciones como médulos se debe a la mate-
mitica alemana Emmy Noether, quien expuso sus ideas al respectoe hacia 1929.
Por esos afios se disponfa ya de un desarrolio considerable de la teorfa de
los mé8dulos, gue fue aprovechado para notables avances en el campo de las
representaciones lineales de los grupos.{ Cfr.[N],[Gu]).

2.2, Representaciones de grupos. Un automorfismo de un espacio vectorial V

es una transformacidém lineal biyectiva f :¥—>V, El conjunto de todos los
automorfismos de ¥ es un grupo bajo la composicidn de aplicaciones, denota-
do por GL(V), el grupo lineal de V.

Pefinicién 2, Una representacifn de un grupo G sobre um espacie vecto-
rial Vv es un homomorfismo de grupos R : G-—2»GL(V).

Por tradicidn, se escribe : Rg = R(g)}, para g C; vy entonces el hecho

de que R es una representacién significa que :
Rgh - Rg o Rh *
para g,heG. pd
Para apreciar la conexién cor los médulo s, es necesario introducir el
concepto de dlgebra de grupo. '
De manera general, si R es un anillo asociativo con 1, umna R-dlgebra A
es un R-médulo yue también es un anillo asociativo com 1, tal que :
r(aa'} = (raja® ,
para a,a'e A, T€ R.
Sea ahora G un grupo finito ( la finitud de G no es indispensable, pero
s¥ facilita la notacién). Por comedidad, se denotan ios elementos de G por
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G- {eg : gcGY . Si k es un campo arbitrario, se denota por k[G] el espa-
cio que posee los elementos eg, g€ G, como base, Cualquier elemento u de
k{G] se escribe como combinacién lineal formal de elementas de G, com coe ~

u-iae (ISEk}.

sec > 3

ficientes en k :

El producto en k { 6] es el definido por las relaciomes e .e =e . , para

elementos de la base, y extendido luego por limealidad, { Cfr.[Pi). -

k [ ] resulta ser un anillo asociativo con 1, y afn mfs, una k-Zlgebra.

El préximo teorema es el puente para ir de la representaciones de gru-
pos al terreno de los médules.

Teorema 2. Sea G un grupo finito, Existe una correspondencia biunfveca
entre la familia de las k-representaciones del grupo G y la familia de las
representaciones del flgebra de grupo k [G] .

Para la demostracidn, observe que si se tieme una representacién
R : G —GL(V) del grupe G, se define de manera canfnica una representacién
R' : k{g}—— CL(V)}, mediante la férmula :

RY( Z_ases ) » Zasn‘.g
s s

Recfprocamente, si se parte de una representacién R i k{CI——End(V)
de k[G] , dade que C estf contenido em k[G] , las tranaformaciones
RS : V—>V son invertibles, para todo ge& G. Es claro que la restriccién de

RaG, es un morfismo de grupos :

R'G ] G ’GL(V) 1]

1os resultados de esta seccifn permiten hacer traducciones en ambas di-
recciones entre las k-representaciones de un grupo G y los k[G]-mSduloa.Asf,
por ejemplo, a la suma § + T de dos representaciones de & , § : C—>GL(V),
R 2 G—0CL{W) , le corresponde &l k[G) -médulo com espacio subyacente

V®W , y sobre el cual el grupo G actda de la manera siguiente :

glv, w) 3= (Sg(v}, Rg(w)) . geG .

La interaccidn que estamos sefialamdo es bastunte mds profunda.Por ejem—
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plo, la nocidn de cardcter de una representacién de un grupo, introducida
por Frobenius a finales del siglo pasado, recibié un fuerte impulso cuando
se la interpret$, unos treinta aiios mfs tarde, con ayuda del dlgebra de gru-
po. Por otra parte, es importante sefalar que las correspondencias de los

Teoremas 1 y 2 no son simples biyecciones, sino equivalencias de categorias.

3. EL ORIGEN DEL CONCEPTC DE MOIULOD

De acuerdo con N. Jacobson @JL ,p. 162), "el concepto de médule habfa
hecho su aparicién en la teorfa de nfmeros algebraicos®, antes de que Emmy
Noether avizorara su relacidn com las representaciones, En esta teorfa, co-
mo es de esperar, la nocién de mddulo no aparecid de manera repentina y aca-
bada. De hecho, afin por los afios veinte de este siglo, se utilizaba el tér-
mino médulo de modo restrimgido, para designar, b{sicamente, los ideales del
anillo de los nimeros enteros, como procede,por ejemplo, Hecke ([Hel, p. 3).

Nos interesa presentar, aungue de manera suscinta, la situacién como se
presentaba en la teorfa de los némeros algebrajicos. Ya en las primeras déca-
das del presente sigle, se disponfa de una teorfia de ideales de los llama -

dos anillos noetheriancs, que son los amilles conmutatives en los cuales to-
da cadena ascendente de ideales :

C l..c E g“ LR R ]
Lel, & e 5Ty
es estacionaria, es decir, existe un n tal que, In = In+1 * L.

Se habfan logrado para tales anillos una serie de teoremas de descempo-
gicidn de ideales en ideales primarios (IW] ps 115 y ss., vol. 2}, a los
cuales se habfa 1legado para satisfacer demandas de la geometria algebraica.

La discusidn podemos plantearla en los siguientes términos : sea R un
anillo de integridad, ¢l cual se supone noetheriano, y sea P, su campo <o =
ciente, Considere un campo T,. extensidn finmita conmutativa/ée P, ¥y sea S el

anille de los elementos de T que son integrales sobre R. SE tiene asf :

R < S
My N
P < T

Lo que se pretende es trdsladar de alguna manera la teorfa de los idea-

les de R a su anillo de extensién S. La solucidn vino a través de la obser-
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vacifn de que S es un R-médulo finitamente generado, a partir de lacual,
aplicando un razonamiento semejante al del teoremaz de Hilbert de la hase,
se concluye que S también es moetherianc.({W],wl.2,p.170),

Haremos a continuacién un esbozo de la prueba de 1z menciomada obser-
vacién, utilizando las notaciones anteriores, y las siguientes hipdtesis;
R es integralmente cerrade en su campo cociente, es decir, todo elemento de
P integral sobre R, pertenece a R; T es una extensidn separable de P, lo
cual nos lleva a que ¥ es wna extensién simple de P, T = P(d), por un elew
mento primitivo ¢i. Existe un elemento s en §, tal gque todo te&T se expresa

CORQ -t
k
t z:-ks
ko
para ciertos r € P,

k
3¢ prueba que existe un V&S, tal que Vze P, para el cual los Vzrkel'.

Como también se tiene que estos Vzrk son integrales sobre R, ellos estin an
R mismo, puesto que R es integralmente cerrado. Si ahora se define
u, = Vr, ,

los w estin en R, De r, = uk\"z, se sigue :

t - z uk‘V-zsk s
LS

para todo teS. El teorema que se demuestra es el siguiente :

Teorema. yodo elemento de S es una combinacién lineal de los V_zsk scon

coeficientes en Ro( k = 0,1,...,n-1).

Expresado en el lenguaje de los mSdulos, el teorema anterior establece
que el anillio S de los elementos de T que son integrales sobre R, es preci-
samente ¢l R-mSdulo finitameate generado por los elementos Y-zsk de S,

La demostracién del anterior teorema se encuentra in extenso en (W, v.2).

Aprovechamos la ocasién para sefialarque la aolucién al problema exami-
nado posee un v:h_or metodoldgico digno de mencidn, con lo cual nos referi -
mos a que ideas similares fueron utilizadas por la mimma Hmmy Noether para
aplicar su Teorema de normalizacidn y su criterio de finitud, con el fin
de "convertir” un anillo en un médulo finitamente generado sobre un anille
adecuado, y trailadar propicdades de finitud del segundo al primereo. (Cfr,

(sa).
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5. UNA YISION MODERNA DE LOS MOULOS

La teorfa de representaciones de £lgebras se ha desarrollado vogorosa-
mente a partir de la década de los 70, com la introduccién de los ilamados
métodos diagramlticos,y otros enfoques como el de Auaslander y Reiten, Se
han solucionado en estos aifios algunos problemas cldsicos, como las conjetu~
ras de Brauer y Thrall; y se ha logrado avanzar en otros, como es el amplio
campo de laclasificacidn de Algebras de dimensidn finita,

Subyacente a estas nuevas ideas, se encuentra una nueva versidn de lo
que e5 un mddulo, y con ella, una reinterpretacidn de las representaciones
de un flgebra. En esta seccién vamos a introducir las definiciones mimnimas

para apreciar algunos resgos de los métodos seilalados,

Se entiende por carcaj un par Q = (Qo, Ql), en donde Qo es un conjunto

finito de puntos, ¥ Ql consta de fiechas entre algunos puntos. Ejemplos

H——o:o—@:oﬂO;o—kf/‘g |

Si k es un campo, una k-representacién de Q se obtiene al asignar a ca-
da punto i de Q, un k-espacio vectorial V.»Yya cada flecha & 3 i-—3]j en
Ql, una transformacidn linmeal f 3’ Vi—H'j . Esta representacidn se denota

"

resumidamente por V = (V., ggv
Se entiende por morfismo entre ropresentaciones, ¢: (V,,f )—-—%{wi,g )

una familia ¢ = (Qi ) de transformaciones lineales q’i 2 V.—-—)Hi s i€ Qo

i
tales gue, para c¢ada flecha & : i—>j , se tiene un diagrama commutatiwo :
viij
111 lq%_
—_—.
Hi Y j

La composicidn de morfiamos entre representaciones U—¥—2*W , se
define de la manera obvia. La familia de las k-representaciones de Q cons=
tituye una categorfa con los datos anteriores, vy se denota por mod{(kQ).

Toda representacidn de Q sobre k puede interpretdrse como un médulo
sobre cierta k-flgebra, el Llgebra de caminos de Q. He agquf su conatruccidn,
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Un camino en un carcaj 4 es una sucesidn de puntos de Q°, unidos per
flechas en wna misma direccién., Se conviene en denotar el camino
oil—ao—... -oiiﬁﬂm
i J
por {(i/e, , +.a ,%/i). A cada punto i se le asocia un camino de longitud ce-
o 3 (i//i).
Se define el producto de dos caminos de longitud positiva por yuxtape-
sicifn, es decir,

(ifd‘,...,df,P.,...,Ptfl]

st j=k
0 Sijﬁkn

(1%, ,000,%/3) o (k/By500,0./1) =

5

Por definicién, los caminos (i//i) actfan como unidades.

El flgebra de caminos AQ del carcaj Q, sobre un campe k , tieme, por

definicién , como espacio subyacente, al k-espacio cuya base es el conjunto
de los caminos de Q. A este espacio se lo dota de uma estructura de k~dlge~
bra, al extender por linealidad el producto de caminos.Se puede comprobar
qQue AQ es efectivamente un figebra, asociativa con 1 y de dimensién finita,
si el carcaj Q no posee ciclos orientados,

Por una necesidad técnica, introducimos el carcaj opuesto Q! de Q =
(Qo’gl)’ el cual posee los mismos puntos de-Qo, y una flecha y':i—j ,
por cada flecha o : j—>i en Ql

Teorema.Exjste una biyeccién entre la familia de las k~representacio-

nes del garcaj Q' y I-a\mfanilia de Los AQ -médulos de dimensidn finita,

Ofrecemos un esbogo de 1la dewostracidn,

Si se tiene una representacién V = (vi’fu) de Q, se¢ define HV como el
k-espacio suma directa de los V., es decir, My = Vle ...@Yn { se ha su =
puesto que los puntos de q, %on 1, 2,..., n.). El L1gebra Aq actfa sabre
M ast: (i//i)v 1= vj, para v = (vl, ...*,vn) R jE-Qo § para toda flecha
d:i-~>j, d.v=of (v e V. , lo cual tiene sentido puesto que se tiene
a! i vydo; Vj-——Hl . Esta accidn se extiende de la mamera obvia
a caminos de longitud mayor que 1 y después,por linealidad, a todo A..

Se muestra que )lv s un AQ ~-nédule.

Q°
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5i ahora se parte de un AQ -médulo M, se obtiene una representacién de
Q' asf : para cada punte i, se pone Vi {i//iM, el cual es un k-espacioc.

Para toda flecha «' 3 i——j en ', se pone f&! H ?{~—*¥Vj, dada por

(i//i)m v {3i//j)% m. Se comprueba que R, = (Vi,f; ) es una representa =
cifn.

La correspondencia biunfvoca del teorema anterior es, en realidad, uma
equivalencia de categorias.

Las &lgebras decaminos no agotan el contexto de las 4lgebras de dimen—
8i8n finita, Es posible, sin embargo, demostrar que toda k~-%£lgebra de dimen-
sién finita, bdsica e indescomponible, es isomorfa al cociente de un XLige -
bra de caminos por algfln ideal admisible, si el campo k se supone algebral-
camente cerrado. Esto es el Teorema de Gabriel (Gfr.[Ga} ,[Cil )

Agradezco la colaboracifdn de los Profesores Angel Ruiz Z. y Cdsar

Solano, gquienes gentilmente leyeron una primera versién de este trabajo, ha~
ciéndome valiosas sugerencias para mejorarlo.
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PROBLEMAS MATEMATICOS CELEBRES §

LA DUPLICACION DEL CUBO Y LA RAIZ CUBIKCA

Edwin Castro Fernandez
Escusla de Matematicas / Universidad de Costa Rica
San josé, Costa Rica

RESUMEN

Se presenta una sintesis histéorica del
problema de la duplicacidn deli cubo y se
discute la constructibilidad del numera 92 , al
mismc tiempo se presentan algunas soluciones
aproximadas del problema, entre e2llas una dada
por Descartes.

El trabajo se sitda dentro del area de
ia Ennefianza de la Matemitica y es adecuado

para sstudiantes y profesores de secundaria.
\

“

§1. Introduccidn ¢ C11, €21, (41 )

£1 problema de l& duplicacidn del cubo se conoce como
“problens de Delos™ v aparece citado por primera vez en el libro
I11 de “"Collectiones Mathematicae" de Pappus de Alejandria gue
vivi®o a finales del sigle III y principios del siglo IV deapuds
de Cr;sta v con mais detalle an las obras de Eutoouio de MAscaldn
{ Siglo 1Y después de Cristo ). Eutoquio relata oue el gedastra
griego Eratdstenes ( 276 — 195 a. de c ? le mandd una carta al
rey egipcio Ptolomeo IIX ( 246 - 222 a. de C.) en la cual le
contaba como se conccid por primera vezr al problema de 1z

duplicacidn del cubo: el autor dice gue Mines estaba preparando
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un sarcéfago para el entierra de Glaucdn de forea cigbica y con
lados iguales a 100 pies cada unoi sin sasbargo el sarcdftago le
parecid demasiado pequelo para un rey vy por recomendacidn
decidi® construirlo de tal forma gue tuviera un volumen igual al
doble del anteriori; Minos al aumentar al doble cada lado del

cubn se dio cuenta de gue el volumen aumentd 8 veces vy no como
lo necesitaba.

Existe otra leyenda qgue noas cuenta Filopdn la gue relata
que an Atenas en los afios 430 a. de c..en los tiempos de Platén,
sobrevino una peste que diezmaba la poblacidng los habitantes
preocupados por tal calamidad preguntaron al Oriculo de la Isla
de Delos oqué debian hacer para terminar con la terrible
epidemia, la respuesta fue la siguiente : *“Construvan un altar
que tenga el doble del volumen del actual®. En pringcipioc 1la
realizacidn de este provecto les parecid |ty Simple Y
construyeron un nuevo altar dandole a cada lado el doble de 1la
madida del antiguo altar: sin embargo la epidemia no acabd sino
que sobrevino con més intensidad; asi los atenienses se dieron

cuenta que no habfan realizado el proyecto que Delos pedia.

Algunos geSnetras griegos trataron de resolver 1 problema
y entre ellos tenesds a Arauitas de Tarento ( cerca del alo 380
a. de c.)k Eudoxo de Cnido ( 408 - I35 a. de c.), otros
intnntaraﬁ dar construcciones aproximadas V4 antre ellos
tenemos a Menechmus ( 375 - 323 a. de c.), Apclonio de
Pérgamo (260 — 170 8. de c.), Filén de BPBizancio ( 8iglo III
a. de c.), Nicodemes { 5iglo II a. de c.) v Hardn de
ARlejandria ( 110 - 140 d. de c.).

§2. Enunciado del problema ( [2], [X3, [4], L&, €71 )
€1 problema de Delos se enuncia de la forma siguiente:

*Dadao un cubo de lado k se pide construir con regla y compas
otro cubo que tenga el doble de volumen gue @1 cubo inicial™.
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La solucidn algebraica del problema es sencilla: si k es el
lado del cubo inicial y x &1 lado del cubo que se va a construir

entonces se pide gue :

0 sea:

X = I

Por consiguiente el lado del nuevo cubo debe tener una longitud
igual a k’? + O mds general, ain si en lugar de pedir ague el
nueva cubo tenga un volumen igual a 2k® ze pide gue sea igual a
? tenenmos que:

x = 9%

§3. El problema de la extraccion de la raiz cuabica ( ([21, £21,
£t41, 81, 91 )

Los griegos no sablan extraer la raiz cabica de los numeros
gque no eran cubos perfectos y de agui gue el problema como fue
propussto resultd ser complicado para1ellns.

El problema de la duplicacidn del cubo se reduce pues a la
constructibilidad con regla y compas del numero V2.

El lector conocce seguramente un método para construir /0
donda n es un nGmero natural. En el caso del problemsa de 1l& ralz
cuadrada tenemos entonces una respuesta positiva al praoblema de
la constructibilidad.

Dheervemos tambidn gque el namero ’2 es un numero algebraico

por cuanto satisface la ecuacidn:

- 2=0
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Entonces tenemos propuesto 1 preblema de si un nasero

algebraico, en este caso ’E, es constructible.

Con respzcto al problema de la extraccidn de la raiz cdgbica
no fue sino hasta el siglo V d. de c.cuando los indaes

utilizaron la férmila 13

ya’-o-b za++

Ia

para extraer la ralz cbica de nimeros. En tal férmula n' - «l

mayor cubo perfecto contenido an a® + b, asi{ por ejemplo:

/ /. » ~ 1

Este valor es bastante aproximado al wvalor real aque es
2.0801... . Leonardo de Pisa ( conocido también como Fibonacci )
( 1180 — 1250 ) dio otra aproximacién para extraer la raiz
cabicas

”a? +b =xxa«+ -y b

Ja” + 3Za + 1

Nicolo Tartaglia ( 1499 — 1577 ) utilizd para extraer la
ratz cdbica la térmula:s

’fa‘ + b T a+ zb

Ia + 3a

El método que se popularizd ads para la extraccidn de la
raiz cuabica fue dado por Jean Trenchant en 1557 v era el mis

importante antes de la aparicidn de las calculadoras de sano.

Los grisgos intentaron resolver el problema de Delom pero

no extrayendo la raiz cagbica en forma aproximada, sino mas bien
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por sedio de construcciones geométricas aproximadas.

§4. Algunas soluciones geométricas aproximadas ( £L4i, £33 )

Como mencionames anteriormente Menechmus fue wuno de los
primeros en dar una solucion aproximada del problema de Delos.
Nosotros presentarssos la solucidn de Menechmus pero con
notacién moderna. Consideremos las dos paraboclas:

x: = ky

xz = 2k

cuya representacién grafica es la siguiente:

-
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El punto P de interseccidn de las dos paribolas es, como se
calculd facilsente, < k¥2, k" ), es decir, el punto de
interseccidon de las dos parabolas gque nc es €1 origen tiene como

abcisa el numero buscado, es decir [ es el segaento buscado.

Concluimos entonces que construyvendo las dos
parabolas ( aungque sea aproxieadamente ) podemos encontrar la
solucidn ( aproximada ). El estudiante seguramente va conoce la
manera de construir parabolas conociendo pocos puntaos de ellas,
en cualguier caso se puede recurrir a puntos racionales vy con

ello se tiene una buena aproximacidn de las paribol as.

Manechmus realizd también otra construccidn geométrica
aproximada observando que el ndeero buscado s la interseccidn

de 1

xz = ky

xy = 2k°,

o también de :

y* = 2kx

Ky = 2kz

La curva xy = 2x* representa una hipérbola, conciuisos que ol
punto buscado ea la interseccidn de una paridbola vy una
hipérbola.

Descartes ( 15946 — 1450 ) realizé también otra construccidn
interesante, 1 utilizd cualguisra de las paridbolas x> = ky &
yz = 2kx vy &1 circulo 3 X * y; = ky + 2kx. En la Tigura que

sigue representamos las curvas 1
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] +y2==ky+2kx

€1 punto & tiene como abcisa kVZ, es decir, el ssgmento OB
ez ®l buscado.

Se concluye también que @l circulo pasa por la interseccién

de las paréabolas x® = ky , yz = 2kx vy entonces construyendo el

circule v una de las paribolas se obtiene también la solucicn.
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65. Una solucidn exacta ( [4]1, (51 )

La mas sismple & interesante solucidén del problesa de Dalos

es aquella en la cual se utiliza una regla msarcada.

Comencemos por dibujar un tridngule sguilitero de lado k,
el triangulo debe estar bien centradoc en una hoja de papel para
que deje suficiente espacic para raalizar 1la construccidn
auxiliar, lusgo se prolonga el lado TA hasta un punto D de tal
forma que AD = k y luego unimos D y B. Hasta el momento tensmos
la construccidn siguiente 2

Tomamos una regla y marcamos an ®#lla una longitud igual a
k. Prolongamos BB y DB y colocando la regla sn C de tal forsa
que la partas marcada esté scbre la prolongacion de 8 y AB

observamos la construccién que sigue 3
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El megmento CE de la figura es el segmento buscado y su

longitud es igual a > .

§&. La imposibilidad de doblar el cubo ( [2], £33, L[41 )

fungue las construcrciones anteriores satisfacen nuestro

espiritu, ellas de ninguna manera satisfacen el limitado
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espiritu griego por cuanto ellas se han hecho utilizando o bien
curvas difersntes de rectas y circules o bisn instrumentos

diferentes de una regla ( sin marcas ) y un compis.

En 1837 Pierre Laurent Wantzel ( 1814 - 1848 ) desdstrd gue
el problesma de Delos no se podia resolver con regla y compas an
un ntmero fTinito de pasosgy la demostraciédn se publicd =n
“Journal de Mathématigues” de Lioville Vol.Ill. La desmostracién
de Wantzel fTue simplificada por Edmund Landau ( 1877 — 1938 ).

Con éstc se cierra otro capitulo importante en la historia
de las matemdticas.
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COMENTARIOS SOBRE LA TRADUCCION CASTELLANA
DE LAS DISQUISITIONES ARITHMETICAE
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RESUMEN

La obra Dusquisstiones Arithmeticae (1801) de C.F. Gauss se considera como
uno de las mas trascendentes de la historia de las matematicas. Constituyd la base
para la teorla de niuneros moderna. Gauss mostrd su genio al desarrollar temas
comno congruencias, reciprocidad cuadratica, formas cuadraticas y ciclotomia.

Gauss escribié su obra en latin. En 1983 un grupo de investigadores de
la Universidad de Costa Rica decidimos emprender una traduccién al castellano
(aliora completa salvo por una 1ultima revision). La presente ponencia discutird
el significado de la obra de Gauss, la historia de nuestro proyecto, el uso de TgX
para e} texto matematico y las dificultades que encontramos.

LA VIDA DE GAUSS

Se considera que Carl Friedrich Gauss era uno de los matemadticos mas importantes
de la historia - comparable s6lo con Arquimedes y Newton. Ademads realizé contnibuciones
en varias areas afines a la matematica, tales como la fisica, la astronomia y la geodesia.

Naci6 en Braunschweig, Alemania el 30 de abril de 1777. Mostré su genio desde nito
y en 1791 obtuvo el patrocinio del Gran Duque Wilhelm Ferdinand. En 1795 fue a estudiar
en la Universidad de Géttinger. Alld trabajo independientemente, aun cuando establecio
relaciones con ciertos profesores y alumnos. Se ha concluido que Gauss formulé las ideas
basicas de sus descubrimientos matematicos durante estos anos, aunque no publicé muchos
hasta anos después. En 1796 mostré la construccion con regla y compas del 17-gono regu-
lar, algo que le convencid dedicarse a las matematicas. En el afo siguiente logro la primera
prueba del Teorema Fundamental del Algebra. Por razones desconocidas en 1798 voivid
de Géttingen a Braunschweig sin haber obtenido su titulo. Finalmente en 1739 obtuvo
su doctorado de otra universidad la de Helmstedt- sin asistir y sin cumplir los requisitos
formales usuales. En Braunschweig acabd las Disquisitiones Arithmeticae, su mayor cbra
matemaética, se casdé por primera vez e hizo ciertos descubrimicntos significativos cn as-
tronomia. A partir de 1802 su interés en astronomia y matematica aplicada supero aquel
en matematica pura. (Usamos los términos pura y aplicada en el sentido engendido hoy;
Gauss no hacia tal distincion.)

En 1805 obtuvo su nombramiento como profesor y director del observatorio astro-
ndémico en Gottingen. Se trasladé alld en 1807 y se quedo el resto de su vida. Después de
la muerte de su primera esposa, se casd una segunda vez en 1810. Su obra en Gottingen in-
cluyé investigaciones en astronomia tedrica ( Theoria Motus ... ), formas modulares, geode-
sia (agrimensura del reinado de Hanover). matematica aplicada (por ejemplo, el método

* Apoyado por proyecto L14-85-049 de la Vicerrectiona de Investigacién de la Universidad de Costa Rica.
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de cuadrados minimos y andlisis nimerico) y fisica matematica (didptrica y magnetismo
terrestre, culminando en el atlas de 1840). Gauss pasé sus dltimos afios inmerso en sus
mnltiples intereses, pero no hizo mas trabajo inspirado. Murié en 1855 a los 77 anos.

LAS DISQUISITIONES ARITHMETICAE

La obra principal de Gauss era las Disquisttiones Arithmeticae, publicada original-
mente en latin en el afo 1801. Hoy en dia se encuentra como volumen I de sus Obras
Completas [3]. Es el libro de més significado de toda la historia de la teoria algebraica de
los niimeros. Una gran parte de la teoria actual debe su origen a esta obra.

Consiste de siete capitulos (que Gauss llamo secciones}. Veamos brevemente el con-
tenido de cada uno. El primero “Congruencia de Niumeros en General” es el mas corto.
Trata de la construccidn y de las propiedades bisicas de Z,,, los enteros moédule n. El
segundo, “Congruencias de Primer Grado”, estudia la resolucién de ecuaciones lineales
en Z,. El trabajo de fondo comienza en el capitulo tres, “Residuos de Potencias”. En
lenguaje moderno considera la estructura del grupo multiplicativo de los elementos in-
vertibles de Z, [4]. Obtiene unos resultados clasicos, por ejemplo el Teorema de Wilson,
como consecuencia de la teoria general. Capitulo IV, “Congruencias de Segundo Grado”,
trata de residuos cuadraticos. Es histérico porque contiene la primera prueba legitima del
Teorema. de Reciprocidad Cuadritica, que Gauss llama el “Teorema Fundamental”. Es un
analisis detallado y sistem&tico, aunque sea poco elegante, de los varios casos que surgen.
Gauss no se contentd con esto, y posteriormente encontrd varias otras pruebas.

Capitulo V, “Formas y Ecuaciones Indeterminadas de Segundo Grado”, fundamenta la
teorfa de formas cuadraticas binarias f(z,y) = az?® + 2bry + cy®. Gauss lo consideréd como
la parte mas valiosa; as{ este capitulo ocupa méas de la mitad del libro completo. Trata
de varias relaciones entre formas y las dividen en “érdenes”, “géneros” y “clases”. En
lenguaje de hoy, Gauss ve la correspondencia con el grupo de clases del campo cuadratico
de niimeros [1]. En este contexto logra hacer varios calculos numérico-tedricos sobre la
representacién de enteros como combinaciones de otros enteros, probando teoremas de
Fermat y Legendre. Capitulo VI, “Varias Aplicaciones de las Investigaciones Anteriores”,
es un pequeno epilogo a la parte anterior. Aplica la teoria general a unos problemas
concretos de la teoria elemental de niimeros. Finalmente, capitulo VII, “Ecuaciones que
Definen Secciones de un Circulo”, trata de la construccién del poligono regular de n lados.
Gauss efectivamente determina cuando esto es posible con regla y compas. Sus calculos
anticipan las técnicas generales de la teoria de Galois, descubiertos 30 afios después [5].

Gauss dividié los siete capitulos en 366 a,rtic;,tiflos, los cuales varian en longitud desde
unas lineas hasta unas piginas. La numeracién de los articulos sirve para localizar Tesul-
tados especificos, aunque Gauss no hizo una tabla de contenidos completa.

La cronologia de los descubrimientos de Gauss y su publicacién posterior resulta in-
teresante. Con respecto a las Disquisitiones Arithmeticae, las fuentes secundarias mejores
son el articulo clasico de Bachmann, Uber Gauss’ Zahlentheoretische Arbeiten [3, vol. X],
y la biografia reciente de Buhler [2]. Muchos de los descubrimientos de Gauss pueden
ubicarse exactamente por fecha mediante su diario {3, vol. X]. Asi por su primera entrada
se sabe que Gauss logré la construeccién del 17-gono el dia 30 de mayo de 1796. Finalmente
hay que mencionar las investigaciones de Merzbach [6] respecto a los primeros manuscritos
de las Dhsquisitiones Arithmeticae.
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Se sabe que Gauss escribié gran parte de la obra durante su primera estadia en
Gottingen (1795-1798). En 1797 mandé un resumen detallado a su consejero Zimmer-
mann. El levantamiento del libro comenzd en el taller de Kircher en 1797. Debido a los
multiples atrasos en el trabajo editorial, Gauss pudo seguir introduciendo materia nueva
al quinto capitulo durante 1798-1800, lo que explica parcialmente su longitud despropor-
cionada. Este crecimiento aparentemente causé la eliminacién de un propuesto octavo
capitulo. El libro como tal finalmente salié a la luz piblica en Leipzig {centro del negocio
editorial aleman en aquel entonces) en el verano de 1801.

La practica de escribir textos eruditos en lengua latina era anticuada ain en 1800.
No obstante publicar en latin era consistente con el estilo légico y directo de Gauss. Pos-
teriormente publicd ciertas obras en el idioma vernacular, pero siempre reservé el latin
para sus obras mdés trascendentes. Gauss escribié su propio latin ya que habia disfrutado
una buena educacién cldsica. Pero en el caso de las Disquisitiones Arithmeticae su estilo
literario fue revisado por el fillogo Meyerhoff, quien le sugerié varias mejoras [6].

TRADUCCIONES EXISTENTES

Por su importancia, Disquisttiones Arithmeticae ha sido traducido en diversos idio-
mas. La versién francesa Recherches Arithmétiques (trad.: A.-C.-M. Poullet-Delisle, 1807)
aparecié poco después de la original. Las demds no salieron hasta después de la muerte de
Gauss— en aleman Untersuchungen tber héhere Arithmetsk (trad.: H. Maser, 1889}, en
ruso Trudy po Teorii Cisel (ed.: 1L M. Vinogradov, 1959) y en inglés Disquisstiones Arith-
meticae (trad.: A.A. Clarke, 1966). Hay también una edicién corregida de la traduccién
inglesa (rev.: W.C. Waterhouse, 1986). Cabe notar que la alemana y la rusa contienen
material adicional de la obra de Gauss. Ninguna traduccién castellana ha sido publicada-
un intento organizado por el Prof. Victor Albis de Colombia no prospero.

LA TRADUCCION CASTELLANA

En 1985 el Prof. Mark Villarino discutid con el Prof. Angel Ruiz y con el Prof. Michael
Josephy la posibilidad de emprender una traduccidn castellana de las Disquisitiones Arith-
meticae [8]. Noté la inexistencia de obras de Gauss en espaiiol y la disponibilidad de los
recursos humanos necesarios en la Escuela de Matematica de la Universidad de Costa Rica.
Por esto, en mayo de ese afio se formuld una propuesta a la Vicerrectoria de Investigacion
la Universidad de Costa Rica-para que apoyaran el proyecto de la traduccidon.

Debido a su gran envergadura, el proyecto se planteé como tarea que duraria varios
afios. En mayo de 1986 se aprobé por un periodo inicial de un afio. El afio 1986 se dedicd
a la organizacién del trabajo y a la obtencién de los recursos bibliograficos. Una pequedia
parte de la traduccién se realizé de manera experimental.

¥l proyecto progresé lentamente durante la primera mitad de 1987 debido a problemas
de indole administrativa. Fue hasta agosto de ese afio que el proyecto se aprobd por un
nuevo periodo de un afo. No obstante estas dificultades, en el transcurso del aflo se logrd
la traduccidn de la tercera parte de la obra. En principio el sistema seguido era que el
Prof. Villarino redactaba un primer borrador que el Prof. Josephy revisaba en su contenido
matematico y el Prof. Ruiz en su estile castellano.
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Después de esta primera atapa del proyecto el Prof. Villarino tuvo que retirarse, y el
Prof. Hugo Barrantes ofrecié participar como refuerzo a partir de entonces. Entre todos se
logrd terminar una primera traduccién de la obra completa en el transcurso del ano 1988,

El afio 1989 se dedic al levantamiento y correccién del texto. El Prof. Ruiz se ausentd
un semestre con una licencia sabéitica. A comienzos de 1990 pudo salir una edicién pre-
liminar del texto levantado, lista para su 1ltima revisién. La Universidad de Costa Rica
aprobé su apoyo al proyecto hasta finales de 1990, momento en que la obra definitiva estara
disponible para la consideracién de editoriales.

Como apoyo al proyecto la Biblioteca de la Universidad de Costa Rica ha conseguido
muchos libros sobre el tema, poseyendo actualmente lo que debe ser la mejor coleccién de
Latinoamérica. Incluye las obras completas de Gauss (en doce volimenes), los “Reviews

in Number Theory” (dos partes de seis voliumenes cada una), biografias y bibliografias de
Gauss y numerosas referencias secundarias.

LA COMPOSICION DEL TEXTO

Desde casi el comienzo los investigadores decidieron usar el sistema TEX (version
Macintosh) para el levantamiento del libro. TEX es un editor computarizado para componer
texto. Fue concebido por el matematico Donald Knuth y divulgado por Michael Spivak,
entre otros. Es el sistema éptimo para procesar literatura matematica, particularmente
cuando trae una multitud de simbolos inusuales, mucha notacién complicada y ecuaciones
desplegadas. Para arrancar contamos con la asistencia inestimable del TFXperto Alan
Dixon, quien disefié la mayoria de los macros en primera instancia.

Nuestra meta era hacer una traduccién lo mas fiel posible al latin original. Para esto
nos ayudé la similitud lingiistica entre el castellano y el latin. Por otro lado, el uso de
TEX nos permitié hacer una representacién igualmente fiel de la presentacién tipogréfica
de 1801. La composicién original de la obra durd varios afios (1797-1801) en un taller
con ia tecnologia de aquella época. Actualmente una microcomputadora puede duplicar
esta hazafia en minutos. TEX nos permite seguir el formato y la notacién del original,
modernizéndolos sdlo cuando es estrictamente necesario por claridad. Se pudo ajustar los
parametros técnicos de la edicién de modo que la paginacién de la traduccién corresponda
casi exactamente a agquélla del original. En fin esperamos que la traduccién nuestra sea
maés cercana &l original que todas las hoy existentes.

TEX nos permitié levantar nuevamente ciertas tablas de Gauss que otras traducciones
habian reproducido fotograficamente. Ciertas expresiones pudieron imprimirse mejor que
antes. Considere,por ejemplo '

. ( {(z, 1) ... [}, f18]

(4, 1) { (2,13 ... {4, [13]

(8’ 1) ! 4 9 (2, 9% .. [8], {st

Q= (16,1)1 i o { P
| @ p{ @9 -

{(2: ) ... 8], 1

(8,3)3 . (210) ... (7], [10]

\ L (4, 0){ {2,11) ... (e}, (11}
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que Gauss incluye en §354. (Relaciona la construccién del 17-gono con un grupo de 16
elementos.)

ASPECTOS FILOLOGICOS

Surgieron tres clases de dificultades en la tarea nuestra. En el primer nivel, la
semantica, se buscé hacer una traduccién correcta palabra por palabra. Usualmente la
palabra latina corresponde a una tnica palabra castellana v sélo en unos casos era nece-
sario modificarla. Por ejemplo, el latin “complexus” se traduce como “conjunto” y no
como “complejo” aunque el inglés dice “complex”.

El analisis de la sintaxis era més problematico. No obstante que la estructura latina
tiene cierta similitud con la castellana, frecuentemente fue necesario reordenar las frases
para obtener una expresién méas castiza. Muchas oraciones latinas eran excesivamente
largas y se dividieron en la traduccién. Ciertas construcciones compactas latinas, como
el ablativo absoluto, debian expandirse. Generalmente las cliusulas pasivas se tradujeron
con la construccién espanola reflexiva, por ejemplo “se puede hacer” y se evité el uso de
la primera persona “podemos hacer”.

Finalmente, en el nivel més global, quisimos mantener una consistencia del estilo de
la traduccién a lo largo de sus siete capftulos. Como varias personas intervinieron en las
etapas de la traduccién, era necesario homogenizar el texto en su tltima revisién para
evitar incongruencias y dejarlo lo mas uniforme posible.

La traduccién de las Disquisitiones Arithmeticae fue una obra enorme que pudo re-
alizarse sélo con la participacién de muchas personas. Hubo cuatro investigadores prin-
cipales: MSc Michael Josephy, MSc Angel Ruiz, Lic. Mark Villarino (al comienzo) y
Lic. Hugo Barrantes (posteriormente). El entonces estudiante de postgrado Alan Dixon
ayudd con la implementacion del sistema TEX. En la redaccidn nos ayudaron los asis-
tentes Adridn Gonzalez, Luis Gustavo Hernidndez, Jestis Peraza y Martin du Saire. En la

mecanografia computarizada participaron los asistentes Gastén Guerra, Milton Madriz y
Julian Trejos.
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Elementos de
Arditmeéetica Mawvwa

Prof. Mario Murillo
Escuela de Matematica
Universidad de Costa Rica

La cultura Maya. Su ubicacién histdrica y geogréfica. Su influencia en el tiem-
pe. Elementos culturales contemporineos.

Efementos de la aritmética Maya, una incerpretacidn. La simbologia de fog ndme-
ros. La base de! sistema de numeracion, Un sistema realmente posicional. £] cero en
esle sistems. Simplicided del sistema. "Conversibn™ de nimercs: del sistems indoa-
rabigo al Meya y vicaversa. Operacionas elementales: Jos "mecanismos” de la suma,
rests y muTtiplicacién,

Cuando oimos hablar de los mayas, Jo usual es que pensemos
de ellos como un lajanoe imperio perdido en el tiempo yv en el es-
pacio, como alge remcto que pasd y de lo cual en el presente solc
queda como recuerdo unas cuantas edificaciones y algunos logros
no muy bien comprendidos. La verdad es que en nuestro medic mucho
se ignora acerca de la realidad maya y de ta influencia que ha
tenido en el desarroiio de Ta cultura centroamericana.

Farte de esta realidad es que los mayas son una cultura vi-
viente, adn cuando hayan sufrido una mezcla de costumbres “occi-
dentales”. Asimismo, por “"occidental” que parezca nuestra socie-
dad, estd cargada de elementos culturales de origen maya y de
otros pueblos que tuvieron contacto con ellos, desde 1la antigua
cultura Teottihuacana hasta la méas reciente Azteca. En particular
a Costa Rica, sobre todo al 4rea de Guanacaste, se le considera
la frontera sur de Mesocamérica. Ligados a este pasado hay mucho
de lo que comemos, de nuestras costumbres, de los objetos, frutos
Yy animales de nuestro medic, de nuestra idiosincracia.

lLa civilizacidn maya tuve un desarrollo a lo targo de unaos
dos mil afios, desde aproximadamente el sigloc iV a. de C. hasta
finales del s. XVit d. de €. Algunos autores le dan una extensidn
en el tiempo de unos 3.700 afos. Abarcéd inmensos territorios:
Yucatén, Quintana Roo, Campeche, Chiapas, Tabasco, parte de los
estados de Oaxaca y Veracrliz en México; Belice, Guatemala y Oc-
cidente de Honduras y E1 Salvador. La poblacidén entre los afos
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Algunos de los elementos culturales mas destacados en la

sociedad maya lo constituyen la escritura, tas matematicas, ta
medicién del tiempe v la astronomia, ademés de la organizacidn
social, el pantedn de los dioses, la agricultura y la arguitectu-

rda. Podriamos comentar mucho acerca de todos v cada uno de estos
sampos, pero 56 nos conduciria al empleo de mucho tiempo, 1o gue
a la vez nos desvia del objetive de la presente exposicidn.

.o que me ha conducide a' preasente trabajo, ha sido sobre
todo mi admiracicén por el sistema de numeracidn gue ellos desa-
rrollaron. Major diche, los sistemas de numeracidon. Porgue e'llc:
usaron basicamente dos sistemas: uno uzsando dihujos gue semejaban
cabezas, v o%irce usando solamente ftres simbolos con los cuales se
pcdia reprasentar cualquier cantidad, un punte para el ', un
barra para el 5 y un caraco! {(u ojo cerrado) para e! 0O:

m L @

1 g G

1y

Mientras que en 1a !ndia inveniaron un sistema de numeraciis
sobre la base de la posicidn de las cifras ¢ simbelos usados, cus
luego los arabes introdujeron ern Curopa, los mayvas ya hacia tiem-
po habian desarrollado e! propio en ese sentido, en el cuai,
suando menos por 300 afics, se habian adelantado en el invertec vy
use del cero (siglo vit d. de C., aungue hay aquienes lo sttdan

aln mas antes, en s siglo 1 d. de C.)

El sistema de numeracidn mava es de base 20. Estc signifiza
gue la forma de contar era haciendo grupos de 20, 20 grupos de
grupos de 20 {= 400}, 20 grupos de éstos dltimos, etc. Combinaron
apropiadamente las barras y los puntos para formar las cifras de’
1 al '3, vy del 26 en adelante se formaba mediante combinacicores
de estas cifras. Algunas de las ci1fras szson:

= IR R H =B EEEE L]
1 2 3 4 5
| R EBE I
L TN IR
7 9 10
] R D
| H AR E R ]
L] ] ] e ———— b= =
] L L] | L)
T 14 15 16 9
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700 yv 800 d. de €. se ha estimado en tres miliones. Un autor se-
flala que su poblacidn fue superior a los trece millones.

Al hablar de los mayas, no se debe hacer coma un imger:o,
sing come una culfura: no se puede afirmar gue hubiese existidc
un gobierno central administrador de poder instalado en una cap:-

tal. Existieron ciudades-estade las cuales a veces luchaban entre
si., Algunas de estas ciudades fueron Palenque, Tikal, Bonampak.
Uxmal, Mayapan, Coba, Copén, lzamal, Xicalangc, Chichen '%z3i,
etc.

Algunos autores dividen la historia maya en tres periodos:
1} Pre-mavya, desde antes de Cristo hasta el 300 d. de C.

2) El Viejo Imperioc gue concluye alrededor del 987 d. de <. &)
final de este periodo hay una decadencia y un abandono de ciuda-
des y centros ceremoniales.

3) E1 Nuevo Imperio, en el que se da urn renacer de la cultura
maya y concluye con @l genocidic y congquista hispidrnico. Ests pe-
ricdo finaliza con el sometimiento de la Ultima tribu maya qus
luchdé por su libertad: los ltzaes, en 1.697.

Como se sefiald, los mayas no fueron un imperioc © una tribu,
sine wuna cultura compuesta por muchas tribus. En la actualidad,
descendientes de los mayas estan, por ejemplo, en México los La-
candaones, una de las tribus gue viven en estado mas primitivo: en
Guatemaia, los Quichés, Cakchiqueles, Kekchies, Mames, etc. Las
lenguas actualmente habladas se dencminan por el nombre de ia
tribu donde se usa. Tienen su rafiz, probablemente, en alguna len-
gua ancestral comun.

-

e

E! mismo nombre de Maya no es el que corresponde a' de ssta
cultura. Como seffiala un autor, nadie sabe cémo se denominaban a
si mismos ni cuadl era Ta lengua gue hablaban. Tampoco hay mucha
certeza con qué nombres designaron a sys ciudades. La voz maya
probablemente tenga origen nahuattl.

El nombre de Guatemala viene de la wvoz nahuatl Quautl=ma-
1Tan, y significa "Tierra de muches Aarboles’. Se describia con
este nombre al pais montaficso y fértil que se extendia al sur de
México. E1 nahuatl era, ahla sazén, la lengua de 'os asteca:s,

de algunas tribus del valle de Anadhuac, todavia hoy hablads er
algunos lugares de México.
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Las cantidades maycres de 20 se representan de forma verti-
cal, ocupando las unidades el primer lugar de ahajo hacia arriba.
Asi, algunas cantidades de "dos cifras" son:

| = = ]
@ - [ - ] EEmEw A EEN
] L - | ] [ ]
20 26 30 E—— T——
14 A
33
" = = | nuEBn [ ] R
[} | ]
40 N &0 100 =
>2 100

Cada nueva posicidén valdra 20 veces la anterior. Entonces,
para "traducir” del sistema maya al decimal hariamos:

o - 5 % 20 x 20 = 2400

" =

————— - 12 x 20 = 240

L sx 1 = s
2648

Lo cual también se puede dar como potencias de 20:

—mmmw = 7 x 20° = 58000

N mamen - 14 x 207 = 5600
1

mEEmmEm °© 4 x 20 = 80

——— ;6 x 20° = €

61686

Para "traducir'” del sistema decimal al sistema maya, en uno
de los meétodos se divide sucesivamente por 20 hasta gue el (ltime
cociente sea menor que 20, de forma analoga como se hace con o-
tros sistemas. Por ejemple, escribamos 15.8B53 en el sistema de
numeracidén maya. Empezamos dividiendo por 20:
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1?223 | 20 :g; | 20 i; | 20

053 732 12 39 1
i3
El Gltimo cociente sera la cifra de maver valor. Luego, los
residuos constituiran, empezando por el Gltimo, el restc de las

cifras. Entonces, 15.853 queda representado en sistema de numera-
cién maya asi:

Este sistema de numeracidn se adaptaba muy bien a la medida
del tiempo, al darsele a la tercera posicidédn un factor multioii-
cativo de 18, con lo cual se tiene: 1 x 20 x 18 = 360. Los ma-
yas tenian 18 meses de 20 dias cada uno con o que se tenfa 380
dias, mas un mes adicional de 5 dias con lo cual se completaba el
afc maya compuesto de 365 dias. En este sentido, uno de los usos
{;el principal, tal vez?) de este sistema de numeracidén era el
calendarico. Segin algunos autores el afoc maya era, con reajustes
a lo largo del tiempo, de 365,2420 dias, mientras que la estima-
cidn actual del afic es de 365,2422 dias.

Dejemos de lado el uso calendarico del sistema de numeracioen
para entrar en otras asuntos.

OPERACIONES

De poca'ﬁ_}ilidad e seria a una cultura haber llegado a una
representacién posicicnal de las cantidades para soclamente que-
darse con eso, aon la representacién de cantidades. Podemos subo-
ner gue con este sistema de numeracién los mayas realizaban las
cuatro operaciones fundamentales para Tlevar a cabo sus calculos
en las distintas ramas del saber en gue se destacaron. Probable-
mente les fue de mucha utilidad en la descripcién gue hicieron

de! movimiento de venus, en la construccidédn de pirémides, temc los
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y ciudades, o en el mismo calculo cronolégico.

No tenemos certeza acerca de los mecanismos usados por ellos
para realizar las operaciones. Ningin libro de los censultados da
refererencia al respecto. Esto aunado a la quema de biblicotecas
mayas llevada a cabo por los espaficles, guienes no reconcocieron
los logreos alecanzados por las personas de este continente, lo que
deja un gran vacio acerca de lo gque podriamos saber de ellos y de
este asunto particular. Apenas si hay una revista en inglés que
habla del asunto. Por esto, me he interesado en dejar por escrito
un posible "mecanismo™ para tres de las operaciones.

SUMA EN EL SISTEMA DE NUMERACION MAYA

Para la suma ~al igual gue en el proceso de formacidn de los

nimeros~ nada mas hay que recordar las siguientes “"reglas™:

1) Cinco puntos valen 1i1gual a y se

intercambian por una
barra.

2} Dada la base vigesimal del sistema, si en una posicidn se
acumula un valor mayor o igual a 20, en ella se escribe cero o lo

que exceda a veinte, ¥y la siguiente posicién se incrementa su
valor en una unidad.

Esta segunda regla significa que, por ejempleo, si en una
posicidn se acumula un valor de 47, aplicéndola recursivamente,
an e&sa posicidén se escribe T y la siguiente posicidén incrementa
su valer en 2. En 1o gque sigue, usames los simbolos conocides de
fas operaciones. La }inea de suma (y de las otras operaciones)
seri vertical vy a 1a derecha. Al igual que en el sistema decimal,

la suma se inicia con lTas unidades, luego veintenas, etc. Ejem-
pic:
| - I [ ]
mEmN [ ] EEENR
| i ] R P EEEE
1 it == [
EEEn - EERN  mEn A m = [
[ =] I EERRN
I ]

QO bien, simplificande de una vez:
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it

sumando tres numeros:

m ¢
[ ]
] 3 M m L
T T RN o Ew
| ] IR
Jr || = L | B EHE =
] hi) T -J‘f L] E ]
| -] ] N
[ 3 | mEW
. mE 3 I H E AW
E
///
P
RESTA

Para restar, solamente hay que asegurarse que el sustraendo

sea menor que el minuendo. Mas facil! no puede ser, pues como un
mecanisme al minuende se le restan los simbolos en cada posicidn

segin sea el sustraende, y nada mas. Usamos el simboleo = para la

resta:
- -
I = - =
T T P
- - -
R = - - I
M . u | »
e —— AR A
L

si faltan puntos, se transforma uma barra en puntos:
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"mE= mEE
] EEERW PEEEN EEEu mWmEN
" N = =
- = N = - -

= %
I EEEN EEEESN EEEWm "EEm
EE= [ - ERE - -
SO T T [ =
I— S R— ——

Si en una posicién no hay suficientes barras, se “"toma un
punto prestado” de la posicidén superior en valor, lo que equival-
drd a cuatro barras:

|Ew - u L] o el
] T I DR T——
I |
"N HERAR o = B .
m [ a e ———— I = x ] IR
L] |
E N = ] E E B n
e ——— e —— I ] I LI
L L —— e e I I
T I TR R
| |

Sin embargo, al igual que en la suma, este proceso se puede
simplificar. ‘

MULTIPLICACION

Esta operacidon es realmente simple, aunque en cierta medida
algo laboriosa. En un extremc de simplicidad, solamente hav qus
recordar tres productos:

R ' B OIS T O’ $DOEEENE < e -
1 1 x 5 5 S x 5 = 5

—
—&
n

N

Ademis de esto, al igual aque la realilacién de este procedi-

miento en el sistema de numeracidén decimdl, hay que tener presen-
te que:

unidades poa unidades da unidades

unidades por vedintenas da veintenas
veintenas por veintenas da "cuatrocientos”,
ete., ete.

1o cual es 1importante para la colocacién de los resultadoes opar-
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ciales. Finalmente, otra acotacidén es que para multiplicar segdn
la tabla sefalada, hay que ser exhaustivo: se debe multipliicar
todos y cada unc de Jos simbolos de un nGmero por todos y cada
uno de los simbolos del otro mimero. Por ejemplo, colocando a
derecha el multiplicador:

la

e

"Multiplicamos™ primero el punto:

mEaE mE Em
R
| ] x m = |
] [ |
L ] |
Luego, “multiplicamos’ la barra y sumamos
m m -
AR -
o E R . I 3 T .
E ] T | ] | ] I I
» ]
| = = | | || -
] ] - I | L ]
] e e ' S

La practica hace que se encuentren abreviaciones que dismi-
nuyan ta cantidad de simbolos y el tiempo en la ejecucion.

Salvo la posicidn v el hecho de ser un sistema de base vein-
te, los mecanismos generales para las operaciones son andlogos a
los de las operaciones en el sistema de numeracidon decimal. De
ahi que dejo en manos de ustedes la divisidn.

Una caracteristica general de este sistema de numeracidn vy
de las operacicones es que por su conformacidn se siente la fuerza
de la representacién de las cantidades y del por aué de los meca-
nismos. Es algo asi como "palpar” los numeros y la razén de los
resulttados de las obperaciones.
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SOBRE LA REVOLUCION CIENTIFICA Y MATEMATICA DEL SIGLC XVII

Angel Ruiz Zafiiga
Escuela de Matematica
UCR

RESUMEN

El siglo XVII transformé el pensamiento cientifico, <
mAas ann, cred el modelo moderno de la ciencia occidental.
En efecto, el siglo XVII fue testigo de gZrandes figuras
intelectuales como Galileo, Harvey, Descartes, Fermat,
Newton. La llamada Revolucioén Cientifica represento  una
ruptura cualitativa con el pensamiente snterior (griezo v
medieval), y 1la apertura de una nueva época. En este
trabajo de lc¢ que se trata es de hacer un recuento global

de ese proceso asi como de vertir elementos interpretativos
gobre el mismo.

Para algunos, como Butterfield, 1a Rewolucidén Cientifica del
siglo XVIT "...se deberia colocar -junto con el é&xodc de los
antiguos o© la conquista de los grandes Imperiocs de Alejandro
Magno vy de la Antigua Roma- entre las aventuras épicas gque han
hecho de la raza humana lo que es hov (1), En efecto, s8e tratds
de un episodio tnico gque sélo pudo desarrcliarse en la conjuncidn
de condiciones especiales que vivid Europa entonces.

La Revolucién Cientifica del siglo XVII debe entenderse en
realidad como parte de la Revolucidn Intelectual gque arrancd en
el Renacimiento y la Reforma y que constituydé la base a partir de
la cual se configura la nueva sociedad. Es decir, las actitudes
e ideas cognitivas, politicas y morales que se fuercen generande
desde el siglo XV, al mismo tiempo que expresaban la reslidad de
clertas condicicones (lntereses y voluntades) rpoliticas ¥
econdémicas (en ciertas partes de EBuropa), fueron factor activa (y
en gran medida determinante) de 1la edificacidn de un nuevo

orden
soclial.

Para entender mejor su decursc conviene recordar La
evolucion europea previa. Después de 1a caida definitiva de Roma
en el siglo V d.¢. se engendrd una extraordinaria dispersidn
social y politica, en Europa OQOccidental (2). La estructura
econdmico-politica paséd a ser agraria, con la fthtervencidn
mualtifacética de bandas armadas, vy con la Iglesia Catdlica como
albacea vy guardian religiosoc de las ideas, la educacién ¥y 1=

moral. Todo dentro de un ZTontexto de decadencia con relacidén a la
sociedad mediterranea que habia florecido siglos atras baje el
influjo cultural vy politico griego. Hasta el sigle XI1 la
sociedad europea habia lograde construir una coleccidn de
jJerarquias y reglas sociales diversas, asociadas a veces bajc el
términce "feudalismo™, ¢ simplemente en otras ocasiones de  TEdad
Media” (hasta el siglo XV). De hecho. se trataba wds bien d= una
coleccidn de realidades sociales no iddnticas. Las ciudades vy
regiones pegadas al Mediterraneo, con altas vy bajas, lograron
mantener ciertos contactos comerciales vy culturales en medic de
un mar controlado pelitica, econdmica, militar v culturalmente
por el Imperic Islamico, que desde los siglos VII v ¥VIII habia
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iniciado asu expansidi. Ho sBucedia asi con el resto de Europa.
Incluso, 1las reglas sociales en los pocos centros urbancsg no
correspondian desde un principio a lasg predominantes en el campo.
Culturalmente en toda 1la época no existid relacidn con el
pensamiento clasico griego, distanciamiento que de hecho se habia
desarrollado desde el misme Imperio Romeno. La diversidad
social, econdmica., técnica y pelitica de 1la Europa medieval ers

un factor que sin duda jugaria 3u papel on la eveluclon histdorica
sigulente.

Los dirigentes espirituales cristianoe europeos tomaron de
las fuentes cléasicas especialmente algunas geccliones del

Pensamiento de Aristdteles: asg Légica, Metafisica vy partes de su
Fisica, y ©buscaron una asimilacién del cristianismo con las
mismas (o viceversa). En un proceso de 3 sigleos (XII-XV) se

construyé y agentd una visgidn del mundo, la sociedad del hombre ¥
la cultura, partiendo de la filosofia aristotélica y recreando la
doctrina cristiana en una nueva dimensién. La configuracidén de
los nuevos contenidos tedrices asi como la forma de 31U
explicacién y defensa se llamd Escolastica. Tomas de Aguino fue
la figura maAs relevante en la constitucisdn tedrica de ezta
fundicidén del dogma revelado con la filosofia pagana.

La doetrina cristiana se convirtid =n el cep=2nto
de las instituciones politicas y culturales de 1la época. EX
cuestionamiento de sus “"verdades” no era inocuc, representaba o
pocdia representar grietas en el edificio soclo-politice y afectar
la estabilidad politica o social. La Inquisicién, encargada de
velar por la defensa del dogma, velaba de hecho por 1la
preservacidédn del ordenamiento politico. Se trataba entonces de
una red soclal caracterizada por el autoritarismo v la represidn
del pensamiento libre; una jerarquizacion v rigidez en el devenir
social, politico e idecldgico. Sin embargo, no todo era
homogéneo . 8e sucedieron voces discordantes y grupoe v (luego)
bdrdenes religiosas que criticaban la administracién de la Iglesia
(aunque hasta el siglo X¥ s8i no fueron “integradas” fueron
reprimidas). Las pestes del siglo XIV y las guerras provocaron un
debilitamiento de la red eurcpea contrclada por 1la Iglesia vy

abriria las poeibilidades para importantes transformaciones
politicas, idecldgicas y sociales.

ideclidgios

Desde el punto de vista de la evolucidn técnica es necesario
sefialar que hubo un mejoramientc de las técnicas durante la
Ultima parte del medievo: algunas "méquinas" se construveron,
técnicas agricolas mejoraron v el uso de otras se extendid. Sin
embargo, en esta época Buropa estaba frangamente retrasada en sue
técnicas con respecto por ejemplo a lag civilizaciones orientales
como China (con un régimen estable dirigido por una c¢asta no
hereditaria, una filosofia de “acomodacidn practica” v en donde
tanbién la innovacidén técnica era controlada y, suprimida si
amenazaba la estabilidad politica o social). Algunos de 1losg
inventos chinos serian transmitidos a Europa: la imprenta, 1la
pdlvora y la brdjula magnética. Sin embargo. su introducclian se
haria en condiciones socio-politicas diferentes a las chinas o

a
las predominantes en la Europa medieval, Jugande un papel nuy
diferente.

Se suele seflalar una diferenciacidn entrs loz tipos de

resultados técnicos medievales: pientras en la regidn italiana
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estaban mas vinculadas al ccomercio, en el Norite v el Nor-Este lo
estaban a la agricultura. En e=se sentido 1as condiciones

econémicas mas dindmicas jugarian un papel més activo en 1la
evolucidn técnica.

El Renacimiento arrancd primeramente en la misma Italis,
donde las ciudades més grandes como Venecia, Génova, Florencia vy
Milan se hicieron independientes politica y econdémicamente, vy se
llegd a un “equilibrio” pelitico y militar con Roma. Cuandeo el
Renacimientc se extendié por Europa las cosas no fueron tan
apacibles, En Alemania y otros paises s€ buscd la independencia
religiosa y nacional, sustrato de la Reforma Luterana; asi como
se sucedieron importantes luchas sociales: la Guerra de 1los
Campesinos de 1525 a 1526 ¥ la rebelidn de los anabaptistas de
Milnster, de 1533 a 1535. La Reforma se propagé a Gran Bretafia,
loe Paises Bajos y Francia, donde adopté la forma del calvinismo.
En todos l1los casos el control y autoridad de la Iglesia se
debilitd estableciendo cambios en la estructura de los bloques

soclales de poder y generando una dindmica politica especialmente
fructifera para la innovacicdn cultural.

El Renacimiento vy la Reforma fueron aspectos de un mismo
movimiento, y 8in duda en elloz jugarcon un papel importante 1la
extensidén del comercio y ciertos excedentes econdmicos obtenidos
productos de mejoras técnicas, pero no es posible afirmar gque
ambos aspectos estaban determinados por o tenian como Jdnica
finalidad el establecimiento de Jla economia mercantil. En
ocasiones clerto determinismo economicista (caracterictice del
marxismo, por ejemplo) simplifica artificialmente la realidad de
los procescs histéricos, enajenandose de una comprensidn mas
totalizante de los mismpos. Aunque existian wvoluntades e
intereses econdmicos de por medio, que terminaron siendo
afectados, el Renacimiento y la Reforma fueron movimientos
esencialmente politicos, ideclégicos y culturales.

El1 Renacimiento significa un reencuentro con la Antigliedad

Clasica, pero no con la légica formal y la especulacién abstracta
que encontraron los escolé&sticos en Aristételes, sino en lIas
vinculacién y preccupacidén por la naturaleza, en su vitalismo, en
s8u humanismo. Todo 1lo anterior fue cuestionado sabriendo un

periodo extraordinario en la produccidén intelectual:

a) Las artes técnicas se colocaron en una posicidn especial
{debilitAndose, en cierta medida, la separacién abismal en el
nedievo de la tradicién erudita y la artesanal}.

bl Las artes plasticas adgquirieron una relevancia
que contribuiria a una indagacién y a importantes
sobre la naturaleza v el hombre {(los estudios de perspectiva
anatémicoe, la descripcidn realista de la naturaleza, etc). En
esta época los artistas son patrocinados y respetados.

importante
conocimientos

c) Las matemAticas son desarrolladas sutilmente producto del

"input"” ofrecido por la transmisidn arabe vy los requerimientos de
las técniocas, las artes plasticas, y de las guerras.

a) En la filosofia se generd un
actitud Tfrente a la Escolastica y el
aristotélico. Por ejemplo,

extraordinarioco cambioc de
pensamiento "organicista
la teleoleogia de las "causas finales
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va a ger sustitulda per un énfzsis en la bisquedz de las causas

"eficiente” y "material”, es decir, por los agentes del "cémo” ¥y
no del “para qué” (Telesio 1509-1588).

Con el Renacimiento italianc (y su proyvec¢cidn posteriormente
a2 otras regiones) se inicidé una auténtica revoluecién cultural vy

una nueva actitud ante la sociedad, el hombre v la naturaleza;
g2 inlcid una auténtica revolucidn cultural v una nueva actitud
ante 1la sociedad, el hombre y la naturaleza; se inicié 1la

Revolucioéon clentifica y la Revolucién Intelectual moderna 3.

Vayamos a las principales ideas. La teoria heliocéntrica
de Copérnico (Que aungue era polaco habia estudiado en el
principal centro intelectual italiano, la Universidad de Padua)

se rebeld contra la cosmologia aristotélica vy ptolomaica,
debidamente cristianizada por los escolasticos. Retom& la idea
antigua (pitagdéricos VI ac. Aristarco III a.c. ) d& aque los

rlanetas giran alrededor del sol, (4) ¥y escribié su DE
REBOLUTIONIVUS ORBIUM COELESTIUM que salidé a la luz el afio de su
misma muerte, 1543. Aunque desde joven se inclinaba por el
heliocentrismo, no se atrevid a hacer una defensa muy fuerte de
sus ideas. El 1libro salidé a la luz incluso, gracias a los
oficios de COssiander, con un prélogo gque lecia que las ideas
vertidas eran meras hipdétesis matematicas vy no verdaderas
posiciones de Copérnico. En el mismo affio Vesalio publicaba su DE
HUMANI CORPORIS FABRICA, la primera descripcion anatdmica
completa del cuerpo humano. En 1537 Vesalio fundd la Escuela de

Medicina de la Universidad de Padua, cuya tradicién empataria
directamente aflos después con el mismo William Harvey.

Muchas importantes obras més fueron publicadas: 1a
PYROTECHNICA de Biriguccio (1480-1538), DE RE METALLICA__de

Agricola (1490-1555}, oo m&s tarde libros como los de Gesner
(1516-1565), Rondelet (1507~1586) y Beldn (1517-1564). La
proyeccidn de las ideas y actitudes nuevas fue multiplicada pPor
el uso de la imprenta.

Con relacién a la técnica renacentista: muchoes avances se
dieron en el terreno de la mineria, la quimica, vy la metalurgia,
pPero conviene sefialar la extraordinaria importancia de aguellas
técnicas relacionadas con la navegacién. Con el descubrimiento de
Ampérica y nuevas rutas comerciales al Asia (lo que beneficié
inicialmente a Eapafia y Portugal) la navegacidén ocuparia un lugar
decimsivo en toda esta época. No es totalmente extrafic gue fuese
en la Astronomia donde se abrieran los Primeros fuegos por la
nueva cilencia. Es precisamente en tornc a la navegacién que sge
puede decir se di6 la primera aplicacién de 1a clencia,

Se podria intentar explicar este Renacimiento = _bartir del
florecimiento econdémico de las ciudades italianas, Yy easte a sy
vez por el avance de una nueva organizacidén productiva, e incluso
& partir de mejores técnicas. Este "motor” econdmico empujaria
hacia condiciones politicas para su mejor desgarrollo, Yy las
nuevas ideas de la época merian "reflejo” de los procesgos de esa

base =sconémica. en busca de su evolucidn progresiva. Sin
embargo, el asuntoc parece mas caomple jo.

Sin duda intervino la existencia de factores
pero también los contactos cultursles con otras civili
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recursos, el debilitamiento de laantoridad Y poder de la Izlesis
despuée del XIV, la voluntad politica Y la actitud de los bloquesg
socialee de poder {vgr. el patrocinio de las artes plasticas no
era refiejo de las necesidades econdmicas). También, lo que fue
un factor decisivo: la competencia ablierta entre Jindividucs,
ciudades y naciones. Por encima de las interrelacicnes de todos
estos elementos, sin ciertas condiciones de libertad para la
critica y para la innovacidn en las ideas ¥ &n lag técnicas, ngo
se puede entender bien el Renacimiento. Es cierto que NC se pasd
del régimen jerarquizado, autoritario y do¢trinario medieval a la
democracia (mas bien se pasd en el XVI y XVII & las monarquias

absolutas), perc, con altibajos v con asedio permanente por las
fuerzas del viejo orden, nuevas condiciones politicas se crearon
que _ permitieron la empresa, la competencia y la 1libertad
individuales. El caso de ciudades como Padua es nuy
significativo: se le suele considerar un modelo de 1la ciudad
renacentista en su independencia y libertades, en el egpirttu
humanistico y promotor de la cultura,

El principal "vicio™ del slistema aegscolastico era
intelectualmente el mismo que habia tenido en los ziglos
anteriores el ©pensamiente c¢ristiano. Lazs "verdades eran

L

experiencia o de la razdén (métodos gque se habian planteado
contrapuestamante en la Antigiiedad Cldsica). Con la integracion
escolastica de partes del pensamientoc aristotélico a la
"revelacidén” 8e le sumé la “"razén”, en una metodologia abstracta
que poco permitia la indagacidn empirica zobre el mundo. Antes
del Renacimiento los pocos intentoe de acudir a 1la experiencia

como fuente de conccimiento (Roger Bacdn, etc) no contaron c¢on
mucho éxito y proveccién. s

obtenidas por la revelacidn divina y nc por el ejercicic de la

.

Galileo asumidé la defenega de las ideas de Copérnico,
integrando en sus trabajos los resultados facticos obtenidos por
Tycho Brahe y J. Kepler (quien habia concluido que las érbitas de
los rlanetas era elipticas v no clirculares, figuras
tradiciconalmente aceptadas como perfectas y degcriptivas de la
realidad desde PitaAgorag). Para sus reasultados Galileo {al igual
que Kepler) usé como base los avances hechos por los matematicos
renacentistas {Cardano,, Tartaglia, etc), pero au principal
instrumento de batalla fue el telescopio (producto de la
tradicidén artesanal). A través del telescopio pudo deacubrir
importantes hechos que desestimaban el geccentriamo vy favorecian
la interpretacidn copernicana: que la Luna tenia mares vy
montafias, que Venus mpuestra fases cemo la Luna, gue Saturno

parece estar dividido en 3 partes., vy que en torno a Japiter giran
trea estrellas o lupas.

En 1610 publicd su MENSAJERO DE LAS ESTRELLAS, condensando sus
observacicnes revolucionarias. ¥z, sin embargo. 22 afios despues
en su DIALOGO CONCERNIENTE A LOS DOS SISTEMAS DEL  MUNDG: EL
PTOLOHMEICO Y EL COPERNICANO (dedicado al Papa) que s¢ Jdirigic
frontalmente contra la cosmologia aceptada v 1la Filogelia
ariatotélica. El RIALOGC fue escritc en italiano para buscar una
mayor audiencia para sus ideas.

Salileo fue procesado {por segunda vez, en 1618 va habia sido

"amoneatado” por sus ideas) y condenado a arrestoe domiciliario
durante el resto de gu vida (sin duda hejor suerte gque  la de
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Campanella vy Giordano Bruno, que pasaron por la hoguera). El
proceso inquisiterial contra Galileo hacia recordar que & pesar
del Penacimiento, y del debilitamiento del poder terremnal de 1la

Iglesia, todavia existia el cscurantisme medieval y la represidén
contra el pensamiento libre. El DIALOGO era une auténtica
"provocacidn' de Galileo. Tal vez considerd que ya viejo no

importaba su audacia, © tal vez pensé Que por su prestigio vy por
su amistad con el Papa, tenia aseguradeo el camino. Sea como sea

su proceso significédé de hecho una proyeccién mayor de las ideas
cepernicanas.

El trabajo fundamental de Galileo no fue, sin embargo, en la
Astronomia. Fue el estudio de la mecénica y la descripcién
natematica del movimiento, La cuantificacion matemdtica de las
proposicicnes sobre 1la naturaleza representaron una ruptura
epistemoldégica c¢on relacion al modelc cualitativoe, rigide ¥
abstracto medieval y aristotdélico. Perc ademas lo esencial fue
la metodologia que empled en el procesc: la realitzacién de
experimentos controlados para demostrar sus teorifas, o
modiflearlas. El método experimental integradoe a la descripcién
matemdtica establecid el mecanismo motor de la ciencis moderna.
De hecho, en la Antigiiedad (se afirma que desde Hipdcrates, v oon
mas seguridad con los discipulos del Liceo del periodo
alejandrino) se habian realizado, perc no en las extracrdinarias
condiciones y en relacién con la caatificacién matematica, del
siglo XVII. BEl método experimental reprezsentaba, bilen entendido,
un peligro contra el orden intelectual aristotélico vy tomista tal
vez mds peligroso que el heliocentrismo. Galilec fue un
auténtico profeta de la nueva ciencia.

Contemporaneo a Galileo fue Harvey (1578-1657) que intenté
una explicacién mecanica de la circulacién de la sangre. En 1628
publicaba EXENCITATIO ANATOMICA DE_MOTU CORDIS ET SANGUINIS 1IN
ANIMALIBUS que representaba (aungue en la tradicidn de Vesalio)
una nueva anatemia y fisilologia. El descubrimiento de 1=a
circulacién de 1la sangre fue realizade en el marco de la
metodologia experimental y la visién mecanicista del mundo.
Otros 1importantes profetas de la nueva ciencia fueron Francis
Bacon (1561-1626) vy René Descartes (1596-1850). Bacdn fue un
filésofo més que un cientifico. Fue Lord Canciller de Inglaterra
bajo Jaime I, Fue de los primeros en tomar conciencia del
significado de la nueva ciencia v se dedicé a la promocidén del
método experimental v a la biisqueda de instrumentos
instituciocnales gque fomentarsan la ciencia. En 1805 publicé EL
AVANCE DEL SABER_ v en 1920 (parcialmente)} LA GRAN “INSTAURACION
DEL PODER, en 1la que se establece un analisis “del método
cientifico. Bacon no quizo constituir un sistema filosdfico.
Asumiod las tradiciones de Roger Bacon vy otras Primeros
empiristas. ¥ empujé clerto sentido utilitaric en 1la nueva
ciencia. De hecho, se esforzd por unificar las +tradicicnes
eruditas y artesanales. Por otra parte, su empirismo no incluia
privilegiadamente a las matemdaticas y a la légica deductiva. Esto
2ltimo era una importante debilidad de su aproximacidn.

Descartes promovié mas bien el método deductive y el poder
de la razén. Come matematico establecid la geometria analitica
(aimultaneamente con Fermat) que seria base del caleulo
infinitesimal. Lo mas importante de sus ideas fue la concepcidén
mecanicista del mundo. De hecho, reduciendo el egpacio a 1la
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extensidn y al movimlento establece una coemologia regvlada rtor
las leyes de la mecanica, y luego va a geometrizar eata Gltima.
Descartes ataca el modelo crganicista de la Escolastica. Lo gue
estadblece e3 entonces una degcripeidn mecénico-matematica del
univerao que va a influir notablemente en el resto del =2igle XVIC

Yy en el siguiente. Descartes, a diferencia de Bacén, =i
construye un sistema filoséfico. Busca crear un sistemny
alternativo al aristotélico-tomista de la FEscolastica, Fue
Integre de alguna forma la nueva clencias. E]l] sistema metafizico
cartesjang resulta entonces un hibrido que no rompe  iotalmente
con el modelo anterior, Lo cual revela, probablements, clerte
temor ante la autoridad de ia Igliesia, que todavia era capa:c de

mandar a la hoguera.

El caso es que a partir de ias ideas de Bacdén y Descartes se
generaron dos tradiciones en la filosofia (la metodologia) de la

ciencia moderna: el empirismo y el racionaltiamo, enfatizandc en
la primera la experiencia sensorial comoc fuente de verdad, vy la
razén en la segunda. En la practica la tradicién raciconalista hea
ido cediendo terrenc a la empirista. Sin embargo, lag

discusiones epistemclégicas sobre este asunts todavia no han
agotadas.

Con las ideas de Galileo, Bacon y Uescartes se edificaron
las bases metodolégicas del camino por el que transitarian los
esfuerzos cientificos siguientes. La visidon que ofrecian sae
Puede resumir: métode experimental. descripcidén matemdtica y
comprensidin mecanicista del universo.

En el siglo XVII lae ideas cientificags se abrieron con gran
intensidad. Gassendi (1582-1655) introdujo de nuevo una forma de

la teoria atomista de Leucipo y Demécrito. Grimaldi (1618-1583)
y después Newton habian obtenido resultados en la dptica y en el
esclarecimientc de la naturaleza de la luz. Huygensz hizo una
descripcién matemAtica de un funcionamiento ondulatorio de ia
luz. Torricelll (1808-1647), discipulo de Galileo, inventd el
barémetro descubriendo la presidén atmosférica ¥y también el
“vacio” {(con 1o que asestaba un nuevo golpe a las ideas de
Ariatdteles) . Es el siglo de Boyle con sus resultados sobre el

vacio y 1la teoria de gases: también de Hooke, a guien 8ge le

atribuye haber sido el principal fisico experimental anteg de
Faraday.

Los resultados v las figuras cientificas del XVII pueden seguir
enumerandoge, pero, sin duda, es la obra de Newton 1la que culmins
eata llamada Revolucién Cientiftca.

Isaac Newton nacid en 1642 (e) afio de la muerte de Galllec?
en Lincolnshire. Con la creacién del cdlculo infinitesimsl va a
completar los trabajos matematicos que desde Eudoxs y Arguimedes
en la antiglledad hasta Repler, Fermat y Descartes (entre MUShas
otros en la nueva época) se venian dando en busca de  un meTodo

para abordar el “continuc’. Sin duda el calculs infinitez:imal
(cuya notacién mas apropiada fue creada por Leibniz} represent?d
el resultado matemdti~c mas decisivoe dsl siglo IVIT, gie

generaria un extenso territorio intelectual para les sigles
siguientes no Eeolu en las matematicas sino en la ciencia en

general. o
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Ya solo este hubiera sido suficiente para inmortalizar a

Newton, pero realizd otra hazafia intelectual: la mecinica
celeste. Es decir, la descripcidn del movimiento de los astros a
partir de las leyes de la mecanica terrestre. Fue la fundicién
tedrica de los resultados de Copérnico y Kepler con 1los de
Galileco. No se trataba de un sistema filoséfico, sino de una

descripeidén matemidtica.

La teoria newtoniana de la gravitacién universal completd la
destruccién del modelo aristotélico-tomists de 1la cosmologia. E1l
espacio para la intervencién divina quedaba muy reducido, lo que
suscitd no pocos "lamentos” en una intelectualidad qQue en general
todavia no habia rotc definitivamente con el pensamiento y el
lenguaje medievales (la famosa disputa entre Clarke vy Leibniz
gird precisamente en torno al papel de 1la Providencia divina en
el marco del mecanicismo). De hecho, se terminé estableciendo
una “transhccién” practica que urgia delindar ciencia y religidén,
un acuerdo’ de no intromisién en las esferas de cada una.

Con Newton, efectivamente, puede considerarse que una fase
intelectual fue completada. En las etapas histédricas siguientes
nuevos saltos cualitativos hacia adelante en 1a clencia wvan =

demandar mas condiciones econdmicas, técnicas, peliticas vy
soclales.

Vamos a hacer unos dltimos comentarica en relacidén =2 las
matemdticas:

1- Es interesante sefialar que slempre existidé una relacién
importante, relacién entre navegaciédn v astronomia Yy matemidticas.
En los resultados de los sumerios, babvilonicos vy egipcids es
vosible detectar esa estrecha relacién de infiuencias reciprocas.
Sin duda, el desarrollo del comercio v la navegacién gque =me
abriria con los nuevos descubrimientos geograficos fueron muy
importantes en el desarrollo de la Astronomia Yy las mateméticas
asociadas. En esta ocasién, ademias, gracias a los resultados de
la cultura Antigua, se cocntaba con una buena coleccidn de tecrias
¢ hipdtesis (bastante elaboradas) y especialmente un conjunto muy
Erande de cobservaciones y datos astronémicos. Esta relacidén (asi
como la captacién via islamica de matematicas hindaes vy chinas)

fue esencial en la configuracidén de la revolucidn matemdtica vy
cientifica del sigloc XVII.

2- Hay gque comprender aqui que no se traté solamente de oponer
la experimentacién a la especulacidn. bPentro de 1la vieién
aristotélica (que cristianizada sustentaba el orden intelectual
anterior) cabia lugar para la experiencia. El miemo Galileo en
su Didlogo coloca el personaje defensor de sus ideas frente a 1la
experiencia. Galileo no deja de afirmar la experimentacidn, pero
introduce una condicién precisa; la relacidn con lag matematicas.
Lo que aparece como esencial, es, entonces, la descripecién
matemitica de los procescos fisicos. Es una visién intelectual de
la Fisica (v la ciencia) diferente a la aristotélica (Aristoteles
no introdujo en su fisica vy cosmclogia la intervencidén
matematica); una vigidéon cuantitativa. Es ésta visién la que

asumirdn Newton y 1los principales cientificos de loa sigloe
siguientes.

Bacon hizo de la experiencia el punto medular d¢ la nuevs
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clencia perco, descuidd en <¢lerta medida, =1 papel jugado por las
matematicas. Beacarteg afirm¢ una visidn matematica vy un

car&cter mecanicista de 1z realidad, pero elimind practicamente
las referencias s la experiencias.

Las visiones metodoldgicas de Bacon y Desgcartes

encontraban
(desde un punto de vista técnico) convergencia vy
complementariedad en la actitud metodoldégica de Galileo. En 1la
historia concreta de la ciencia, s8in embargo, los énfasis
metodoldgices unilaterales,

constantemente han generado bastantes
ohstaculos para su decurso positivo. No obstante, la afirmacidn
de la experiencia era la base de partida necesaria.

3~ Debe sefialarze que en la Révolucidn Clentifica del XVII 1la
revolucién en las matematicas fue un componente central. En un
tiempo relativamente <corto, se crearon buena parte de los
rudimentos de la matemiética moderna; desde 1la Geometria
Analitica, pasando por la teoria de Nameros y las probabilidades,
hasta el Calculo. Los nuevos métodos v resultados tendrian una

repercusién inmediata en astronomia y mecanica, pero (después) en
el resto de las ciencias.

Las matematicaz de las gque se habla aqui no c<¢on las
definidas por sus aspectos deductivo-axiomaticos y formales,

abstractas v separadas del mundo fisico. Se trata de matematicas
integradas estrechamente a la intuicidén y la experiencia de las
ciencias v las técnicas. Los criterios del desarrollo matemético

del siglo XVIII (por ejemplo) se establecieron en términcs de la
prediccién vy la descripciédn material y no de consistencia logica.
Desde el XIX, sin embargo, empezd a ocupar una

posicidon
privilegiada en el pensamiento occidental, la opinidn de que 1la
naturaleza de las matemAticas estd ligada esencialmente a la
légica, a la axiomdtica v a 1los formalismos, més que a las
realidades empiricas y las cilencias (usualmente l1lamadas)
naturales.
NOTAS
1 Butterfield, Herbert. Los origenes de la ciencia moderna

Trad. L. Castro. Madrid, Taurus Ed. 1871i. Pag. 248.

A Para algunas interpretaciones de corte marxista el pasoc de

la sociedad greco-romana al "feudalismo” fue parte de una
transicién progresiva. La historia (en general) es vieta como
una sucesidn de modos de produccidn y una linea inevitable de
“"progreso” Aqui se parte de la existencia de cierta "necesidad”
histérica v, entonces, de leyes objetivas que determinan el cursc
de las scciedades. En éasta wvisién, al igual que de las entrafias
del fendalismo salid (progresivamente) el capitalismo (y de éste
el socialismo), del esclavismo salid el feudalismo. Se trata ds
un determpinismo; mas aun, de un analisis tweleoldgice ool
dinamico v profundo que no permite en particular comprenier .
cardcter historico de la Edad Media ni  ics origenes  de 1z
sociedad moderns.

3 El reepncuentro oon la Antiztedad  Clasica  significd el
contacto  oon 1oz resultados tedricos gigantescos de  ese  crisol
del conocimiento que fue (Grecia. Se tuvo agceso A& le=
descubrimi=ntos y observaciones apuntadas ccmo a las teorias e
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hipotesis afirmadas, entonces, si bien no es posible a2xagerar el
papel de estos resultados en 1la conformacién intelectual vy
autonomia en los desarrollo del XVII), es importante colocarlos
en s8su verdadera y decisiva dimensién. Sin e=ste influjo
intelectual 1la historia europea moderna, habria gido de segurc
muy diferente. La nueva cultura y civilizacidn que Be cred pudo
prerfectamente no haberse generado. Este influjo fue una
condicién necesaria para desencadenar la revolucién intelectual
moderna, peroc no era {(por otro lado) suficiente. De hecho,
estamos haclendo referencia a un procesc en el que se combinaron
factores como la cultura clidsica antigua, como lag influencias
Arabes y chinas, Yy una larga serie de condiciones histéricas
particulares de Europa. Estas altimas fueron decisivas. Los
arabes, en posésidn de la mayoria de loes resultados gEriegos, no
pudieron hacer el salto gue =i daria Europa Occidental.

4 En realidad, los pitagdéricos afirmaban que los planetas
(incluyendo el 8cl) se movian alrededor de un gran fuego central.
Afirmaban el movimiento circular de los cuerpos celestes

AN - 15
forma esférica.
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SOF1A KOVALEVGKALIA

Cien afos de su muerte

Tsitjli Theodora.

tiniversidard de Costa Rica.

Resumen.

Al cumplirse proximamente cien affos de la

muerte de Sofia Kovalevskaia, e rinde homenaje a

la primera mu jer doctorada en matematicas;

luchadora de los derechos de la muier. Se incluye

un breve esboza de la lucha por la participacidn de

la muijer en la ciencia vy situacidn actual a
de Costa Rica.

nivel

Introduccidén.

Al cumplirse en los préximos meses cien afios de la muerte

de Sofla Kovalevskaia guiera aprovechar la ocasidn gue

prasenta este Conagreso para hablar em poco de 5u persgna , Sul

vida, sus luchas, sus logros.

ia historia de las Matematicas al igual que las de otras

ciencias habla de los aportes de los martematicos varones.

Casi PO hay muieres matematicas. casi no  hay mujeres

mientificas.
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En la actuaiidad vemos ¢on naturalicdaa mujeres ocupando
posiciones de alto rango en la vida politica, social,
econdmica, intelectual del mundo enterc. Fero, Scudl es la

participacidn de la mujer en las ciencias?

JCAmo se legrd esta su participacidén?.

_La Mujer en las Ciencia=s: situacidn actual.

Si bien ‘no nos  vamos a referir al papel gque
histdricamente ce le ha dado a la mujer, si tenemos que
mencipnar el hecho de ogue a lo largo de siglos se ha
considerado gue la mujer s menos capaz gue e} hombre para
las ciencias. Lamentablemente esta creencia persiste en
amplios sectores pese a que estudios recientes indican gue
las diferencias existentes obedecen a factores

fundamentalmente socio—-culturales y no bioldgicos.

Estudios hechas a nivel mundial y en particular en Costa
Rica revelan gue las mujeres en &l dia de hoy optan por las

areas sociales y raramente por el Area de ciencias basicas.

De acuerdo a wuna investigacion gue realizaron Silvia
Chavarria vy Margarita Brenes en la Universidad de Costa Rica
la escoaencia de carrera de las mujeres estudiantes de esta
casa de estudios varla en forma inversamente propgorcional  al

nimero de cursos de matematica aue ctontienen los planes de
estudio.

Para carreras con cera, unao, dos, tres, cuatro o mis
cursps de matemidtica, los porcentajes de mujeres graduadas en
esta Universidad van disminuyendo progresivamente (El sstudio
incluye les afios 81 al 83).

Remitimos a los lectores a la inverstigacidon " Analisis
Cuantitativo v Cualitativo de la proyeccidén de la Mujer en la

Universidad de Costa Rica " realizada por las DPoctoras

341



Zinnia Méndez y Ligia Delgadillo. En esta inverstigacié4n se
contemnlan las distintas poblaciones de la iniversidad.
Docentes, Funcionarios Administrativos vy Estudiantes. Se
presentan analisis detallados considerando distintas
subpoblaciones dentro de cada wuno de los grupos citades. For
ejemplo, los Docentes se analizan por Unidad Académica, segun

grado académico, segun categoria en Régimen Acadeémico, etc.
Reproducimos el cuadro # 1z

Docentes sequn sexo 1982—-1987

Tﬁtgl Mujeres Hombres
Ao Abs. A abs=s ., % Abs. %
1982 2810 100.0 795 28.3F 2015 1.7
198% 2984 100.0 855 8.7 2129 1.3
1984 3382 100.0 1045 30.9 2337 &?. 1
1985 388 100, 0 1032 J0.5 23X56 &F.D
19864 {4727 i00.0 1631 34.3 3094 a43.3
1987 3283 100.0 10469 2.6 2214 &6£7.4

Fuente : Oficina de Personzl.
Centro de Evaluacidn Académica.

Bficina de Planificaci®dn niversitaria.

En el cuadro # 2 presentamos algunos datos extraidos

de a misma inverstigacidn
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Ao - 1982 19893 1984 1985 1934 1987
Facul tad
i
Letras D0.3 S2.8 S57.0 57.2 S8.7 27.1
Ciencias | ,5 o x1.2 23.9 24.3 23.3 22.7
Basicas
Ciencias 8.7 9.8 15.7 12.5 19.7 20.0
Econdmicas
Educacisen DH. & 37.46 S58.4 58.5 béi. A &0.7
Ingenieria 6.9 8.1 8.0 8.2 13.6 11.8
Medicina 20.2 20.2 22.1 22.3 2a. 6 23.2

Los datos expuestos regresentan, sequn el afic indicado,

Hg}_ porcentaie de mu jeres docentes en Ia Facultad
ccrfespondiente.

LComo se fue incorporando 1a muier en la ciencia®?

Contrario a las creercias existentes ni las oportunidades

educacionales v cientificas de la mujer tuvieron un pDroceso

paulatino;progresivo, ni su incorporaciéon a la ciencia vy su

aceptacidn como cientcifica vy profesional .

En los Estados Unidos v en la segunda mitad del siglo XIX

s& abrieron las puertas de muchas escuelas médicas a mujeres

Y negros. Ya al inicio del siglo XX estas posibilidades se

cierran. Los nivele de incorporacién de la mujer en lLas
ciencias, en el siglo XX, son comparables a los de 1la 2Z2a.
mitad del siglo pasada, llegando a la década de los 7O,

aproximadamente cien affos hubo retrocesa.

Por

En fFurooa vy egspecificamente Italia las n jeres S0ONM

admitidas en areas como Fisica, Matematica, fAnatomt a

Fisioldgica en ) sialo XVIII. Sin embargo a finales de este

mismo sigle no soiamente se cierran las pusrtas a las Ml eres

Sino gue son eliminadas del registro histérica.
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Otro empuie a la participacién de l1a mujer en las
ciencias se da en Rusia entre 1860 y 1870. Los nihilistas,
quienes cuestionan la sociedad Zarista autocratica ¥
patriarcal consideran las ciencias naturales y la educacidn
1os medios de desarrollo y cambio soctal, creen en la
igualdad de la mujer vy crearon condiciones para alertar a las

sijeres a desarrollar su talento en el estudio de las

ciencias naturzles v la medicina.

Al no tener respuesta gubernamental salieron hacia las

universidades de la Europa Occidental muchas MUIBres rusas.

De esaslmujeres rusas a pesar del triunfo logrado en
graduarse en FEuropa Occidental centro indiscutible de
investigacidn cientifica, no todas lograron desarrollarse
coma tales por obsticulos opuestos a su incorporacicn a 1la

enseffanza superior y la investigacidn.

Soffa Kovalevskaia.

Nacida en Mosci en 1850 es una muestra tipica de 1la
aristocracia de su tiempo. Educada baio el cuidada de
institutrices, domina el inglés vy <Francés perfectamente v

aspira a un futuro estable a base de matrimenio.

La pasidn de su padre hacia las ciencias v las
matamiticas le indujeron proporcionar a su hija tutorses que

ie dieron una excelente preparacién matematica.

Conoce a muy temprana #dad la filosofia nihilista gue
responds a sus propios intereses hacia las matemiticas y 1la
emancipacidon de la mujer. De hecho a 1lo largo de su wvida

siempre se identificd comoc miembro de este movimiento.

A los dieciocho afos contrae matrimonic con Vladimir
Kaovalevskii, matrimonio ?icticio que le permitia estudiar en

una Universidad. Al no opermitir las universidades rusas el
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acceso a mujeres en areas cientificas, wvarias, entre ellas
Soffa, se trasladaron a Europa Occidental. Soffa 1inicia en
Heidelberg v lu2go a Berlin a la par de Weierstrass. htuvo
su dactorado en la Universidad de Gattinger (1814).

Bittinger es la primera universidad que otorga el
doctorado a una mujer. AYin asi casi cincuenta afos despuds se
opusa a la habilitacidn de Emy Noether quien trabajé
clandestinamente gracias a que Hilbert hizo a Emy su ayvudante

v le prestd su nombre para gue impartiera clases.

De regresc a Rusia intento trabajar, sin embargo tanto
por su condieidn de mujer como por sus convicciones polfticas
v s grado académico aleman, no tuve posibilidades de
trabaijo. Vuelve a Furopa Occidental vy también alli se le
obstaculiza el trabajo por nihilista en una Europa
tradicional vy por mulier.

Y
L.a bar#hra principal sin embargo fue el hecho de ser

mujer casada.

Lz mujer podia estudiar comoc satisfaccién personal pero

el espaso era quien mantenia el hogar.

De hecho la misma Sofia durante algufios afes desatendid

la actividad cientifica por varias razones.

La no posibilidad de trabajar en Rusia., la saternidad en
1878: en su interés literario escribiéd wuna especie de

autobiografia titulada "Una mujer nihilista, su incorparacion

on la lucha por establecer una universidad para mujerss™.

De vuelta a su pasidn por las matemiticas comisnza a
relacionarse con matematicos rusos, ofrece conferencias v se

escribe con Weierstrass.
Se separa de Viadimir Kovalevskii en 1881 v se trasiada a

Paris. Se incorpara a la Socisdad Matemdtica de Paris, se

relaciona con 1o matesmiticos Hermite, Picard, e=tc.., peroc no
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tiense oficialmente trabajo.

Los intentos por conseguir una catedra en Helsinki v

Estocolmo fueron infructuosas por sSus ideas politicas v

situacidn familiar.

Después de que Vliadimir Kovalevskii se suicida en 1883,
en la venerable condicidén de viuda recibe wuna oferta de
docente privado en la Universidad de Estocolma, oferta gue
acepta. En su corta vida profesional obtuvo varios

recomocimientes. Editora de Acta Mathematica sn 1884.

En 1888 obtiene el premio de la Academia Francesa de
Ciencias por su trabajo sobre la rotacién de un cuerpo solido

alrededor de un punto fijq,'nremiu aue ls dio fama en toda
Furaopa.

En 18829 obtiens la cAtedra de analisis en la iniversidad
de Estocolmo en forma wvitalicia, primera mujer en lograr este
fhionor, pese a la oposicidn inicial de sus coleqgas por sus

convicciones politicas.

También se le otorgd el premic de la Academia Sueca de
Ciencias v se le nombrd miembro de la Academia Imperial Rusa
de Ciencias; también correspondiéndole ser la primera msujer
acreedora de tal distincidén.

Murid en Febreroc de 1891.

Produccidon Cientifica.

La producci dn cientifica de Safia Kovalevskaia

=wresponde a dos etapas.

Sus tiemnos de estudiante (71 — 74) a la Dar de Karl

Weierstrass en Berlin, en el campe del analisis, matematica
tedrica.
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La etapa de profesional del Bl en adelante en el campo de

la mecinica yv Fisica Matematica.

Como sus contribuciones mis importantes, =e consideran la
prueba del t®orema conocido pnor Teor Cauchy - Kovalevskaia,
condiciones para la existencia v unicidad de solucidn a
ecuacianes diferenciales en derivadas parciales y el trabajo

sobre movimiento de un campo sSlideo alrededor de un  punto
1 jo.

Un total de 10 trabajos publicé. Sobre reduccién de una
integral abeliara a una integral eliptica mas simple, anillos

de Saturno, la refraccidn de la luz en un medio de cristales.

Paralelamente escribié varias obras, novelas, ensayos,

poemas y teatro de tinte politico social.

Bibhliograftia.
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Kohlitz, Ann Hibner, a Convergence of tives: Sofia

Kovalevskaia : stientist, writer, revolutionary.

Basel;Boston:Birkhiuser, 1983.

Koblitz, Ann Hibner. La Frimera Generacion de Mujeres
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a Diciembre, 1984
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ALGUNOS DETALLES Y HECHOS HISTORICOS DE LOS
ALBORES DE LA FISICA EN COSTA RICA:
PARTE 1

JORGE AMADGOR §
JORGE PAEZ {
FLORA SOLANO{S
Universidad de Costa Rica, San José, Costa Rica

RESUMEN GENERAL:
Parte I

Ex: el perfodo precolombino hay indicios de que hubo un desarrolic
cientffico acorde a las necesidades de 1a época. Durante la Colonia los
pobladores de nuestro territorio le dieron mis importancia a la artesanfa.
Con la fundacién de las primeras universidades Centroamericanas es
que se da la estructura y elementos bisicos para el desarrollo cientffico
posterior.

Parte 11

A mediados del sigilo XVIII se tiene informacién documental con-
fiable de que el costarricense Liendo y Goicoechea mirodujo la Fisica
Experimental en 1a Universidad de 8an Carlos en Guatemala. Su in-
fluencia en Costa Rica es poco conocida y merece un anilisis poaterior.

Parte 1

A principios del sigio XIX con la fundacién de la Casa de Ensafiansa
de Santo Tomée y la contratacién del Bachiller Rafael Francisco Osejo
se introdujeron las primeras nociones fandamentales de Fisica en Costa
Rica.

A pesar de que desde la creacién de la Universidad de Santo Tomais
en 1844 se dictaron algunos algunos rudimentos de Fisica Tedrica en la
Catedra de Flosofia y en 1852 se imparti6 en la Universidad un Curso
de Fisica, no fue sino hasta el perfodo entre 1861 y 1862 ( no est4 claro
en cual de estos dos ahos exactamente )} gue se establece formalmente
la ensefiansa de la Fisica en esa Casa de Estudios Superiores.

Desde 1849 hasta 1865 distinguidos naturalistas contribuyeron a
mantener vivo el interés por las ciencias naturales lo que tal ves per-
mitié mantener activas las ideas de la época en relacién con la Ciencia
Fisica.

Con la clausura de la Universidad de Santo Tom4a se cierra en Costa

Rica un perfodo lento e incipiente en el desarrolio de la Fisica en Costa
Rica.

§ CENTRO DE INVESTIGACIONES GEOFISICAS
1 GRUPO DE ASTROFISICA TEORICA
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1 Introduceidn

La historia del howbre y ¢l desarrolle social alcanzado, han estado
{ntimamente ligados a ia historia y desarrollo de las Ciencias, en especial
las Naturales. En Costa Rica, se ban dado histéricamente elementos que
confirman la proposicién sunterior y que de manera especial se conjugan
para explicar porgué el desarrollo en algunas de eatzs ciencias ha sido
en muchos cagos lepic y cientificazocate poco productivo.

Debido a lo aaterior, e2 importanie entender como han evolacionado
las diferentes disciplines cient{ficus en nmestro medic y cual ha sido la
influencia de slementos locales ¥ externocs en el desarrollo y eatado actual
de nuesira sociedad.

Ea claro que, siendo tan amplio el especiro de disciplinas cient{ficae,
el $rabajo de entender su'papel en las sociedad actual es sencillamente
monumenial. Es necesario entonces, acotar por simples rasones de com-
prensién y tiempo, tanto la disciplina de estudic como el perfodo de
andligie histérico a que ésta se refiere,

En el presente trabajo, se ha elegido la Fisica como elemento de
estudio, no sblo porque no se conocen trabajos anteriores al respecto en
Costa Rica, sino porque es indudable que como disciplina cientifica, su
aporte al desarrollc de la humanidad es mpresionante, afin cuando en
ruesiro pais ef papel gue ha desempeifiado ha sido poco comprendido o
tal ves en la mayor parte de Jas gituaciones ha sido ignorado.

A pesar que la documentacién que se posee es escasa, al tratar de
entender el desarrolio de una ciencia como la Fisica a partir de ideas ¢ no-
ciones primitivas, es necesario remoniarse hasta las culiuras indigenas
que habitaron el pafs en la época precolombina. En este primer ira-
bajo, se presenta la informacién enconirsda para ln época precolom-
bina, pasando por el perfodo colonial, la posterior creacidéu de la Casa
de Ensefiansa v la Universidad de Santo Tomss hasta el cierre de esta
dltima en 1888.

3 Pericdo Precolombine

Buscar los inicios de algo que podamos designar como Clencia en
nuestros antepasados, resulia en ésbe momento una farea mis que im-
posible (que habrfa que acometer con enjusiammo algtin dfa ). Elio se
debe principalments a que en nuestro territoric no se ha encontrado
un legado claro y legible de eu conocimiento cientffico,v.g., cédigos so-
bre ciencia. Sin embargo puede ser vAlida Ia premisa, de suponer que
debe haber habido un intercambic oultural v de conocimientos técnicos
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bisicos y de ingenierfa { tal ves, Ciencia ? ) con las culturas mis
avansadas, tanto tecnolégicamente como * cientfficamente®, del norte y
del sur de nuestro territorio. Una prueba de ello se ha encontrado en
Guayabo de Turrialba, en donde definitivamente florecié un pueblo con
ese conocimiento bisico. Se puede inferir que ese pueblo & desarrolls
ese conocimiento ¢ $uvo ayuda “experta * de personas educadas en la
construccién de acueductos ( singenieros Aidrdwlicos ? ), puesto que la
evidencia se encuentra allf. Inciusive podemos ir un paso mis alld en
nuestras supoeiciones; si hubo ingenseros, habré existido alguien con un
conocimiento cientffico bésico, y que posiblemente estuvo a cargo de la
recopilacién y iransmisién de esa muestras de conocimiento cientifico
auséctono. Un petrogrifo de Guayabo ha sido interpretado por el Pro-
fesor Retirado de 1a Escuela de Ffsica Ing. Eliot Coen, como una piedra
en Ia que se ka dejado una nuestra de su conocimiento, tal ves en-
tendimiento, sobre la regularidad de la venida de la Iuvia ( el petrogrifo
también es Hamado la Piedra de la Livvia ) en la regi6n de Guayabo
de Turrialba. También se puede especular que las alas de Ia figura
que allf aparece, puedan ser utilisadas, por una persona que posea @n
conocimiento bisico, para ubicar lag estrellas m4s visibles de la esfera
celeste. ; Habrd sido uno de nuestros antepasados un astrénomo o sim-
plemente sabfa utilizar ciertas posiciones de estrellae para orientarse 7
Si es asl, entonces serfa alif en Guayabo de Turrialba donde vivieron
huesiros primercs cientfficos. Lo anterior no deja de ser una especu-
lacién rasonable, y nos gustaria que aaf hubiese sido. Todo lo expuesto
simplemente nos indica lo dificuitoso que resultarfa el poder confirnar la

existencia o no de conocimiento bisico cient{fico en nuestros antepasa-
dos.

La poca documentacién que se poses relativa a los conocimientos
© creencias de nuestros grupos indigenas, sobre las leyes que rigen la
naturalesa, podria explicarse parcialmente, por el plan de dominacién
que ejercieron los espaiioles, a partir del descubrimiento de América. De
acuerdo a Paalino Gonsdles, deade finales del siglo XVI basta principios
del siglo XIX funcioné un plan dirigide a destruir, en todos sus aspectos,
las culturas autéctonas, lo que hace adin més dificil, e! poder tener un
cuadro minimo de loe que sucedio durante éste perfodo.

3 Periodo Colonial

Durante la Conquista de Cogta Rica, poco conocimiento cientffico
fue iraido por los conquistadores, quienes al parecer pudieron haber
tenido oiro intereses. Sin embargo, se sabe del impulso que le dieron a
Ia artesanfa, por aer ello lo que le permitirfa resolver los problemas in-
mediatos de las necesidades de los puebloe y cindades que empesaban a
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surgir en el territoric de la Provincia de Costa Rica. Ademis de 1a arte-
sanfa!?, de seguro trajeron conocimientos sobre como cultivar Ia tierra
¥ algunas artes del quehacer cotidiano. Pero nuevamente, no hay manu-
scritos sobre algo que podamos lamar Ciencia. Posiblemente se puede
asociar un conocimiento bisico cientifico 2 esos colonizadores, pero ese
conocimiento debe de haberse {ransmitido en forma oral principalmente.

Durante los primeros aios de la época colonial (mediados del siglo
XVI) la educacién formal en sus aspectos de contenido y extensién fue
escasa y estuvo concentrada en o cerca de ios niiclecs poblacionales.
Esta instruccién fue dirigida en especial a los hijos de los colonos. La
educacién en general la realigaban los curas encargados de ensefiar la
doctrina cristiana a los Aifios en las parroquias. Ademds de lo anterior,
los curas dedicaban tiempo 2 Ia ensefiansa de las lectura, la eacritura y
la cuenta.

En lo que se refiere a la educacién informal (intercambio de ideas e
instruccién entre amigos y familiares) existen limitaciones documentales
que impiden comprender ¢l conocimiento que se tenfa de 1a Fisica en esa
&poca.

En términca generales, Ia situacién educativa ro varié mucho sino
hasta principios del siglo XTX, por lo que no hay evidencia de que de
alguna manera se inirodujeran las ideas que en ese momento se habfan
desarrollado en Europa {........}. De acuerdo a Paulino Gonzdles {1).

no es 3ino haste 1814 cuando efeciivamente cobran
importancie social los cursos avenzados, al hacerse
realidad la aperisra de una case de estudios (secun-
darios} en lo csudad de San José.

Recordemos que lo importante durante toda la época colonial, era de que los jévenes
aprendierar a sumar, con alguna oira pericia que les servia de inmediato para su labor
cotidiana. Esa forma de ensenansa se extendid hasta principios del siglo X¥X. Sin embargo,
hay un indicio claro de al menos una persona que si fue capas de formarse con estudios
waiversifarios, y sobre todo que {ranaimtié sus conocimientos a otras personas y que dejé an
legado escrito que podemos seguir, ¥y gue nos permite asegurarie un puesto de significancia
en 12 historia de Ja Ciencia , no 86lo para Costa Rica, sino y también para Centro América.

Noe referimos al cartaginés José Antonio de Liendo y Goicoechea{ver, parte II de ésta serie
de articulos.

4 Lsa Universidades Centroamericanss

A finales del siglo XVIII las ideas de la Ilustracién se habfan infilkrado en Eepaia
y sus colonias. Centroamérica vivia una gran declinacién econdmica y los conflictos e
insatisfacciones encuentran su expresién ideolégica en el Numinismo. Esta nueva corrienie
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de pensamiento envuelve a 1a Universidad de San Carlos en Guatemala, que sufre en su
estructura académica la més profunda reforma universitaria de Ja época.

Desde su nacimiento en 1676, 1a Universidad de San Carlos definié su caricter cen-
troamericano como estipula los documentos legales de su ereccién:
se concede el privilegio universitario a todas estas provincias, para que
todas rectban y tengan el consuelo y el alivio que de la fundacidn de esta
Universidad se ha de seguir o sus vecinos y naturales'®,

Durante la época colonial este centro de pensamiento dict6 las citedras de Derecho,
Teologia, Medicina, Filosoffa y Lenguas Indigenas y oforgé los grados de Bachiller, Licen:
ciado, Maestro y Doctor; y durante m4s de un siglo fue 1a finica institucién de educacién
superior que tuvo Centroamérica.

Concretamente y hacia el encuentro de los orfgenes de 1a Fisica en Centroamérica
se desprende que con a reforma universitaria promovida por Liendo y Goicoechea, de la
introduccién de la Fisica experimental y cierto tipo de difusién cientifica realisada en esta
época, ge abre una pigina de la historia de 1a ciencia en esta sonal®.

Existfa también en Nicaragua, el Seminario Conciliar de San Ramén, creado el 15 de
diciembre de 1680 por Mons, Andrés de las Navas y Quevedo, bajo €l patrocinio de San
Ramén Nonato, que luego se iransformé en la Universidad de Leén.

Los estudios eran desde luego muy elementales, a saber, la lengua latinag,

y la teologfa, y algunas olras nociones de ofros ramos de las ciencias
eclesidsticas.

Con el advenimiento ol solio episcopal de Ledn de Mons. Tristdn, la
organizacion escolar recibid un nucvo impulso. Desde 1783 s¢ estable-
cteron progresivamente olras asignateras, ademds de las de moral y lattn.
Ein 1789 se fundaron las cdiedras de Filosoffa, Artimética, Aigebra, Ge-
ometria y Fsica!”.

Bajo el Pbro. Tom4s Ruix, ¢l seminario logra que el espiritu de la Ilustracién navegue
en su recinto universitario y baiie a sus discipulos de las corrientes cientificas europeas de
aquel entonces. Uno de sus alumnos, Rafael Francisco Osejo recibié gran influencia de esta
ensenansa que luego transmitirfa en las aulas de 1a Casa de Estudioe en San José.

El seminario a pesar del florecimiento que vivia solo tenfa potestad de otorgar grados
menores, no fue sino hasta 1812 que se le otorga la potestad de erijirse en Universidad con
las mismas facultades que las demés de América, pero no es sino hasta 1816 en que se da
la instalacién oficial.

En sintesis es importante sefialar que la educacién universitaria colonial se carac-
teriz4 por una tendencia clasista ya que se orientaba a los sectores mis prominentes de la
poblacién ejerciendo la iglesia un papel monopolista, barrera infranqueable para el desar-
rollo ideal de la investigacién cientffica en este perfodo.

A pesar de estas limitaciones nuestra provincia se beneficié adin en menor grado de la
influencia espaiiola que a través de la Universidad de San Carlos y del Seminario Conciliar
de Ledn recibieron algunos jévenes de nuesira sociedad que realisaron estndios en uno de
estos centros de pensamiento. Ese despartar liberal de algunoe costarricenses fue la semilla
para que empesara a brotar en la ciudad de San José la necesidad de una Casa de Estudiocs.
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58 Conclusiones

Adn cuando en los perfodos precolombino y colonial se dieron indicios de un co-
nocimiento prictico - teérico, no hay documentacién fidedigna que permita construir
un panorama del avance cientffico en estos perfodos. Se hacen necesarios estudios ar-
queoldgicos que complementen los hallasgos de Guayabo de Turrialba y que permitan
mayor informacién referente al estado de desarrollo cultural y cientifico de nuestros pueb-
los aborigenes. La documentacién y la evidencia de los hallazgos arqueoldgicos sobre estos
perfodos permanece dispersz y es incompleta por lo que se recomienda una sistemati-
gacién del proceso de documentacién, clasificacién y estudio de los aspectos cientificos de
eeos puebios. N

En relacién con el establecimiento de los centros de educacién superior en Cen-
troamérica e impulsado por la reforma de la Universidad de San Carlos de Guatemala
en la segunda mitad del siglo XVIII, se da por primera ves una estructura formal que
permite el desarrollo de las ideas cientificas en la regidn.
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ALGUNOS DETALLES Y HECHOS HISTORICOS DE LOS
ALBORES DE LA FISICA EN COSTA RICA:
PARTE 11

JORGE PAEZ {
FLORA SOLANOf§
JORGE AMADOR §
Universidad de Costa Rica, S8an Joeé, Costa Rica

RESUMEN GENERAL:
Parte 1

En el perfodo precolombine hay indicios de que hubo un desarrollo
cientffico acorde a las necesidades de la &época. Durante la Colonia los
pobladores de nuestro territorio le dieron m4s importancia a la artesanfa.
Con la fundacién de las primeras universidades Centroamericanas es
que ge da la estructura y elementos bdsicos para el desarrollo cientffico
posterior.

Parte IT

A mediados del siglo XVIII se tiene informacién documental con-
fiable de que el costarricense Liendo y Goicoechea introdujo la Fisica
Experimental en la Universidad de S8an Carlos en Gualemala. Su in-
flaencia en Costa Rica es poco conocida y merece un anilisis posterior.

Parte 1

A principios del gigio XIX con la fundacién de la Casa de Ensefiansa
de S8anto Tomds y la coniratacién del Bachiller Rafael Francisco Osejo
se introdujeron las primeras nociones fandamentales de Fisica en Costa
Rica.

A pesar de que desde la creacidn de la Universidad de Santo Tom4s
en 1844 se diclaron algunos algunos rudimentos de Fisica Tedrica en la
Chiedra de Flosofia y en 1852 se impartié en la Universidad un Curso
de Fisica, no fue sinc hasta el perfodo enire 1861 y 1862 ( no est{ claro
en cual de estos dos afios exactamente ) que se establece formalmente
la ensefiansa de la Fisica en esa Casa de Estudios Superiores.

Desde 1849 hasta 1865 distinguidos naturalistas contribuyeron a
mantener vivo el interés por las ciencias naturales lo que tal ves per-
mitié mantener activas las ideas de la época en relacién con la Ciencia
Fisica.

Cor la clausura de ia Universidad de Santo Tom4s se cierra en Costa

Rica un perfodo lento e incipienie en e! desarrollo de 1a Pisica en Costa
Rica.

t GRUPO DE ASTROFfSICA TEGRICA
§ CENTRO DE INVESTIGACIONBS GROFISICAS
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1 José Antonio de Liendo y Goicoechea

En nuestra bisqueda sobre los orfgenes de 1a Fisica en Costa Rica,
nos enconiramos con la historia del padre José Antonio de Liendo y
Goicoechea, nacido en Ujarrds de Cartago en el afio de 1735. Huérfano
de padre quien a los doce aiios entré en 1a Orden de los Franciscanos. Se
doctors en Cénones en la Universidad de San Carlos de Guatemala. De

1765 a 17€7 permanecié en Fspaiia. A su regreso a Guatemala, explicé
Filoaﬁffa, Fisica y Matemitica en el Convento de su Orden. Murié en
1814%%,

. Con la llegada del padre Joeé Antonio de Liendo y Goicoechea como
catedritico de la Universidad de San Carlos de Guatemala en el aiio de
1767, se marca una nueva etapa en la vida espiritual e intelectual en Ia
capital del Reino. El padre Goicoechea se bard carge de las citedras
que estaban encomendadas a los Jesuitas, a quienes en ese afo Carlos
ITI expulsa de sus vastos dominios.

Al abandonar los Jesuitas la Universidad de San Carlos se llevan
con ellos su sistema ecolistico y su intransigencia secular. Por un lado
se van los Jesuitas y por el otro llega el padre José Antonio de Liendo y
Goicoiechea, con sus nuevas ideas, que impregnaran las aulas universi-
tarias de la Universidad de San Carlos, y en general de Centro América,
durante medio siglo. Es por ello, que queremos resaltar con el Anexo.1,
el plan de trabajo del Liendo y Goicoechea, copiado textualmente vy,
que pos ilustra su llegada a las aulas universitarias, trayendo consigo su
"nueva filosofia”, y al mismo tiempo, convirtiéndose, con certexa, en e}
primer cientifico de Centro América. Con su plan de trabajo podemos
afirmar que se afinca la Ciencia en éstas {ierras centroamericanas.

En el Anexo.3 presentamos también las citedras existentes y plan
de estudios de la Universidad de San Carlos de Guatemala que Fray Joaé
Antonio de Liendo y Goicoechea envié al Rey de Espafia en 1782.

Un aspecto importante gue nosg interesa rescatar de don José An-
tonio, es su formacién como ffsico. Sabemos que durante su estadia
en Espana, visité en Madrid escuelas, museos y conocié los hombres
eminentes que operaban por este tiempo el renacimiento de las letras
espaliolas en e] benéfico reinado de Carlos II.

a su vuefia irajo mdguinas y aparatos de fisica expe-
rimen fal, [ibros,....'%

Ademds, de lo todo indicado; el sabto fraile se hizo de
globos geogrdficos, esferas armilares, sistema planeta-
rio, mapa, cartas hidrogrdficas, tablas de longitudes
y latsiudes y una meridiana que tenfa colocadsa en el
centro de un jardincito que culbivaba con sus manos!d
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Con respecto a los instrumento que se trajé consigo de Espana, =
xiste un Sleo herdico que se encuentra en la Catedral Metropolitana de
San José; en donde se pueden ver los instrumentos con los que contaba,
¥y que de seguro le sirvieron para impartir Ia ensefiansa en Fisica. Un
segundo Sleo herdico de Liendo y Goicoechea se encuentra en la Bib-
liokeca Carlos Monge Alfaro de la Universidad de Costa Rica. Ambos
6lecs fueron donados a la Costa Rica, por Ia Universidad de San Carlos
de Guatemala.

Interesa gu conocimiento como ffsico, puesto que antes de él, la in-
formacién sobre personas que se hayan relacionado con ésta Clencia, o
no hubo, o fueron incapaces de transmitir el conocimiento, de forma ade-
cuada, tal que pudiera considerarseles como los precursores de la Fisica
en Ceniro América. El padre José Antonio de Liendo y Goicoechea im-
parte las primeras lecciones de Fisica en la Universidad de San Carles
de Guatemala, y de la cual hay testimonio escrito, y se le puede por esto
considerar como el primer fisico de Centroamérica y por ende de Costa
Rica. Tal afirmacién se sustenta en el anligia sobre algunas de las tésis
que el defiende en el Acto piblico de 1768 ( ver Anexo.2). Asimizmo,
en el informe que le envia a! Rey Carloe III de Espaiia, donde le expone
cual es su plan de trabajo {léase la transcripcién hecha en el Anexo.l).

2 Algunas Tésis sobre Fisica de Liendc y Goicoechea

Hemos también franscrito en el Anexo.2 las opiniones relevantes de

don Liendo y Goicoechea, y de la cual tomamos las tésis que analizare-
mos en €ste parrafo.

Algonas de las opiniones de Goicoechea concernientes 2 temas rela-
cionados con la Figica, son los sigunientes:

Téais 1: La perfecta dureza de un cuerpo consisic en el enlace de
su3 paries trabsdas y encadenadas, de suerte que no dejen ningin
vacto.

Besulta interesante notar la asociacién de dureza, con la idea de
enlace enire Jos constituyentes de un cuerpo. Ambos son tema de la rama
ide ia Fiaica que denominamos como Fisica del Estado 86lido. El piensa
en un ordenamiento de las partes { red cristalina ? ), de tal manera que
20 haya espacio libre entre ellos. Hoy se sabe que existen ordenamiento
cristalines, que permiten una clasificacidn en mayor o menor duresa
del material (el diamante es ¢l coerpo de mayor duresa que hay en la
Naturalesa )

La aparicién de la palabra vacio se debe a la gran influencia que tuvo
2l experimento de Otto von Guericke, quien habfa sido el inventor de la
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miquina neumética. Su experimento con log hemisferios de Magdburgo
causaron furor en Europa. Consistia este experimento en sacar el aire
a dos hemisferios unidos met4licos que luego eramn tirados en direcciones
opuestas por caballos; no pudiendo estos animales a1in con su fuersa,
separar loa hemisferios. La idea del vacio { Horror vacui ) como una
fuersa que pueda mantener unido al todo, parecer ser el pensamiento
que don José Antonio pedria haber tenido en ésta tésis primera. Como
sintésis, se puede decir que la idea de que un cuerpo entre mds ordenado
tiene una mayor mayor duresa, podré ser rebatible, pero se necesité de
muchos afios de esfuerso de los fisicos para poder brindar un cuadro
congistente sobre este tema.

- 'Téaig 2 :La flusdes no es otra cosa que la unidn leve de las parie-
ctllas que a se tocan.

Esta tésis la podemos conirastar con la definicién de flufdo que
aparece en un libro cldsico, usado por décadas en la ensenansza de la
Fisica, como es: Fisica General de Sears y Zemansky ( edicién de
1957)1¢.

]Con respecto a lo que es un fluido nos dice :

Un fluddo es una sustancia que puede fluir. For consiguienie, la
denomsnacidn de flufdos incluye tanto a lquidos como los gases.

Tanto los liquidos como los gases estin evidentemente constituidos
por moléculas{ "partecillas * } y dependiendo de la atraccidn eléctrica
entre ellas y hay una mayor o menor interaccdn { ello implica que tanto se
*tocarin® las mismas } y consecuentemente, habri una mayor o menor
fluides. Es notable la seguridad que fiene al incluir liquidos y gases
dentro de Ia denominacién de fluidos. En esa época las experiencias con
gases eran escasas y sus propiedades era mds difficiles de medir que la
de los fluidos. No se indica nada sobre la causa de esa propiedad de
fluides de las sustancias y parece mis bien ser otra propiedad intrinseca
det fluido.

Aunque el aspecto molecular de los flufdos surge mucho después,
pareciera entreverse un atomismo primitivo, en esas ideas sobre la flui-
dez de don Liendo y Goicoechea. Sabemos ademads, que éste fraile jugd
con ciertas ideas alquimistas { Quimica 7 ). Tal ves, podria ser la
influencia de un cientifico prestigioso, como lo fue I. Newton, quien en
sus @iltimos afios de vida, se puede decir que se dedic a la Alquimia.

Téais 3:El olor ¢s agquella sensacion gue causan los efluvios que ez-
halan sustancias sulfdreas; y el sabor es producido por las particulas
que obran drgano del gusto.

Ee rescatable de esta tésis la palabra parifculas; que a nuesiro en-
tender, tiene involucrado el concepto de molécula. Ya en la tésis 2,41
habla de *partecillas”. Ambas las podemos interpretar comoe moléculas
(4tomos 7).
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Téais 4 :£] sonido ¢s el movimiento vthraforio de las partes ma-
nuslisma del cuerpo comunicado al asre que cirvunda a éste y lle-
vado ol drgano del ofdo.

Segfin, Sears y Zemansky:” La recepcién de una onda sonora por el
oldo, engendra una vibracién de la particulas del aire situadas delante
del timpano,..”.

Se puede ir un paso mds alli y pensar que é3ta es una idea newtoni-
ana que ge expandid en Europa y, que don Liendo capté perfectamente
durante su vigita 2 Espafia. En el vacio no se propaga el sonido, para
ello se requiere de un medio de transmisién como lo es el aire.

Téais 8 :Del ndmero de vibraciones, mayor o menor, en igual es-
pacto de tiempo, resulta el sonido agudo o grave .

El ndmero de vibraciones por unidad de tiempo en Iz Fisica actual
lo denominamos frecuencia y lo indicamos con la letra griega v. Surge
de ia téais 5. que si la frecuencia es alta {mayor) lo que tenemos es un
sonido agudo y si la frecuencia es baja un sonido grave, es decir:

Si

i, >y
{1éase: i v, es mayor que 1y )

en cualquier dmbito de frecuencia v, siempre serd m4s agudo que
va. Afirmacién correcta de la $ésis 6.

Téeis 7 :El eco no ¢s mds que &l sonido reflejado, formande un

dngulo tgual al que hizo en su incidencia.

Fs clara la aseveracién de que el eco es el sonido reflejads. La
segunda parte de la oracién, nos indica un conocimiento bisico de la
6ptica. Un rayo de lus que incide sohre un espejo formandoe un cierto

dngulo con respecto a la normal { perpendicular a la snperficie reflectora
}, se reflejars formando un dngulo igual con 1a normal.

Reconocer que el sonido también se comporta como la lus, es algo
que permite infuir una abstraccién del fenémeno ondulatorio como tal;
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y que la refleccin no es mis que un comportamiento intrinseco al
movimienio ondulatorio { oscilatorio, vibratorio,etc.).

Téain 8 : A esia nueva ley obedece la luz cayendo en un plano, pero
cuando de un medio raro a otro denso, se gquiebra, acercdndose o la
perpendicular aparidndose de €sia en el caso contrario .

Parece interesante la afirmacién de que también la lus se ve some-
tido al comportamiento ondulatoric. Creemos que don Liendo estaba
consciente que tanto la luz como el sonido eran movimientos ondulatorios
{ Huygens habifa insistido en elio, contra la opinién de Newton ). De
ahf que, un hecho como el descrito en la téais 7. es entendible en la
medida que }a lus ¥ el sonido son movimientos ondulatorios. El fenémeno
descrito en esta tésis se denomina hoy en dfa refraccién de la lus.

Eetas dos dltimas tésis estudindas, muestran también un conocr-
miento apropiada de las leyes de la éptica geométrica, como son la
refleccén y refraccién de la lus. Esta dlfima gobernada por la ley de
Snell, n,sinf; = nysind;, donde ny y ng son los indices de refracién
de 100 medio *raro” y *denso®; ademis, los ingulos 8; y 9; se miden
con respecto 3 la normal o "perpendicular" . En la relacién anterior esti
implicita la descripcién dada por el padre Liendo.

Por la importancia que el padre Liendo le da a los temas de Pneuma-
tica, Optica, diéptrica y catéptrica.S8e ofrece las signientes definiciones,
tal y como el Padre Liendo y Goicoechea las entendfa:

Poeumética: es aquella parie de la Fisica que trata de las propie-
dades mecdnicas de los gases.

Didptrica : es la parte de la ptica que estudia la propagacién de
la lus por refraccién. Debié conocer la Didptica de Descartes. Al
menos los fenémenos de refraccién le eran familjares.

Catédptrica : es la parte de la éptica que estudia la refleccién de
Ia lus.

Téals O: Ni el sisterna de Galileo, nt &l de Descartes, ni el de Newton
explican el prodigioso fenomeno del fluzo y refluzo del mar...

La tésis enunciada anteriormente es vilida con respecto a la Ciencia
de Galileo y Descartes. Pera con lo que respecta a Newton no tiene
razén. Precisamente es ]a ley de Gravitacién Universal de Newton la que
es capas de explicar los fenémenos de tas mareas como una consecunencia
de la atraccibn entre laTierra y 1a Luna principalmente.

En las tésis expuestas anteriormente hay un buen dominio sobre los
t6picos importantes de la Optica en general.
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El uso del termémetro y el barémetro nos hacen presumir su pre-
dileccién por la Fisica experimental. Ambos son instrumentos de uso
sencillo pero de gran contenido fisico, dado que permiten conocer nues-
tro enforno y su relacién con el estado del tiempo meteorolégico. El
conocimiento de las leyes de los gases se hace necesario para ello.

Analizando los aspectos relevantes de su trabajo se puede considerar
al padre Liendo como un figico en el sentido actnal del mismo. Queda
alin un matiz que queremos dejarlo en claro. Se trata de lo siguiente:
. Podemos considerarlo como el primer ffsico de Costa Rica 7. Para
ello hay que situarse en la época correspondiente. Costa Rica era una
provincia que formaba parte de un territorio mids extenso que era el
Reino de Guatemala. Aunque nacido en Cartago su labor en anlas
universitarias las llevd a cabo en la Capital del Reino, Sin embargo, no
hubo una persona que se interesara m4s por la Ciencia Fisica en todo el
Reino durante la segunda mitad del siglo XVIII. De ahf que se le puede
considerar sin dudas del primer fisico de Costa Rica.

3 Conclusiones

Con base en el estudio de documentos de a época, as{ como del
anadlisis de las principales tésis inferimos que el Padre Liendo y Goi-
coechea se puede considerar como el primer cientifico costarricense y
de Centroamérica. Debe destacarse 1a profundidad de su pensamiento
cientfifco a pesar de las limitaciones de la época en relacién con equipo e
instrumental. En su formacién como fisico se percibe 1a influencia de las
ideas cientificas europeas, sin embargo en sus tésis se palpan sus propios
aporte a la Ciencias. El Padre Liendo y Goicoechea representa el 4pice
en el desarrollo de la Ciencia en general de la época y se abre la primera
pigina de la Historia de ia Ciencia.

Queremos dejar constancia de nuestro agradecimiento a don Carlos
Meléndex por la colaboracién aportada con la copia que nos cedis del
Acto Pdblico de don Liendo y Goicoechea, en 1769 en Guatemala.

ANEXO.1 Informe sobre la Universidad de San Carlos

Cuando nuestro Soberano catholico Monarcha Carlos
II (Que Dios guarde) hizo salir de esta ciudad, y
Heyno g los PP que 2¢ Homaben de la Compasisa de
Jesus, a nombre del-mismo Rey ntro Sor se me infimo
orden,y mandato por ¢l M.YHre Sor Vice Patron y
Presidenie, que entonces era Don Pedro Salazar, pare
que pasara a la RI Universidad o enseniar Phslosophia
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a los Estudiantes, que cursaban antes con los referidos
jesustas. Deze al momenio la cathedra de theologia,
gue regeniabda en mi convenlo, y pase a esia Univer-

stdad a docirinarios.

Con esta ocaston introduze en la Unsversidad, y en-
sene a setenta y cuairo Estudiantes la physica ezper-
imental, que les dicte por el Abad Nollet, Foriunalo
de Bri:r.ia, Jacquier, Marino Boloniense y Conasins; lee
ensene de paso los principios de Geomelria, Opttca
Geographya y Astronomis, como consts o toda esia
Universidad, y puede V.5, inferir de uno de los ex-
emplares de las tarjas impresas, que defends en mu-
chos actos,y que acompanc para gque consie,y sirva
de comprobante. Para promover en esia Universidad
esta nuezva Phidosophia, me funde primeramente en
su utthidad, considerando, que era la unsca que podia
tnalrusr en la verdadera physica. Fn segundo lugar,
el General de toda mi orden Fr. Pascual de Bancio
en una caria, despachada de oficio, en que da algu-
nas reglas sobre el methodo de los Estudios regulares,
encomienda mucho el curso sncomparable de physica
ezperimental, que dictd Fr. Fortunato de Brizia. En
tercer lugar tuve presenie la aprobacién, que el Rey
Nro. Senor ha dado en esta nueva physica en lodas
las Universidades de Espana; y aun ef BEmo. mi Ge-
neral de Yndias aprodd ms curso, y methodo despuds
de habersele escrito conira ms, de gque tengo en ms

poder instrumento constante.

A mas de lo dicho, una de las constituciones de esia
Universidad ordena, que se lean en ella allernativa-
mente docirinas conirarias, pare gue el relo de la dis-
puta sirva al adelantamienio de la Juveniud: y efects-
vamenie esta Real Unsversidad jamas hubiera permi-
tido, que inirudugese en ella esta dha physica ezpers-
menial, si sus sabios individuos no hubieran presen-
fido, y conocsdo con anielacién los fruios, y evidentes
argementos de luces, que se¢ estan ezperimentando en
estos eatudios. Por esta razon despies de haber con-
cluido yo mi carrera, ha permitido este sabio Claunatro,
que mis discipulos repstan las lecciones de mi curso en
las aulas de esta Unsversidad y en esios dllimos anos
ha sido admirable la destreza con que los Ninos mas
nobles de esta Ciudad Aan explicado en actos pdblicos
los mas delicados phenomenos de physica, y elevados
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principtos de methaphysica. Y aunque no deseo, ns
pretendo premio alguno por las tareas, desvelos, iraba-
Jjos y conlradicciones del peripatetismo, gque sufri por
sniroducir este nuevo métode de Filosofia; quiero sin
embargo tener la satisfaccidn, y gozo de S. Mgd.(que
Dios gue) y honra con que me esforsé a servirlo en la
ocasidn mas oportuna.

Acompano a V.S. Mas. As. Convenio de mi P. Sn.

Franco de la Nva Guatemala 18 de Noviembre de 1782

- B.LM. de V.5. S« mas atento Siervo y Capn- Fr.
T Jos€ Anto. Geicoechea.

ANEXO0.2 Extracto de unas Conclusiones de don Liendo y Goicoechea

Para completar nuestro anilisis sobre el trabajo de fisico de don
José Antonio de Liendo y Goicoechea, presentamos un extracto de las
conclusiones dadas a lng y defendidas en la Real Universzidad de San
Carlos de Guatemalat.

N.297, lun 28 de marxo,803. Aurora de la filosoffa en Guatemala.
Extracto de unas conclusiones dadas a luz y defendidas en esta Real
Universidad el aiio del Sefior de msl setecientos sesenta y nueve. Fue
cuando se concibié en Espana cierto plan de estudios, que sin embargo
de haber merecido la aprobacién del Supremo Consejo de Castilla, no
llegé a ponerse en egecucion...

El auntor de éstas conclusiones fue el R.P.Mtro Dr. Fr. José Antonio
Goycoechea, Lector de Filosoffa, hoy catedratico jubilado de prima de
Teologia, y actual Provincial del orden de S. Francisco de ésta provincia
de Gunalemala.

-La Légica, la Fisica y la Metaflasca son los tres ramos
que abraza. Algunas de sus propossciones son dignas
de la generacion presente: en otras se conoce que ¢l
fue quien dio los primeros pasos; sea que el hombre
que abre una nucva senda no pueda de un salio lle-
gar al termino propuesto: sea que de’intenlo quisiese
pres - [.68: - tarse en algunas cosas ol genso de aguel
tiempo, para iniroducsr otras con mayor facilidad. El

t Eete exiracto lo podemos presentar en éste articulo, gracias a la colaboracidn que
don Carlos Meléndes nos brindé, al obsequiarnos una copia que é] personalmente hiso del
Acto Pdblico de don Liendo y Goicoechea del afio de 1769, publicado en 1a Gageta de
Guatemala, tomo VI
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espinity como el cuerpo lienen modos de obrar, siem-

pre lentos y graduales. Querer precipitar sus pasos es
viloentarle: es disguatarie en medio de la carrera.

De Logica sienia, entre otras, éstas proposiciones. En
la simple percepcion de un objeto no cabe falsedad.
Los juicios, o aquellos actos con gue el espiritu percibe
las relaciones de dos 6 mas ideas, siempre son afir-
mativos.

Trata la Fisica con mas extension. Los seres sensi-
bles, objeto exclusivo de esta ciencia, son unos com-
puestos, gque se presentan g [os seniidos variados con
dsferentes formas: éstos duros, aquellos fluidos: unos
densos, otros raros, sonoros, luminosos 8c. Erplicar
dstas propiedades, y los elementos que componen los
cuerpos, y conclusdo esto hablar de aquellos seres que
como la tierre, el agua, el ayre 8c. llaman ls aten-
cion del fildsofo con preferencia a otros objetos, és el
orden con que se irafa de la ciencia de la naturaleaa.

Ni el agua, dice, como creia Thales, ni la tierra, como
porecia ¢ Pherecides, ni el ayre, como juzgaba Anag-
zimenes, ni el fuego, segun la opinion de Hypase, ni
fodos estos cuerpos juntos son los elementos de los
seres fistcos. Todos loa compuestos sensibles se re-
suelven en agua, tierra, sal aceyie, y mercurio. Es-
tos son los simples elemeniales cuerpos. Los seres
flsicos obran en el organo sensitivo: el movimiento
s¢ propaga por las fibras nerviosas que le componen:
d éste movimiento sigue la percepcidon del alma: he
aqus la sensasion. El objeto que se nos presenta en
ésta no es la misma cosa sensible, sino el movimiento
de los nervios sensitivos. Luego ningun accidente es
sensible por s mismo, Ri necesario para que los cuer-
pos sean sensibles. Y por consiguiente las propiedades
sensbles son accidentes absolutos.

La perfecta dureza de un cuerpo consisie en el enlace
de sus parifculas trabadas y encadenadas, de suerte
gue no dejen ningun vacio. No se encuentrs en los
cuerpos ésta concalenacion perfecta. Todos son po-
r0808. La fluidez no es otra cosa que ia union leve
de las partecillas que apenas se tocan en wn punio.
El movimienio trémulo y acelerado de las partecillas
sulfureas produce calor; la carencia de fuego, y cierta
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smpenetrabilidad de las partfeslas salinas, consisiugen
el frio.

El olor es aguella sensasion que causan los efluvios
que ehalan las sustancias (f.67:) sulfureas; y el sa-
bor es producido por las particulas salinas gue obdran
en el organo del gusto.... Bl sonido no ¢s oira cosa
que el movimiento vibratorio de las paredes minustist-
mas de un cuerpo, comunicado al ayre que circunda d
éste, y llevado en Knea recia ol organo del oido. Del
numero de vibraciones mayor 6 menor en wual espa-
cto de ttempo resulta el sonido agudo o grave. De la
correspondencia de las vibraciones que comienzan ¥
acaban en un mismo tiempo nace la consonancia. Y
el eco no es mas que la reflexion del sonido, que siem-
pre retrocede formando un angulo igual al que hizo en
su incidencia. Esta misma ley obedece la luz refleza,
cayendo en un plano; pero quando pasa de wn medio
raro & otro denso, se qusebra acercandose 4 la perpen-
dicular, y apartandose de ésta en el caso conirario.
La luz reflexa de distinto modo segun lo escabrosidad,
porosidad &c. de las superficies. Y en esta reflexion
constste el color.

La tierra se presenta redonda a los sentidos; pero aun
no se ha descubierto =5 lienc la figura de una esfera
elevada en ¢f equador, y aplanada en los polos. To-
cante & la formacson de los montes, wnos se formaron
guando Disos mands gque las aguas se reuniesen en ¥n
lugar,y otros despues del diluvio. La inflamacion de
ias materias vituminosas y sslfureas es la cavsc de los
temblores.... El agua es del tedo incomprensible. Las
lluvias y no el mar dan nacimiento 4 las fuentes. Nt
¢l sistema de Galileo, ni el de Descartes, nt el de New-
ton ezpiican el prodigioso fenomeno del fluzo y refluzo
del mar.... El ayre es sn fluido elastico, compres-
ble, grave, gue con su peso eleva las ezalaciones de
los cuerpos; proposicion muy sabida en estos liempos,
pero cuyo descubrimiento costd mil penas & Galileo,
Torriceli y Pascal en sus celebres ezperiencias sobre
el Put de Dome . A este propossto se promete dar
una ezplicacion precisa de todos los meteoros varia-
dos, que espanian & la pleba, y hacia temblar d nues-
tros mayores.- Y luego pasando 4 tratar del alma sen-
sitiva: en todos los animales, dice, s¢ encuentra ung
sustancia fluida y sutsl, gque se forma en e celebro de
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la sangre que circula por las arterias, y que propa-
gada por 123 nervios que traen su origen del celebro;

y los necesarios por medio de aquellos que nacen del
cerebelo.

En el cuerpo Aumano solo los nervios son capaces de
senlimiento, f.68: Subscribiendo al sistema de Des-
cartes astenta que ¢l alma de los brutos es corpdrea.
Refuta la opinion de los, Escolasticos, que por un
delirio propto de hombres que abandonan la natura-
leza por perderse en abstracciones inutiles, creen que

la podredumbre la es madre de los insectos. Concluye
la Fisica, y enira en la Metaffsica.

Descartes decia que Dios, ¢l alma, y los principios
generales de las ciencias, debian ser los objetos de
esta parte de la filosofta, ia 0bra mas sublime de aque-
los espiritus extensos, que abrazan todo el sistema de
la sabiduria, y descubren relaciones que se escapan al
vulgo de la soctedad de las letras. No se trata de éste
witimo punio; pero se habla del alma racional y sus
potencias, asentando que es un ser indivisible, espirs-
tual, inmortal, y refutando los sistemas antiguos. Se
ezponen algunas proposiciones sobre la causa y el ente
en general, y se concluye con olras aserciones sobre
la exsstencia y airtbutos de Dios.
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ALGUNOS DETALLES Y HECHOS HISTORICOS DE LOS
ALBORES DE LA FISICA EN COSTA RICA:
PARTE Il

FLORA SOLANO{S
JORGE AMADOR §
JORGE PAEZ {
Universidad de Costa Rica, San Joeé, Costa Rica

RESUMEN GENERAL:
Parte 1

En el perfodo precolombino hay indicios de que hubo un desarrollo
cientifico acorde a las necesidades de la época. Durante la Colonia los
pobladores de nuestro territorio le dieron mis importancia a la artesanfa.
Con la fundacién de las primeras universidades Centroamericanas es
que ge da la estructura y elementos bésicos para el desarrollo cientffico
posterior.

Parte IT

A mediados del siglo XVIII se tiene informacién documental con-
fiable de que el costarricense Liendo y Goicoechea introdujo la Fisica
Experimental en la Universidad de San Carlos en Guatemala. Su in-
fluencia en Costa Rica es poco comocida y merece un anilisis posierior.

Parte II

A principios del siglo XIX con 1a fundacién de la Casa de Ensefiansa
de Santo Tomi4s y la contratacién del Bachiiler Rafael Francisco Osejo
se infrodujeron las primeras nociones fundamentales de Fisica en Costa
Rica.

A pesar de que desde la creacidn de la Universidad de Santo Tomds
en 1844 ze dictaron algunos algunos rudimentos de Fisica Tedrica en la
Cétedra de Flosoffa y en 1852 se impartié en la Universidad un Curso
de Fisica, no fue sino hasta el perfodo euntre 1861 y 1862 ( no estd claro
en cual de estos dos afios exactamente } que se establece formalmente
la ensefiansa de la Fisica en esa Casa de Estudios Superiores.

Desde 1849 hasta 1865 distinguidos naturalistas conmtribuyeron a
mantener vivo el interés por las ciencias naturales lo que $al ves per
mitié mantener activas Jas ideas de la época en relacién cou la Ciencia
Fisica.

Con la clausura de 1a Universidad de Santo Tom4s se clerra en Costa

Rica un perfodo lento e incipiente en el desarrollo de la Fisica en Costa
Rica. '

§ CENTRO DE INVESTIGACIONES GEOF{SICAS
t GRUPO DE ASTROFISICA TEORICA
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1 La Casa de Enseiiansa de Santo Tomés

El desarrollo de la educacién en Costa Rica no sufrié grandes cam-
bios en el periodo colonial, no fue sinc hasta principios del sigio XTX que
efectivamente cobran importancia social los cursos avansados al abrirse
en San Jode la Casa de Santo Tom4s.

Costa Rica durante la colonia fue una provincia aislada, con un
desarrollo politico-social muy débil donde el predominio del clero en la
ensefiansa marcaba el cardcter eclesiistico restringideo de la vida culiural
de la sona.

La mayorfa de sng habitantes no sabfan ni leer, ni escribir y la
ensenansa era impariida por las personas mis cajtas: los frailes y los 2a-
cerdotes. Cargo que desempenaron hasta finea de la colonia y ensefiansa
que realisaron en las iglesias, sacristias y conventos.

Don Luis Felipe Gonsiles Florea reafirma esta aseveracién diciendo:

Habia en la época colontal excessvo de sacerdotes, fal-
tando en cambio otros profesionales necesarios, par-
ticularmente médicos®.

En este marco colonial en que se desarrollé la educacién costar-
ricense, la escasez de escuelas de primeras letras donde finicamente se
ensefiaba la escritura, lectura, numeracién y doctrina cristiana, la inesia-
bilidad de su foncionamiento, la carencia de personal idéueo, €l predo-
minio del castigo y autoridad excesiva, y log pocos recursos econdémicos
limitaron la ausencia del pensamiento cientifico y filoaéfico de Europa y
por ende de un desenvolvimiento afin muy rudimentario de una ciencia
como la Fisica en nuestro pals.

Hacia el afo de 1814 y segin Paulino Gonzéles, la cindad de San
José manifestaba un liderasgo politico- ideolégico, de tipo educativo
que se desarrollé gracias a nnevas condiciones sociecondinicas basadas
en la produccién de tabaco y cana de asicar permitiendo el desarrollo
de un comercic exterior. Gama de clementos que fueron la cuna para
que en esta ciudad y no er Cartago, la capital, se levantara la primera
institucién de estudios superiores de la provincia.(3) _

La Casa de Estudios se cred bajo la dependencia del Ayuntamiento
de San José, cuya méixima autoridad la ejerciz el Rector. Eete centro
estaba estructurado en dos secciones:

A} La superior; donde se impartfan las citedras de Gramdtica,
Sagrados Canones, Filosoffa y Teologfa Moral.

B) La de primeras leiras; que inclufa lectura,escritura y ia cuenta.

La necesidad de dotar a esta institucién del personal més capacitado
y diligente en las labores docentes de 1a Casa de Eatudios condujercn a la
contratacién del Bachiller Rafael Francisco Osejo, oriundoe de Nicaragua
por un salario de § 300 pesos anuales.
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En ¢l momento de su apertura, en los almacenes de la Factorfa de
Tabaco (actual edificio de ]a Pagadurfa Nacional) fungfa como Rector
y profesor de la ciiedra de Filosoffa, el Bachiller Osejo y profesor de
Gramética, Pbro. José Arguedas, ademés de dos maestros dedicados a
la ensefianza de la lectura.

La mentalidad de Osejo incisiva, impregnada de las ideas de grandes
peasadores de la Ilustracién como Rousseau, Montesquieu, etc. permitié

que en nuestro pafs, se introdujeran las primeras nociones de Fisica. El
historiador Chester Zelaya manifiesta:

las leccsones que impartid Osejo en Costa Rica, tenfan
posiblemente el mismo contenido que las que &l pecs-
biera del Dr.Tomds Ruiz en el Seminanio Conciliar de
Ledn. Ejs decir incluta Légica, Metaf(sica, Aritmética,
Algebra y Fisica'®,

ctsando se le contrats en 1817 para smpartir leceiones
en Cariago, se le pidid gue ogregara a las materias
antersores, dos ramas de mecdnicc o de F¥sica espe-
ciafl3,

Osejo no tuvo la misma trayectoria de un cientffico como el Dr.
Antonio Liendo y Goicoechea, pero sf fue un promotor incansable de 1a e-
duncacién en nuesira provincia, sobre todo en momentos econdmicaments
dificiles y donde la ausencia de comprensién intelectual por parte del

pueblo era la nota predominante. El parrafo siguiente es testigo de
estos sentimientos:

Como educador, no se limité Osejo a dar a sus alum-
nos un cimulo de conocsmsentos, sino también a de-
sarrollar en ellos dne seric de inguieiudes, ideas y
yropdettos... Ossjo forms uns verdaderas generacidn
de hombrea.. 3

El eacaso presupuesto de que disponia la Casa de Enseiiansa de
Santo Tom4s, no permitié a Osejo contar con los medios e instrumentos
diddcticos necesarios para sus lecciones, sobre todo de Fisica y Geome-
trfa, y decia en 1831

He agotado ios dltimos recwrsos ¢ han estado a mi
dicance a fin de g. no se paralice la enseRansa, en
cuyo obsequic hé mendingado (por deciric asf] aw-
tores ¢ insirumentos valiéndome por dliimo adén del
penoso frabajo de dibujar las figuras en la praarva,
p.a.q. pudseren aprender los cursanies 1!,

Amante de su vocacién de maestro sacnficé su salud en pro de la
ensenansa. Enfermé por la humedad de los Almacenes donde se ingtals
1a Casa de Estudios. Sus constantes quejas por las pésimas condiciones
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del edificio, su afin de brindar ayuda a los indigenas ie hicieron es-
cribir el documento Proyecto de mejoras a la Casa de Enseranza Publica
de Santo Tomds, y un Informe dirigido al Rector de la Casa de Santo
Tom4s, sobre el falal estado en que se halla lo Instruccion de lo Juven-
tud. Los ofdoe sordos a estas stiplicas y la constante desaplicacién de los
alumnos por el estudio, la inasistencia a clases lo hicieron presentar su
repuncia a la cdtedra de Filosoffa.

El Bachiller Osejo en procura de brindar alimento intelectual a al-
gunos alumnos y en vista de que la gituacién académica no mejoraba
ofrecid clases privadas de Matemaética pura y mixta, y #ilosoffa.

Lo sustituye en su cargo en la citedra de Filosofia el nicaragiiense

Toribio Argiiello y segin parece compaiero de Osejo en el Seminario de
Leén, el cual habfa llegado a Costa Rica en 1828 en calidad de emigrado
polftico.

Dentro del legado escrito de Osejo aparecen Las Breves Lecciones
de Aritméisca, primer libro de texto que se publicd en nuestro pafs, no
fue nn tratado de Aritmética, sino unaa notas explicativas. Redactado
en forma de catecismo, es decir, por medio de preguntas y respuestas.
Las Lecciones de Geograiia es un texto adicional a la obra de R.
Ackerman, que también estd escrita en forma de catecismo y se le ha

considerado como el primer estudio de esta paturaleza hecho en Costa
Rica.

2 Comentarics sobre Las Lecciones de Geografia de Osejo

Llama la atencién en los comentarios del Dr. Osejo, el énfasis que &l pone en la

aparente relacién entre los temblores mds o0 menos fuertes y frecuentes ocurridos en relacién
con erupciones del Volcdn Yrasd y

una densa tiniebla que durd por espacto de ires dias y que hacia demasi-
ado ....

1,08 comentarios anteriores sugunieren un intento interesante del Dr. Osejo por in-
tegrar conceptualmente ia Fisica de los fenémenos de Tierra Sélida con los fenémenos
Atmosféricos. Es posible que esta idea haya contribufdo en parie ( por provenir precisa-
mente de un erudito de la época ) a reafirmar la creencia del pueblo costarricense en la
egtrecha relacién que ge atribuye a los8 movimientos sismicos v a los cambios en el estado
tiempo meteordgico.

Al analizar las inundaciones qué en el Valle de Matina, se indica que estas suceden en

los meses de diciembre y enero, aunque alguncs afos en noviembre, febrero y atn marso.
La causa de este fenémeno, se atribuye a:

wna aparece en quanio al tiempo y oira en orden al entumecimiento...
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La explicacién ofrecidad , aunque en algnnos aspectos es confusa, es también notable
pues relaciona en forma general fendmenos meteoroldgicos de muy diversas escalas tempo-
rales y espaciales { interaccién considerada actualmenie como un mecanismo muy activo en
la produccién de lluvias } como el invierno del Hemisferio Norte, masas de aire frio ascci-
adas con vientos recios y lluvias més o menos fuertes y frecuentes. Lo deecrito parece estar
asociado a lo que modernamente se conoce como frente frio, fendmeno que afecta Costa
Rica generalmente en los meses nombreados y que como teorfa no fue descrita formalmente
sino hasta muchas décadas después por la Escuela noruega de Metecrologfa.

En relacién con este mismo fenémeno de las inundaciones, se ofrece una descripcién
detallada de: como conocer s¢ estd promimo @ ccwrrir ung sneadacidn. Sin duda alguna,
el Br. Osejo intent$ (tal ves por ves primera en Costa Rica ) proponer una metodologfa
simple para conocer y prevenir {as consecuencias de este fenémenc. En este sentido, ¢l Br.
(sejo se constituye muy probablemente en e primer pronosticados meteorolégico en Costa
Rica.

Zn la descripcién del Clima de Costa Rica hay varios aspectos que comentar. La
descripcion del campo de temperatura en Costa Rica da una idea bastante clara y correcta
de su variacién espacial . La variaci6n vertical atribuida a ia temperatura { annque no se
contaba con instrumental y métodos de observacién adecuada } no parece ser exagerada
¥ aunque no se conoce de la caida de nieve en regiones altas cercanas a Cartago, #e
ha verificado que }a temperatura en algunos punios desciende por debajo del punto de

congelacién, en especial en las noches y durante la propagacién de fenémenocs como los
frentee frios.

3 Otros Aspectos sobre la Cnzs de Enseflanza de Sento Tomés

La Casa de Enseniansa desde su fundaciSn hasta su transformacibn en la Universidad
de Santo Tomds sufrié varios cambios: entre ellos la reorganisaciin ejercida por el Obispo
nicaragiiense que puso a la Casa de Eetudios bajo la advoca. ou de S8anto Tomés de Aquino,
a parkir de 1815 se e conoce como CASA DE ENSENANZA DE SANTO TOMAS. El
fortalecimiento en este perfodo de la enseilanza clerical impedia el desarrollo de las ideas
liberales de la época.

Hacia el afio de 1822, la reforma realisada en los estatutos de esta casa de estudios
permite la consolidacién de las ideas liberales en ia educacién. Pauline Gonsiles sefiala:

se empezaba a romper con la estructurg confesional y 8¢ cbria una brecka
para la lascizacidn de la Casa®

Otro aspecto importante es que amparada a los cdnones de la llustracién, la Casa de
Ensefiansa de Santo Tomds esparcia su 4rea de influencia hacia otras sonas de la provincia.
Yos estudiantes estaban obligados a asistir a conferencias sobre diversos temas dos veces
al ano, adem4s se anexan algunoe cursos especiales.

Hacia el ano de 1824 y con un financiamientc mis estable, 1a institucién adquiere
el caricter pre- universitario. El establecimiento del titulo de Bachiller y la creacién de
cursos optativos: latfn, ingiés y francés amplian el panorama intelectual del alumnado.
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Desde su fundacién, la Casa de Ensefiansa de Santo Tomis lucho contra la estreches
econémica que la envolvia. Hacia 1836 tuvo la capacidad de organisar un curso de filosoffa
mis estable que los anteriores. Continuabin usandése los textos escritos por Osejo para
la aritmética y la geografia.

En 1839 se realisa la primera graduacién, el sefior Vicente Herrera presenta sus

eximenes para la obtencién del titulo de Bachiller en Filosoffa. Algunos de los temas
a discutir foeron:

HISTORIA UNIVERSAL
Sucesos mas notables acaecidos en la época de Moisés, & la la lei escrita
HISTORIA DE LA FILOSOFIA

Noticias generales sobre la secta megarica.
LOGICA

El origen de nuestros conocimientos, atencién, habito, v ventajas que resultan de su
nniéa
METAFISICA

Espondré las rasones principales que prueban la ecsitencia de un estado futuro i las
obligaciones del hombre para con Dics

FISICA

El leminico, 1a propagacién i densidad de la luz, la diafanidad, opacidad, colores de
los cuerpos,i anillos colorados de Newton

HISTORIA NATURAL

La primera clase de los animales vertebrados, caracteres que los distinguen de log
demas animales

GEOMETRIA

Diversas especies de lineas, éngulos i metodo de medirlos en general
ASTRONOMIA

El equilibrio del universo; el ntmero i nombres de los planetas primarios, el tiempo
de sus revoluciones, causa de los eclipses, i divicién del globo terrestre en climas | sonas.

El acto fue presidido por ¢l Catedritico Licenciado C. Nasario de Toledo, siendo rector
el Doctor C. Presbitero de los Santos Madrid.(10 a.m. del 4 de apero de 1839).

En sfntesis durante la colonia, el clero ejercié la mayor influencia en las diferentes
actividades literarias y artisticas.

La falta de imprenta no ofrecfa oportunidad para la publicacién de producciones int-
electuales.

En los albores de la independencia, la Instruccién Péblica estaba limitada a 1as escuelas
de Primeras Letras y a la Casa de Ensefiansa de Santo Tom4s.

La instruccién en la Casa de Ensefiansa de Santo Tomds continué funcionando con
cierta rreguiaridad debido a la estreches presupuestaria, los problemas de disciplina,la
escases de personal.
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Ya para el aio de 1843, desempeiando el Ministeric General, el Dr. José Marfa Castro
Madriz se erigi6 en Universidad la Casa de Ensefiansa de Santo Tomi4s, y el 1 de setiembre
de este mismo afo ge dictaron los Estatutos de la Universidad. (6) Gonsdles, Paulino. La

Universidad de Santo Tomds. Editorial de 1a Universidad de Costa Rica, San José, Costa
Rica, p4g. 37,1989,

4 La Universidad de Santo Tomds

Durante el perfodo 1844 - 1849, no hay indicacién de que se haya impartide formal-
mente curso alguno de Fisica. Segiin Paulino Gonsiles , s6lo se impartieron con regularidad
los estudios menores y los profesionales en Derecho.

A partir de 1849 y segiin el Ordenamiento Establecido por la Reforina a los Fetatu-
tos de 1849, tebricamente se organizaron entre otras, la Facultad de Ciencias v Ia de
Matemdticas y Fisica. De 1849 a 1874 {considerado un ssgundo perfodo en Ia vida de la
Universidad), el estudio de la Fisica no muestra mayor estabilidad annque, hay algunos
perfodos en los que florece de manera m s clara y faerte (1862-1874).

En lo que ge refiere a los Estudios Menores, el Rector de 1a Universidad, Don Nasaric
Toledo, en su discurso en 1853, propone que se reorienten los estudios y que se aumenten

las materias con un curso de Fisica Experimental. De acuerdo 2 Paulino Gonsiles, lo
anterior:

parece haber sido llevado a lo prdctica pues hemos encontrade documen-
tos de la cdledra departamental de esta especialidad de Heredsa, en ia
cual se indica que ahf a¢ enseriaba Fisica con ¢f kbro del Dr. Garvei.

En relacién con los estudios profesionales, en 1a carvera de Ingenierfa dirigida por el
Ing. Angel Miguel Veldsques, se ofrecieron a partir de 1865 cursos de Flsica dentro de
los planes de estudio. En la ensefiansa de la Geografia e Historia, en el segundo afic s
ofrecfan conocimientos rudimentarios de Astronomfa, aunque no hay detalles de coando
comensaron, gue temnas o libros de texio se usaban.

En referencia con Ciencias Bésicas y segdn Paulino Gonsdles, ai priucipio de égte
perfodo se dictaron rudimentos de Fisica Tedrica en 1a citedra de Filogoffa v, 3 partiv de
1852 se imparti6 con éxito un curso de Fisica Experimental. Un poco mis formabmnente, no
fué sino a partir de 1861 que se establece 1a ensefiansa de la Fisica. Hecho que condujo & que
en 1866, el Profesor de Quimica y Fisica, Don Luciano Platt se hiciers casge de la Citedra
Fspecial de Ciencias Fisicas, para lo cual se solicité6 2 Furopa, inssrumental comspieto de
laboratoric para impartir el curso. De acuerdo a las Memorias de 1885, Revisiz de low
Archivos Nacionales afo 17, 1958 | la separaciéu de las disciplinas de Filosoffa, Moral
y Fisica {ue establecida hasta 1862. No estd claro cusl de estas fechas es la corracia eu
cuanto a la apertura formal de los cursos de Fisica.

En el perfodo de decadencia de Ia Universidad { 1875 - 1888}, ¢l estudio de la ¥igica
parece haber estado restringido a los cursos ofrecidos en Ingenierfa y ou Medicins {Flaica
Médica ) y no se posee mayor informacién sobre los temas o libros de lexio vuados,
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Ademis de Don Luciano Platt, se conoce que Don Benito Serrano fué Profescr de
Fisica (Paulino Gonssles) durante el perfodc 1874 - 1875. Anteriormente y con motivo
de la reorganisacién de la Universidad en 1850, se habfan designado para ia Faculiad de
Ciencias, Matem#4ticas y Fisicas, a los sefiores Licenciados Felipe Molina, Adriano Rojas y
Baltasar Salasar y a los Bachilleres Pfo Alvarado, Juan Rafael Mata y Napoledn Eecalante.

No hay detalle cual de estos profesores impartié (si en realidad se hizo en ese momento)
algin curso de Fisica.

5 Otrag Casae de Estudios

ESCUELAS PRIVADAS: '

Durante los dos primeros tercios del siglo XIX surgieron las llamadas ESCUELAS
PRIVADAS. Nacieron como una alternativa al deterioro que sufrfa la ensefianga oficial.

Fueron muchas las personas que 2sistieron a estas escuelas privadas, sobre todo mmn-
jeres, ya que la ensefianza oficial estaba destinada a loe varones.

De la documentacién estudiada sobre estas casas de estudio se desprende que dentro
de sus programas aparecen incorporados temas de Fisica, Astronomfa, matemadtica, ge-
ograffa. Aspecto que nos permite inferir que durante la permanecia de estas instituciones
se mantuvo latente un conocimiento cientffico un tanto rudimentaric.

COLEGIOS PRIMARIO-SECUNDARIOS:

Los colegioe primario-secundarios creados en San José sientan las bases de la segunda
ensefianza en nuestro pais.

Y al igual que centros de estudios inclufan dentro de sus lecciones materias de: ffsica,
astronomfa, geogaffa, aritmética, quimica.

COLEGIOS, LICEOS E INSTITUTOS DE SEGUNDA ENSENANZA:

La ensenansa secundaria formé parte de los estudios universitarioe de la Casa de
Ensefiansa y de Ia Universidad de Santo Toma4s.

Loe planteles creados bajo esta modalidad entre ellos: el Colegio San Luis Gonzaga
de Cartago, el Instituto de Alajuela, el Instituto Universitario de San José también im-
partfan dentro de sus programas de estudio conocimientos bésicos de fisica, astronomfa,
matemaitica, quimica, geograffa.

En sfntesis hasta mediados del siglo pasado, la ensefiansa de ciertas nociones fisica
y de otras ciencias se efectuaba en forma tedrica dado que el énfasis del aprendisaje se
orientaba a la lectura, escritura, saber contar y resar. Doun Luis Felipe. Gonzdles Flores,
menciona que estas escuelas no hacfan uso de ningin material cientifico ni requerfan de
laboratorios, colecciones de minerales, oi de museos escolares. No fue sino hasta el ano
de 1856 en que surgen nuevas necesidades educacionales a ralz de la intensificacién del
comercio internacional estimulado por la produccién cafetalera, y se empiesa a hacer uso
de mapas, esferas celestes, elc.

3 Conclugiones

Al establecerse por primera ves en Costa Rica una casa de ense nanza de estudios
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superiores y la contratacién del nicaragiiense Br. Rafael Francisco Osejo, ee logra la intro-
duccién formal de las primeras nociones de Fisica en el pais. Un aporte importante del Br.
Osejo en el campo cientifico son sus comentarios sobre el Clima y otros aspectos geofizicos
de Costa Rica. Se constituye con sus aportes en el primer pronceticador meteorolégico de
nuestro pals.

Gracias al impulso que imparte €l Br. Osejo en el campo ciensffico, hace que este
espirite innovador se mantenga latente en la Ciencia hasta la institucionalizacién de la
Universidad de Santo Tomés, sentando asf las bases para un desarrollo posterior rmds
sistematico de la Fisica.

En relacién con la Universidad de Santo Tomés, hay dos puntos importantes que
resaltar. El primero es 1a separacién formal de la Fisica como Ciencia, de la Filosoffa. La
segunda es la coniratacién de un profesor con formacién fisica, don Luciano Platt, para
que se haga cargo de los cursos de Fisica y de Quimica en la Universidad.

La ensedanza de 1a Fisica se mantuvo también viva en las Escuelas Privadas, Colegios
e Institutos como parte fundamental de la formacién de los educandos, obligande a la

contratacién de personal docente europeo, incidiendo en la consolidacién de la Fisica en
Costa Rica.

Anexo 1: Biografia del Bachiller Rafael Francisco Osejo

Rafael Francisco Osejo nacién Nicaragua aproximidamente en 1790. Juega un papel
muy importante en log acontecimientos politicos, educativos de la historia de Cosia Rica
hacia los ahos de 1814 en adelante y después de la independencia.

Realisé su estudios en el Seminario Conciliar de Leén y obtuvo el tftulo de Bachitller
en Artes y tenfa estudios avanzados en Derecho Civil y Carénico. Conocié profundamente
las doctrinas de Locke, Montesquieu, Rousseau que influyeron en su pensamienfo.

En el afio de 1814 fue contraiado para hacerse cargo de la cdtedra de Filosofla y
Rectorfa de la Casa de Sanio Tomds, recien fundada en San José. También impariié
lecciones en Cartago. Sus midltiples actividades politicas no opacaron su tarea de educador,
crefa firmemente en que la educacién era el principal medio para que un pueblo pudiera
lograr su felicidad.

Osejo, mestiso de caricter recio, difundié sus conocimientos como Rector y profesor
en diferentes disciplinas: Derecho, Matematica, Fisica, Filosoffa.

Su vasta cultura humanistica le permitieron desempeiiar muchos cargos de grau rel-
evancia : Magistrado, escritor, profesor. Sus incursiones en diversos campos crearon sen-
timientos de rivalidad en otros ciudadanos. -

Fundé en la cindad de Cartago una Tertulia Patritica que tenfa pcr objeto instruir
al pueblo en 3us deberes y derechos.

Desarrollé habilidad como gran orador fue promotor de las ideas republicanas.

En 1824 viaja a Nicaragua y pocos dias después regresa a Costa Rica. Ea 1831
emprende viaje hacia Londres, Inglaterra permaneciendo en esta ciudad por un ano y

medio. Aproveché su estadia para relacionarse con altos personeros del gobiernc. Visitd
la sala de lectura del Museo Britanico.
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En 1834 abandona nuestro pais después de vivir aquf por més de 20 afios. Viaj6 por
varioe paises de Centroamérica donde en algunos de ellos desempeild puestos importantes.

En 1843 con motivo de la apertura de la Universidad de Santo Tom4s se le hace una
oferta como educador, trémite que no fructificé. Murié airededor de 1848.

Su legado escrito es extenso y se halla muy disperso, algunos documentos fueron
publicados en su época, pero olros aparecen inéditos. Entre estos dltimos se hallan: El
/Proyecto de las Pavas, Nulidad de los derechoe de Méjico sobre Costa Rica, El Zapatero
" Santiago.

Después de la introduccién de la imprenta en Costa Rica (1830). Osejo es prictica-
mente la primera persona que difunde sus ideas a través de informes, libros de texto, notas
etc. Eacribe las Breves Lecciones de Arismetica, con una edicién de 300 ejemplares {valor
$ 7 pesos). De este documento existe una copia original en el Banco Central de Costa
Rica.

En cuanto al libro Lecciones de Geografia, es una adicién a la reimpresién de la obra
de R. Ackermann. Actualmente exisien dos copias originales, una en la Biblioteca Nacional
y oira copia en la Biblioteca del Banco Central.

También presenta varios informes, notas, uno de estos dltimos de gran interés econd-
mico fue el Informe Sobre el Valle de Matina.

Osejo poeefa una extensa Biblioteca con obras de cldsicos como Séneca, Ovidio, Ho-
racio, tftulos de libros de Quimica, Fisica, Matemitica, Filosoffa, Historia, etc.

Anexo 2: Infinvencia de Otros Cientificos

Aunque su influencia no tuvo nada que ver con la ensefiansa propiamente dicha de
Jas Ciencias o la Fisica, en particular, si resulta interesante el notar los mombres de los
paturalistas Alexander von Franisius y de Carl Hoffman. Ambos nativos de Alemania y
quienes llegaron a Costa Rica en enero de 1854. Venian abalados con una recomendacién
del gran naturalista Alexander vonHumboldt. En su carta da recomendacién dirigida a
don Juan Rafael Mora dice:

* Vuestra Excelencia se designard permitir que un viejo, cuyos trabajos cientfficos han
tenido desde hace mucho tiempo por objeto los paises del Nuevo Continente de Vuestra
Excelencia, solicite proteccién para log viajeros naturalistas Doctores Frantsius y Hoffmann
que viajan para conocer mejor esos bellfsimos paises. Estos sefiores son dos cientiffcos muy
distingnidos y adem4s hombres muy morales, hijos de familias respetablea de nuestro pals

De ambos podemos decir que, llevaron a cabo una labor més profesional que docente-
cient{fica; pero si mantuvieron vivas esas ansias de cultivar una Ciencia Natural con carac-
teristicas propias, por la stilisacién de instrumentos cientfficos y la sistematica recopilacién
de flora y fauna de Costa Rica.

De von Frantzius cuenta don Luis Felipe Gonasdles lo signiente :
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Ejercia su profesidn ( médico ) en Alajuela, de !

, después de haberse imcor-
pomda_ en 1854. En gquelle ciudad hizo observaciones meteorologicas y
se dedicé a recoger cjcmplc_m;s de pdjaros y maméferos,...

El Dr. Hoffman, en su libro Viajes por Costa Rica, narra lo siguiente:

El Irazi, también llamado volcdn de Cart ! ? ;

, ta - ago, ha sido trigonoméirica-
mente Mdo por Galindo y halldndose que fsn altura es ezactamente
12000 pies espafioles. Una medida barométrica que yo sepa, no sido
hecha. El ezcelente barémeiro anerosde de mi venerado amsgo George

Greines, que fue llevado por el Dr. von Franfzins para sus observactones

generales, me faliaban igualmente por desgracia i ;: 1
dctermiu;:r la situacion. ” Freci por {0 que ers imposibie

El Dr E'Ioﬁ'mau.n fue el autor de varios estudios sobre los volcanes
de Cosla Ru:a ¥ C’%ruyano del ejército exzpedicionario costarricense en
1856 en chcu de Nicaragua. No tenemos noticias de gue haya efectyado
e ; aunguc sadomos gue oi tonda ln formenidn sionifion yure

Otroa Profesores qne contribuyeren al Desarrolla de Ila
Fisica en Coata Rica

Haremos una lista, que no preiende ser completa, pero que nos da
una idea de la influencia ¢ue pudieron haber iemido tanio profesores
como profesionales contratados por el Gobierno de Cesta Rica, durante
el siglo pesado y principios de éste, en el cultivo de la (Nencia Fiasca®.

- El 22 de abril de 1840 llegd en compania de los parlidarios de
Morazdn, el guatemalteco don Felipe Molina. Se le acredila s ac-
tuacidn de profesor de inglés y miembro de (o Faculiad de (Nencias
Matemdticas y Fesicas de la Universidad de Santoc Tomds.

- Bn febrero de 1862 llegé a Costa Rica el seior Federico Masson.
En nsestro paés se dedico a hacer observaciones meleoroldgicas.

- Bl 4§ de setiembre de 1874 fue coniratado el Dr. Helmuih Po-
lakowsky para servir clases de Quimica, Fisica, Bétanica, Minera-
logia y Zoologia del Instituto Naclonal.

- En agosto de 1894 llegé a Cosia Rica, el qgutmico Carlos Beutel.
El senor Beutel figurd como czaminador de Ciencias Fiatcas en &l
Liceo de Costa Rica. Durante los anos enire 1897-1809 desempend
en la Escuela de Farmacia las cditdras de Fisica y Quimica.

- En 1901 el Dr. Ermnesto Heinrici abrié en San José clases de
Matemdticas y Geodesia. Fue alemno de Helimholts.
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- Don José Manuel LLeras, colombianc fue profesor de Lteratura,
Jlosofia y Matemdticas. Dic clases en 1873.

= Padre Pdramo llegé de Bogots el 30 de julto de 1876. En Castago
dejé graliszimos recuerdos como profesor de Csencias Fisicas , Qus-
mica, Malemdlicas, piniure y dibujo. Se dedicé también a fabricar
_ aparatos pars el gabinete de Fésica del Colegio San Luss Gonzaga.
Y« José Fidel Tristdn. profesor de Ciencias Fisicas y Nalurales. El
: gobierno de Costa Rica acepts el ofrecimiento del de Chsle y por
 disposicidn del 6 de marzo de 1897 se adjudicaron 6 becas a jovenes
costarricenses, enlre ellos estaba don José Fidel Tristdn. Se gradud
del Inststuto Pedogégice de Santiago. Ensend en el Liceo de Costa
Rica.
- En 1001 otro grupo de estudianies costarricense se fue o estudiar
al Instituio Pedagégico de Santiago, entre ellos estaban :

- Micolds Montero guten estudié Matemdiscas.

- Brmel Jiménez y Alberio Rudin hicieron su especialidad en Cien-
cias Fisicas y Naturales.

- Enriqgue Villavicencio, originario de Mdlaga. Fundd en 1878 &l
Colegio Costarricense. Ej slustre doctor Ferraz linma a Villavicencio
el * matemdiico, al que considera muy capaz en a2u ramo .

~ José& Torres Bonet originario de Cataluna, vivid en Casta Rica
en 1380, En la revisia * El Instituto Nacional * se encueniran sus
programas de Matlemdiicas.

- Manuel Mondorio, natural de Pamplona. Se gradud en Ciencias en
la Facuitad de esq ciudad. Se doctord en Ciencias Fisico- Quimicas
en Madrid. A fines de 1891 formuld el plon de estudios parn el
Lsceo de Costa Rica bajo el sistema de ensenanza bifurcada.

~ Gustavo Luts Michaud, suizo. Fue profesor de Ciencias Fisicas y
de Educacion Fisica en la Escuels Normal de Costa Rica desde 1915

a 1918. Ah{ instald el gabinete experimental de Ciencias Fisicas y
una estacidn snaldmbrica.

- Ing. Arther Powell Davis publicéd wn snteresanis estudso sobre:
® General Phisical characteristics of Central American temperatur

and rainfall dala from Coeta Rica. Ingerniero consultor del Canal
de Prand.

- Mr. J.J.Peatfield, bachiller de la Universidad de Cambridge. Di6
clases de Maiemdlica ¢ ldiomas en la Capital a mediados del siglo
XIX.

- El célebre descubridar ingiés Jorge Vancouver estuvo en la Isla del
Coeo en 1795. All permanecio 5 dias con sw fiotilla en la Bahia
de Chatham, baxtizade asf de uno de suz bugues. Mandd hacer ¢!
primer levanfamsento de las costa de la isla.
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= Ricardo Trevethick, ingeniero ingléa, liegd a
Costa Rica en 1822. Se dedicéd a la minerfa.

- John Galinde, irlandes. En 1836 escribié: ®* On Central America ( containing a
general description of the country and an account of Costa Rica ). Aparentementie
midié la altura del Irasi por medios trigonométricos.

- Ing. Edward Belcher. Estuvo en la Isla del Coco, de 12 cual levanté un plano de 1a
costa, e biso la primera medida de la declinacién magnética.

- Rodolio Bertoglio llegd a Costa Rica en 1875, Natural de Mildn. Obtuvo ¢l diploma
de Bachiller en Ciencias Fisicas y Matem4ticas de la Universidad de Pisa. Fue profe-
sor del Instituto Nacional. Director y fundador de la effimera Escuela de Ingenierfa.
Dejé importantes estudios inéditoe sobre las propiedades de ios niimercs, sobre los
logartimos, sobre varioe asuntos de geometrfa, y su notable * Esplral de Bertoglic”.
Don Mauro Fernindes en uno de sus escritos se expresa asi: * El representante
asiduo v propagador en nuestro pafs de los métodos modernos de la ensefiansa de
1z Matematicas de 1876 a 1886 ha szido el ingeniero don Rodolfo Bertoglio®.

- Enrique Pittier llegé a Costa Rica €] 27 de noviembre de 1887 a Costa Rica. En
1888 fue nombrado director del Instituto Fisico y Geogrifico, desde cuyo centro hiso
una meritoria labor en nuestro pafs relacionada con el desenvolvimiento cientffico.
Reqniere por si solo de un an4lisis exhaustivo por la importancia y repercucién que
ha tenido en el desarrollo posterior de ia Meteorologia.

- Gustavo Michaud nacié en Ginebra. Fue Bachiller en Ciencias Fisicas y Naturales
en 1884. Epn 1889 sustituyé a don Mauro Fernindes como ministro de Inatruccidn

Piblica en tiempos de don Ricardo Jiménes. Se dedicé a la ensefiansa de las Ciencias
en ¢] Liceo de CostaRica.

- Juan Rdfn llegé de Suisa el 27 de noviembre de 1889. Estudié Matem4tica, Fisica,
Geologia y Astronomia. Dirigié el Colegio San Luis Gonzaga. Fue profesor de Peda-
gogla, Pr’actica Escolar, Fisica y Cosmografla en el Colegio de Sefioritas {1895 - 1904

Ks autor de los ensayos:
Fl dibujo Cartogrifico en la Eecuela
La Luna
El Cometa Halley
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EVOLUCION DE LOS PROGRAMAS DE MATEMATICAS FARA LA

ENSERAMZA MEDIA EN COSTA RICA

Hugo Barrantes Campos
Angel Ruiz Zadiga
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RESUMEN

En este trabajo se hace un bosgquejo sobre la svolucion
histdrica de ios programas de matematica pars ia
ensenanza media costarricense del siglc XX. Se prapoaaen
dos periodos separados por los programas anteriores a
la reforma educativa de 1964 v los posteriores a elia.
El analisis sirve para mostrar la impartancia de 1a
reforma programatica de 1964, v come esta obedecid a un
camtio gradual con baze en los requerimientos locales.

Unoc de ins aspectos mas importantes del procesag sdurativo de una
sociedad es mantener unas actualiracidn constante sus pragramas de
estudio. adagtandolios en cada epota a las nececidades
desarrollc del momento, tanto de cada disciplina en particular,
como en s relacion con los  restantes campos del conocimiento.
Fzra estago, s& hace entonces necesario una revision continua de
dichos programas, con el objeto de determinar que contenidos se
hacen obsoletos, cuiles es necesario mantener Yy cuales se deben
agregar. Sin embargo, esta revisién debe hacerse con espirito
critico, teniendo en mente la realidad del pais y 1o adoptando =
ciegas corrientes novedosas que provienen de otras latitudes vy
responden a ctras realidades.

Algunas veces esas corrientes contienen ideas fundamentales para
el desarrollo de 1la disciplina correspondiente y deben ser
tenidas en cuenta a la hora de eslaborar los programas pero  deben
adaptarse y se debe conocer 21 momento oportuno para ser puesstas
en marcha.

to antericor vale para cualgquiera de las asignaturas gue se
pretenda ensefiar y a cualguier nivel sducativo. en particular se
aplica a las matematicas en la ensefanza wedia.

El ente encargado de planificar y administrar la ensefnanra media”
en Costa Rica., el Ministerioc de Eduracion Fublica, elabora cada
cierto tiempuo nuevos programas de estudio de las materias que se
imparien en secundaria. Mo conocemos a cabalidad el procedimiento
wtilirado para seleccionar los temas y las técnicas v metodos de
ensSeEnana, sino dnicamentse lo gue gueda plasmado e2x el capel. que
es a final de cuenta 1o que leos encargadcs de ensadar Conocen ¥
es lo gue lo= guia para impartir sus lecciones. For este motLvyo
consideramns que las programas  deben =zer 1o mas explicitos
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posible.

Sobre este punto, revisando diferentes programas de matematicas
que se han publicado a travées del presente siglo, notamos que hay

bastante variacion, pues en algunos de ellos se dan algunas
sugerencias metodoldgicas, se exponen suficientemente las 1deas
que los sustentan, ete., pero en ctros e1 programa se reduce a

datr una lista de contenidos que en muchos casos no da una idea de
la profundidad de tratamiento de los temas o de su verdadera
orientacidn.

Sin embargo, ateniéndonos a los contenidos pregramaticos  podemos
separar los programas de matemiticas del presente siglo en dos
etapas:z

1. De comienzos de siglo hasta antes de 19564,
2. De 1964 hasta el presente.

Por qué 194647, En este afo se comienza a poner en  practica un
programa de matemiticas aprobado en diciembre de 1963 qgue
contiene por primera ver en los programas de matematicas de
segunda ensefanza de nuestro pais,. elementos de matematica
moderna, producto de la influencia de 1a corriente que en ecse
sentido se habia venido dando en Europa y Estados Unidos™. Asi
pues, los programas de matematica anteriores a 1264 son de corte
"clasico" v los posteriores a esa fecha son de corte
“modernista’. Veremos en qué radica esa diferencia vy cuales
podrian ser las ventajas y desventajas de uno .y otro.

PROGRAMAS DE MATEMATICAS ANTERIORES A 19464.

El primer programa del presente siglo que tenemos a mano data de
1904, Contiene wuna pequefa introduccisdn en la que trata de
justificar el porguée la ensefianza de las matematicas en los
lireos v su idea fundamental es que: "Mas gque el fin utilitario,
imparta el fin formal en la ensefianza de =ste ramoc en los liceos:
adguirir potencia vy destreza intelectuales”"® . En cuanto a sus
contenidos programaticos, el programa establece los sigquientes:
Para primer anro

1. Arimética: operaciones con numeros enteros, oOperaciones con
fracciones, regla de tres simple, tantc por ciento y algunos
elementos de teoria de numeros. 2. Algunos elementos de geometria
plarna, como rectas y poligonos.

Fara mas detalle ver Harrantes, H. v FRuiz, m.. La reforms
de la ensefianza de la matemdtica e Costa Rica. Memorias ode 1
Tercera Reunidn Centoramericana v del Uaribe de tormacitr  de
profesores e investigadores en matematica educatica, Dan Jose,

1989

Frograma de matematicas de 1924,
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Para segunde afo:

1. Aritmética: Repaso vy profundiracion de la materia de primer

aro . 2. Algebra: FPolinomios, Fracciones. 3. Flanimetriaz
Foligono=s, circulos.

Fara tercer afc:

i. Aritméticar Regla de tres compuesta, aplicaciones al comercio.
2. Algebra: Froporciones, potencias, raices, ecuaciones de primer

grado con una incagnita. 3. Planimetria.

Para cuarto affo:

i. Algebra: Logaritmos, sistemas de ecuaciones, ecuaciones de
segundo grado. 2. Planimetria. 3. Trigonometria.

Buinto afo: 1. Algebra. 2. Esterecmetria.

Sexto AfRo: Geometria.

Comao se puede notar, los temas de estudio durante los seis afos
son estrictamente ce las matematicas de tipo "clasice"y a saber,
aritmética, &lgebra, geometria, vistas como campos separados. De
hecho, en el mismo programa se establece cierto namero de haras
semarales a cada unoc de los temas, por ejiemplo, para tercer afo

dice, Aritmética (1 hora semanal), Algebra (1 hora semanal),
Planimetria (2 horas semanales}.

En 1921 se da otro programa, con los siguientes contenidos.
Para primer afo: Aritméetica, Algebra, FPlanimetria.

Para Segundo Afo: Aritmética, Algebra, Planimetria {(Profundiza-—
cion de los mismos temas dados en primer afio)

Tercer Afic: Algebra, Planimetria. Estereometria y Trigonometria.
Cuarto AfRo: Algebra. Trigonometria esférica.
uinto ARo: Algebra, Geometria Analitica.

En este programa hay cambios menores con respecto al de 15904, gue
se pueden ver en el detalle de los contenidos. Por eiemplo, se
introduce el Algebra en primer afoc,., mientras gque el otro 1o hacia
en el segundo afo. Sin embargo, vistos en forma globatl, los
programas son practicamente idénticros, solo hay una novedad en el
de 1921, que es la introduccién en el quinto afc de algunos
elementos de geometria analitica (lo que se sale un poco de 1o
puramente "clasico"). Este programa ¢ no presenta ningun  tipe de
explicaciones adicionales a los contenidos.

El programa de 192% es mas minuciosc que el de 1921 en cuanto a
los subtemas a desarrollar, peroc es también idé&entico a los
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anteriores.

Primer afo: Aritmética, Algebra, Geometria
Segundo Afio: Aritmética, Algebra, Geometria

Tercer afio: filgebra y Geometria
Cuarto Afo: Algebra, Geometria y Tiogonometria
luinto ARo: Algebra, Geometria del espacio, Trigonometria.

En este programa desaparece el tema de geometria analitica
propuesto en el de 1921. Otra vez, aparte de cambic=s menores, que
en general mas bien se refieren a la posicidn de 1os subtemas,
este programa es £} mismo que el de 1904,

El programa de matemiaticas de 1939 trae una introduccion en la
que se establecen algunas pautas a seguir por parte del profesor
al ensefar la materia, da algunas ideas sobre lo que debe ser la
ensenanza de la matemidticas v con respecto a esa idea se nota un
cambioco en relacidn con el programa de 1704, En este nuevo

programa se establece la necesidad de que el profesor demuestre
los teocremas en clase, pero:

"conocido el teorema, demostrada la verdad que encierra, inducida
la +Fférmula aplicable no ha de exigir al alumno que recuerde esa
demostracion o esa investigacion, pues asi no se forman espiritus
matematicos: se general inconsistentes repetidores de verdades y
procesos enunciados y seguidos por otros investigadores"™

Establece también como punto medular en la ensefanza de las
matematicas que los problemas deben ser el ndcleo de la ensefanza
a travées de 1los cinco afios y la necesidad de gue estos respondan
a8 situacipnes reales. Este aspecto nos parece cumamente
importante puesto que permite gue el estudiante asimile mejor los
conceptos vy encuentre una motivacidn para el aprendizaje de las

matematicas. En cuante a sus contenidos programaticos se es-
tablece:

Primer afo: Aritmética, Algebra, Geometria
Segundo Afio: Aritmética, Geometria

Tercer AfRo: Algebra, Seometria

Cuarto ARo: Algebra, Geometria y Trigonometria
Guinto ARo: Algebra, Geometria y Trigonometria.

-
Otra vezr exactamente los mismos temas que er los anteriores.

¥ Programa de matematicas de 1939.
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El programa de matematicas de 1951 es muy minucioso en cuanto a
las indicaciones gque hace sobre la forma =n que debe ensefiarse la
materia. Trae una introduccidn bastante larga en la expone los
propositos de la materia y las ideas centrales gue debe seguir el
profesor a la hora de ensefarla. Nuevamente aqui se le da gran

enfasis a los problemas relacionados con situaciones reales, al-
respecto dice:

"Los problemas de esta materia deben buscarse en la vida del
comercio, la industria, la agricultura, en las funciones de

comunicaciones aérea, maritima y terrestre, en la edificacidn,
etc."®

Los contenidos program,aticos son los siguientes.

Frimer Afin: Aritmética

Segundo Afa: Ailgebra y Geometria plana

Tercer AfRo: Algebra y Geometria Flana

Cuarto Afo: Algebra y Gecmetria Plana

Quinto Afo: Trigenometria plana vy Geometria del Espacioco.

Este es 21 dlitime programa gue tenemos hasta 1a reforma de 1944,
en 81 se ve otra vez los mismos contenidos de los anteriores con
leves variantes.

En realidad podemos decir gue los programas de matematicas
practicamente no evolucionaron desde 1904 hasta 1764, en todos se
ocbservan los mismos contenidos, siempre enmarcados dentro de las
matematicas de corte clasico: Aritmetica, Algebra, BGeometria,
Trigonometria. En los dos altimos, sin embargo, se observa un
deseg de dejar en clarc cuales son los lineamientos generales que
deben seguirse en la ensefnanza de la materia, cosa que
consideramos comc un avance.

PROGRAMAS DE MATEMATICAS A PARTIR DE 1964

Como lo dijimos anteriormente, el programa que marca un cambio
sustancial en cuanto a los contenidos v su enfoque e3 el de
19264.% Este programa trae una extensa introduccidn justificatoria
v varias recomendaciones de come afrontar la ensefianza de los

* Frograma de matemi&ticas de 1951

" Le llamamo=s de 1944 porgue fue cuwando se introdujo ia
reforma, en realidad el programa completo para los cinco afios de
secundaria, se introduio gradualmente, iniciandose en 1798684 para
primer afin, en 1465 pare seaqundr =Ro, etc.
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temas. No entraremos agui en detalle en 10 que se refiere a su
parte introductoria®, sino gue haremos un breve andlisis de las
contenidos programaticos, que son los que siguen.

Primer afo: Las matemiaticas comoc lenguaje y comc métedo de
pensamiento, Conjuntos, Numeros Naturales, Geometria de Posicidn,
Mameros Racionales, Razones y Mediciones, Paralelisme.

Segundo  ado: Conjuntos, Nameros Enteros, Aritmética modular,
Numeros Racionales, Angulos, Triangulos y cuadrildteros, Algebra,
La circunferencia.

Tercer Afio: Nociones elementales de ldégica v conjuntos, Geome-
tria, Nameros reales, fAlgebra, Estadistica y Probabilidad.

Cuarto ARo: Peolinomiosm, Ecuaciones, Inecuaciones, Funciones,
Progresiones, Trigonometria, Geometria, Logaritmos.

Guinto Afao: Estructuras algebraicas, Mameros complejos,
Trigonometria.

Comp wvemons, este programa si difiere sustancialmente de los
anteriores. Aparece una buena cantidad de temas por primera vez,
tales c¢omb: conjuntos, légica, funciones,; estadistica, probabili-
dades, progresiones vy estructuras algebraicas. Por otra parte,
observando el detalle de los temas se nota un enfasis en ver los
temas tradicionales vestidos con este nuevo ropaje del algebra
abstracta v de la teoria de conjuntos, comoc medio unificador de
ias diferentes ramas de la matematica, todo claramente dentro del
marco de la matematica mrderna.

El programa de 1972 trae una breve presentacién en la que se
exponen algunas ideas para tener en cuenta lo que debe ser 1la
ensefianza de la matematica. Su idea fundamental es que la
nratemadtica debe lograr gque el alumno "aprenda a aprender”, o sea,
dahe estar dirigida preferiblemente a su aspecto faormativo. Dice
que “tiene como finalidad basica ayudar al alumno a pensar en
forma ldogica y crativa, ademds, presenta un curriculum matematico
con conjuntos, nimeros, relaciones, operaciones y simbolas que le
permiten expresar de mejor manera sus ideas matematicas"’. Mas
adelante expone algunas ideas andlpgas a las del programa de
1964. A continuacidn presentamos en resumen de los contenidos
programaticos.

Primer afio: Idea de lo gque es matematica, bosqueijo histdrico,
Nociones de Conjuntos, Nimeros Naturales, Numeros cardinales,
Propiedades de los nameros, numeros racionales, razones vy medi-

“ Yea Barrantes, H. y Ruiz, A&. Andlisis Frograma de Matema-

ticas afo 1944,

7 Programa de matematicas de 1972
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ciones, Nameros Enteros.

Segundo Afo: Nameros Racionales, Algebra, Elementos de Geometria.
Tercer Afc: Numeros reales, Elementos de Geometria, Algebra.

Cuarto AR0O vy QBuinto afo: Funciones, Polinomios, ¥Fracciones,
Inecuaciones, Logaritmos,

En esta época habia materias que el estudiante elegia al llegar a
cuarto afin, entre ellas estaba matematica, y aungque todos los
alumnos debian recibir tres lecciones de matemdtica, algunos
recibian mAs si escogian matemdtica como electiv. En general, los
profesores hacian sus propios programas de matematica optativa
basados en Estructuras algebraicas, Matrices, Estadistica vy
Frobabilidades y Elementos de Calcule Infinitesimal.

Este programa sigue las caracteristicas generales del de 1964; es
decir, es un programa de matemiatica de corte modernista. Sin
embargo se puede notar que hay un menor énfasis en cuanto a
conjuntos, el otro programa tenia conjuntos en los tres primeros
anos, este lo tiene sclo en el primerc. Sin embargo, esto no es
una consesiédn, lc qQue sucede es que a estas alturas la ensefanza
de la teoria de conjuntos habia lliegado hasta a las escuelas
primarias, asi se indica en la presentacién de este pragrama y de

este modo justifica la poca presencia de los conjuntos entre los
contenidos. Al respecto dice

"En los dos primeros ciclos ila escuela primariac el Programa se
ha extendido m&s alli de la Aritmética: obsérvense, por ejemplo
los contenido=s sobre Conjuntos vy Geometria y el empleo de farmas
proposicicnales desde el inicio de la escuela. TJodo da una idea
de la amplitud y enriquecimiento que ha tenido