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PREFACIO

El Calculo Diferencial e Integral es uno de los principales cam-
pos de las matematicas modernas. Sus usos y aplicaciones no solo
conciernen a las matematicas mismas sino a casi todos los campos
de la ciencia moderna.

Durante muchos anos, el aprendizaje y ensenanza del Célculo
se ha realizado internacionalmente de una manera que enfatiza los
aspectos operatorios, calculatorios y algebraicos, y no tanto los
aspectos conceptuales. Esto ha conducido, muchas veces, a que
no se entienda bien la naturaleza de los conceptos y métodos que
se plantean en el Calculo, y a que los cursos de Calculo se vean
como una coleccion de recetas y formulas matematicas que pueden
ser substituidas por simples libros de tablas, por calculadoras y
computadoras modernas. La realidad es que los textos y cursos
de Calculo no poseen utilidad si no se trasmite en ellos las ideas
medulares, los métodos esenciales y su utilizacién en otras partes
de las matematicas como de otras ciencias y tecnologias.

Afortunadamente, en los ultimos anos, se ha empezado a de-
sarrollar en algunos de los paises mas adelantados del mundo una
tendencia hacia la comprension del Célculo de una nueva manera,
con énfasis en los conceptos y su utilizacién en contextos apro-
piados. En esa direcciéon ha contribuido mucho la generacién de
nuevas tecnologias como las calculadoras graficadoras y las com-
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putadoras personales. Nuestro libro Elementos de Calculo Dife-
rencial. Historia y Ejercicios Resueltos se inscribe, precisamente,
en las lineas de desarrollo de las mejores tendencias actuales en
torno al aprendizaje y ensenanza del Calculo. No se trata sin
embargo de una traduccion de otras experiencias, sino de una e-
laboracion propia. Es decir: corresponde a una rica experiencia de
trabajo y una sistematica elaboracion de propuestas metodologi-
cas en la Educacion Matematica que hemos realizado los autores
de este libro durante muchos anos.

Aunque esta dividido en dos partes, en cada una de ellas se
busca apoyar la comprension de los conceptos y métodos funda-
mentales del Calculo Diferencial.

La Primera Parte: Historia del Cdlculo, constituye una riguro-
sa introduccion histoérica a los principales temas del Célculo Difer-
encial e Integral. Se busca siempre introducir los temas dentro del
marco mas amplio de la historia de la cultura y el pensamiento.
Las explicaciones son sencillas y precisas y buscan proporcionar
los contextos histéricos de los resultados y sus autores. En al-
gunos casos se detallan algunos razonamientos matematicos para
obtener una mejor comprensién del significado de los mismos.

Esta parte se acompana con secciones de ejercicios, que permi-
tan realizar autoevaluaciones del estudio de los temas o promover
la reflexién y la discusién sobe asuntos especialmente relevantes.
En general, los ejercicios se dirigen a las ideas centrales que se
plantean en cada capitulo.

Para favorecer el uso didéactico de este libro por parte de do-
centes y estudiantes no se incorporan notas de pie de pagina,
pero si se incluye una amplia bibliografia general que ha servido
para fundamentar los hechos y las apreciaciones que contiene este

libro.
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El uso de la historia de las matematicas es uno de los mejores
recursos para motivar su comprension, aprendizaje y ensenanza.
Sin ser lo Uinico, ésta permite desarrollar una perspectiva humana
y social de las matematicas y las ciencias; perspectiva esencial
para hacer de las matematicas una realidad tangible, 1til y capaz
de despertar sensaciones de belleza y satisfaccion intelectuales.

La Sequnda Parte: Ejercicios Resueltos, busca estudiar los con-
ceptos y temas del Célculo de una manera mas precisa y técnica.
Esta parte es un complemento de la Primera Parte, y constituye
un apoyo especial a los temas desarrollados en nuestro libro de
texto Elementos de Cdlculo Diferencial (en sus dos volumenes),
que publica la Editorial de la Universidad de Costa Rica.

Ambas partes son, sin embargo, independientes. Pueden ser
utilizadas de acuerdo al interés y al deseo de los lectores. Ademas,
este libro no solo sirve para quienes utilizan Elementos de Cdlculo
Diferencial, también es 1til para aquellas personas que usen otros
textos de Célculo.

Con la introduccion de gran cantidad de materiales, informa-
cion, referencias y descripcion de técnicas hacia una mejor apre-
ciacion y utilizaciéon del Céalculo, este libro constituye un extraor-
dinario apoyo para los estudiantes y docentes, tanto en la edu-
cacion secundaria como la universitaria.

Por ultimo, los autores deseamos expresar nuestro agradeci-
miento a la Editorial de la Universidad de Costa Rica por su
apoyo en la publicacion de esta obra.

Angel Ruiz

Hugo Barrantes

Ciudad Universitaria Rodrigo Facio
Universidad de Costa Rica

28 de enero de 1997
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HISTORIA DEL CALCULO



Capitulo 1

ENTRE
INCONMENSURABLES Y
PARADOJAS

OBJETIVOS

= Describir algunas de las principales caracteristicas de
matemdticas en la Grecia Antigua.

= Fzxplicar los conceptos de conmensurabilidad y también inconmen-

surabilidad.

= Promover la comprension de las diferencias entre cantidades con-

tinuas y discontinuas.

» Fxplicar el nacimiento de los numeros irracionales.

s Resenar algunos datos sobre la vida y la obra de Pitdgoras y Thales.

= Descripcion de las dos principales paradojas de Zenon de FElea.

Podemos decir que los dos conceptos centrales que estdn en la base del
Célculo Diferencial e Integral son los de continuidad e infinito. Ambos se re-
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fieren a situaciones que encontramos en nuestra relacién con el mundo fisico y
social. El movimiento de un objeto de una posicién a otra nos ofrece un ejemplo
de continuidad y asi, también, encontramos continuidad en la materia.

Cuando una bola de fiatbol es pateada, su movimiento no se describe sélo
a través de una coleccion finita de instantes. Existe algo mas: una continuidad
en el movimiento de un cuerpo. Aunque la materia ha revelado poseer grandes
vacios microatémicos, lo que aparece como realidad en nuestras percepciones
es la continuidad de la materia. El conocimiento asume como punto de partida
las percepciones fisicas que los seres humanos poseemos en nuestra relacién
con el mundo.

Si una coleccion finita de puntos no describe suficientemente el movimiento
de un cuerpo, entonces la recurrencia al infinito es imposible de evitar: lo
infinitamente grande y, también, lo infinitamente pequeno constituyen una
referencia a nuestra forma de responder a los problemas de la continuidad
tanto en el espacio como en el tiempo y en la relacion entre ellos.

En los primeros dos capitulos de este libro vamos a estudiar algunas de las
ideas del Célculo en tres situaciones planteadas en la Grecia Antigua:

= la emersién de los ntimeros irracionales,
= las paradojas de Zenon, y

= el Método de Exhauscién desarrollado por Eudoxo y Arquimedes.

Vamos a empezar con una breve descripcion de los origenes de las matematicas
griegas, en particular con la obra de Thales y Pitdgoras.

1.1. Thales y Pitagoras

Las grandes Civilizaciones del Bronce que se desarrollaron en Egipto y
Mesopotamia cedieron su papel intelectual dominante ante la cultura que se
concentraba a lo largo de las costas del Mar Mediterraneo. Se suele llamar
al periodo dominado por las civilizaciones del Mediterraneo la Era Talasica
(“Edad del Mar”): digamos entre los anos 800 a. C. y 800 d. C..

La primera parte de esta “era” se suele llamar helénica y hace referencia
a la gran cultura griega que, sin duda, credé un fundamento decisivo de la
civilizacion occidental.
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Foto 1.1. Thales de Mileto (c. 625- c. 545 a.C.)

Thales de Mileto y Pitagoras de Samos constituyen la primera referencia
del quehacer matemético de la cultura griega, entendiendo las matematicas
como una disciplina con sus caracteristicas propias. No se sabe cuanto de
lo que se les atribuye como resultados matematicos les corresponde en efec-
to. No existen obras que directamente nos den prueba de su labor como tal
vez se puede decir de las de Herodoto, Platon o Hesiodo. Tampoco podemos
estar seguros de cuanto fue producto del trabajo de matemaéticos de siglos
posteriores o si se trataba de logros adquiridos en las tradiciones egipcias o
mesopotamicas. Es necesario recordar que tanto Thales como Pitagoras via-
jaron por aquellos maravillosos centros de cultura (incluso a la India en el caso
de Pitdgoras) que, aunque habian perdido su impulso creador y su fortaleza
socioecondmica, todavia constituian un poderoso punto de referencia del que
se nutri6 el pensamiento helénico. (De los babilonios, por ejemplo, se conocen
resultados matemaéticos de 1000 afios antes de Thales). Si parece ser un dato
incuestionable que Thales fue el primer sabio al que se le atribuye progresos
concretos en las matematicas y lo mismo sucede con Pitdgoras. A Thales se
le atribuye el inicio de la geometria deductiva y con relacién a Pitagoras la
tradicién pone énfasis en dimensiones aritméticas y de la teoria de numeros
aunque se mencionan importantes resultados geométricos.

A Thales se le atribuye el teorema de que un angulo inscrito en una semi-
circunferencia tiene que ser recto y, también, que el circulo se divide en dos
partes iguales por un didmetro.

Para los pitagoricos las fracciones, por ejemplo, eran razones entre dos
numeros abstractos y, aunque consideraban a los nimeros como fundamento de
la naturaleza, le daban un sentido muy abstracto a los niimeros. Precisamente a
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la par de la importancia de la légica, esta separacion intelectual de la medicién
y el calculo utilitario es una concepciéon que se acerca a nuestra matematica
moderna. La transicién a una vision no solo técnica y practica sino tedrica
de la aritmética, que se suele atribuir a los pitagéricos y que caracterizé la
matematica griega, fue decisiva para el progreso de las matematicas como
ciencia.

En esta primera etapa del desenvolvimiento cultural griego tuvieron gran
importancia las ideas de los pensadores jonicos: la escuela jonica, de la que se
afirma que su fundador y dirigente fue precisamente Thales. Posteriormente,
la produccién intelectual iria trasladandose a otras ciudades.

Hablemos un poco mas de Pitagoras. Este fue un filésofo y matematico
griego cuya existencia se ha llegado a dudar. Se dice que nacié en Samos, en
una familia acomodada de un grabador o comerciante de piedras preciosas
preocupado por la educacion del cuerpo y el espiritu de su hijo.

Se afirma que viajo por Egipto, Asia Menor y otros lugares de Oriente,
en los que aprendi6 los secretos de la vida religiosa y de las matematicas de
aquellos pueblos. La influencia babilénica en los resultados que se le atribuyen
es notable. Tanto que se afirma que el famoso Teorema de Pitdgoras ya habia
sido demostrado por los babilénicos. En algunas ocasiones se ha dicho que fue
discipulo de Thales, pero la diferencia cronoldégica (no menos de 50 anos) hace
esto algo no tan seguro.

Foto 1.2. Pitdgoras de Samos (c. 580%- 500 a.C.)

Cuando regres6 a Samos encontré la isla en ruinas y bajo la dictadura de
Policrates. Se trasladé a Atenas y, poco después, se retiré a Crotona, colo-
nia doria del sur de Italia, donde fundé una comunidad religiosa, politica y
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cientifica, que se relacioné con el orfismo y con los cultos dionisiacos. La final-
idad de esta secta era una vida mas perfecta con ejercicios de purificacién y
elaboracién de las matematicas. Como era una secta secreta y dada la falta de
escritos no se sabe qué resultados pueden decirse fueron de Pitagoras y cuales
de sus discipulos.

El fundamento de su doctrina consiste en la teoria de los ntimeros: cada
cosa es un numero especifico y distintas cosas significan inicamente distintos
numeros. En musica descubrieron la relaciéon entre los sonidos y la longitud
de la cuerda vibrante y, por lo tanto, entre la musica y las matematicas: esto
abrio el camino de la armonia de las esferas, pues sostenian que la relacién entre
los didmetros de las érbitas de los astros es proporcional a la que existe entre
las longitudes de las cuerdas musicales. Creyeron en la esfericidad de la Tierra
y en su movimiento alrededor de un fuego central y se dice que explicaron los
eclipses y las fases lunares.

En matematicas, se les atribuye el Teorema de Pitagoras, la aplicacién de
la aritmética a la geometria y la tabla de multiplicar.

1.2. Continuidad, infinito e inconmensurables

El famoso filésofo griego Zendén formuld unas paradojas que hacian ref-
erencia precisamente a temas relacionados con las nociones de continuidad e
infinito. Desde entonces sus planteamientos han cautivado la imaginacién de
la humanidad.

Antes de analizar estas paradojas, vamos a recordar el descubrimiento de
los “inconmensurables” en la Grecia antigua. Sobre la introduccién de los in-
conmensurables se han tejido muchas historias y leyendas y, como ha sucedido
con casi todos los asuntos de la Antigiiedad, las explicaciones historicas no lle-
gan a ser tan precisas y exactas como nos gustaria. Podemos decir que el des-
cubrimiento de los irracionales emergi6 de varios asuntos tratados matematica-
mente: la razon entre la diagonal de un cuadrado y su lado, de un pentégono
regular o un cubo con su lado (o, en general, por el uso del teorema de Pitagoras
en triangulos isésceles). Estas razones no eran ndmeros racionales. Su des-
cubrimiento significé gran conmocion en la comunidad matematica y cientifica
de la época y, se supone, que especialmente en las filas de los pitagéricos (un
grupo mitad cientifico y matemético y mitad religioso).
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El impacto en el pitagorismo habria sido grande en particular debido a
su principio filoséfico de que los niimeros enteros y racionales (las fracciones)
describian la realidad (constituian su esencia). Evidencia de este impacto se
recoge en los Didlogos de Platon y en fragmentos de la obra de Aristételes.
Expliquemos un poco mas este asunto tan interesante y trascendental para la
evolucion de las matemaéticas.

Lo continuo y lo discreto

Los niimeros enteros facilmente sirven para representar objetos (por ejem-
plo: 5 naranjas, 28 metros, etc.), y una razén conmensurable representa una
relacion entre dos colecciones de objetos (% de naranja, ‘—51 de kilémetro, etc).
Se usa la palabra discreto para senalar esta caracteristica de algunas cosas
reales (puntos, cosas o elementos separados y contables). La razén de distan-
cias puede ser conmensurable:

om D

2m 2

5 y 2 representan colecciones discretas de objetos. Pero no siempre la razon
entre dos longitudes, dos areas, dos volimenes, dos tiempos y otras cantidades
es conmensurable. Mas bien, generalmente se dan razones inconmensurables.
Podemos decir que esas cantidades son continuas. Por ejemplo, los griegos
sabfan que v/2 existia puesto que en el tridngulocrectangulo ABC

yd

7 CB=1

AB -1 B

Figura 1.1. Tridngulo rectdngulo

con AB =1y CB =1 por el teorema de Pitdgoras

[CB)* + [AB]? = [AC)?

y tenemos que

AC = /2.
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Y /2 no es conmensurable, es decir: no existen dos nimeros p y ¢ enteros
tales que

P_ A
q

Razoén de la diagonal del cuadrado y su lado

La razon de la diagonal de un cuadrado y su lado no es conmensurable (es

irracional). D I C
l d z
A l B

Figura 1.2. Razdn: cuadrado y lado

La demostracién que d no es racional se puede hacer de manera “indirecta”,
considerando lo contrario. Se busca llegar a una “contradiccién”. Si se llega a
una contradiccion, lo contrario no es cierto, y se estableceria lo que se desea.
En términos légicos: si queremos demostrar la proposicion P, asumimos que
“no P” es cierta. Mediante deducciones logicas a partir de “no P” llegamos
a una contradiccion. Entonces se concluye que “no P” no es cierta y, por lo
tanto, P debe ser verdadera. Este método se llama también de reduccion al
absurdo.

Vayamos a la demostracién: suponga que % (la razén de la diagonal y el
lado del cuadrado) es conmensurable. Entonces:

(1)

donde a y b son conmensurables (enteros) y no tienen factores en comun (lo que
modernamente se llama ser “primos relativos”). Por el teorema de Pitagoras
se tiene

=P+ =2"
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Entonces:

—  a®>=2%

Esto significa que a? es par y, por eso, a es también par. Note que b no puede
ser par porque si a y b fueran pares, tendrian factores en comun (lo que se
supuso no era el caso). Entonces b es impar. Por ser par, a = 2k (para algin
k entero) y sustituyendo en la ecuacién

(2k)? = 20

— 4k =2
— 2k% = b?

— b? es par y, también, b es par. Pero b no puede ser par e impar a la vez.

Por lo tanto, la hipéStesis que ¢ era conmensurable nos lleva a contradiccion.

l
Entonces ¢ no es conmensurable.
1

Veamos ahora otro caso famoso.

Razon de la diagonal del cubo y su lado

El célculo de la razén de la diagonal de un cubo y su lado también da un
inconmensurable: v/3.

Considere el siguiente cubo donde hemos senialado algunos puntos (es-
quinas): A, B, C, y D.
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: D
: 7
: 7
. /
-} l
/
L/
£
AR EE R R AP / C
s 4~
4 l B

Figura 1.3. Razén: cubo y lado

Por el teorema de Pitadgoras:

AC® = 4B’ + BC”

AC* =P+ 12 =2,
Para calcular la diagonal d del cubo, se debe encontrar el segmento AD. Note
que la respuesta esta en el triangulo rectangulo

C

Figura 1.4. Diagonales en el cubo

& =AD" =AC" +CD’
(por el teorema de Pitdgoras otra vez)
—  AD =22 +1> =3P
— d*=3Py Cll—j =

= <£l)2=3:> %l:\/g

un irracional.
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La seccion aurea

Otro asunto que condujo a la existencia de irracionales se dio en torno a la
construcciéon y propiedades del pentagono estrellado. Considere el pentdgono

regular ABCDFE:
D

vs)

A

Figura 1.5. Razdén: cubo y lado

y tracemos las 5 diagonales del mismo.

.

SN

R

Figura 1.6. Razdn: cubo y lado

Se obtiene otro pentagono regular A’B'C'D'E’. Cada punto A', B',C’, D', E’
divide la diagonal correspondiente en 2 segmentos.
El resultado que se obtiene es extraordinario:

“La razén de la diagonal al segmento mas largo es igual a la razéon
del mismo segmento al segmento mas pequeno”.
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Por ejemplo, en la figura anterior:

AD AA

AA AD’
También:

AC  AD

AD'  DC’

Llamemos la diagonal con d y el segmento mayor con  (piense en AD = d y
AA" = z). Entonces la razén se puede escribir

lo que modernamente decimos da una ecuacién de segundo grado:
d(d — z) = 2*

— d> — dx = 2?
_— 224+ de—d*> =0.

Si d es racional, no existe x racional que satisfaga esa ecuaciéon. Es decir, x es
inconmensurable.

No se sabe si los pitagéricos plantearon efectivamente la division de la
diagonal de esa forma, ni tampoco si utilizaron algunos métodos algebraicos
babilonios para estudiar lo que esta ecuacion representa. Lo méas probable es
que usaron los métodos geométricos que luego aparecieron en los Elementos
de Euclides.

La subdivision de la diagonal del pentagono regular de la forma que hemos
visto, recibié el nombre de “seccion aurea” dos mil anos mas tarde.

Note que el proceso de trazar diagonales en el pentagono se puede repetir
indefinidamente. Podemos decir que se podria construir un nimero infinito
de pentagonos inscritos dentro de uno original. O bien: que a partir de un
segmento, la primera diagonal, se puede ir creando segmentos cada vez mas
pequenos, de manera indefinida.
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Irracionales

Para que se tenga idea de la importancia de este tipo de asuntos, baste
decir que el dominio absoluto de la geometria y la debilidad del algebra en
la Grecia Antigua se suele considerar asociados a esa incapacidad para dar
cuenta de la existencia de los niimeros irracionales.

El Libro X de los Elementos de Euclides, tiempo después de los pitagoricos,
incluyé un estudio de a+v/b, \/a+b, Ja+vb, y v/v/a+/b. Se trataba de un
libro sobre los inconmensurables, donde a y b son conmensurables. Euclides,
haciéndose eco de la época, no considerd éste como aritmética sino como parte
de la geometria.

No poder explicar tedrica y matematicamente los niimeros irracionales y,
entonces, no poseer el concepto de nimero real, impidié a los griegos avanzar
mas en el progreso de las matematicas y la ciencia en general.

Cuando los pitagdricos descubrieron los inconmensurables estaban precisa-
mente tocando con sus manos el asunto de la continuidad y, también, el infinito.
Podemos decir que existe una oposicion entre lo discreto y lo continuo. Y, ade-
lantandonos, ese paso de lo discreto a lo continuo es la esencia de lo que tratan
los métodos infinitesimales. Lo que llamaremos el “paso al limite” es un paso
de lo discreto a lo continuo. En la comprensién y manipulacién matematicas
de ese “paso” es que se basa el Célculo Diferencial e Integral y el mismo con-
stituye todavia uno de los temas centrales y no plenamente comprendidos de
la historia de las matematicas hasta nuestros dias.

1.3. Zenon y las paradojas

Los pitagoéricos habian asumido a los niimeros como principio para todas las
cosas, al igual que Thales de Mileto habia senalado el agua como ese principio
fundamental. Otros plantearon el fuego o el aire. Heraclito de Efeso decia que
la esencia de la realidad era el cambio: “todo cambia”. Los pitagoricos con los
niumeros también asumieron la diversidad y el cambio.

La principal escuela filoséfica contraria a los pitagéricos fue la de Parménides
de Elea (alrededor de 460 a. C.). Los eledticos decfan que el ser era unidad y
permanencia: nada cambia, todo es permanente, no hay diversidad sino unidad.

Zenon de Elea fue el principal discipulo de Parménides en el siglo V a.
C. Zeno6n formuld cuatro paradojas dirigidas contra dos visiones del espacio y
tiempo de la época:
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» una que espacio y tiempo eran infinitamente divisibles (por lo que el
movimiento serfa continuo y suave),

» y otra que se dividian en un conjunto infinito de pequenos intervalos (el
movimiento seria una sucesién de saltos).

Las cuatro paradojas se llaman: la de la Dicotomia, la de Aquiles, la de la
Flecha y la del Estadio.

La paradoja de la Dicotomia

La primera paradoja, recogida en la Fisica de Aristoteles, establece que no
hay movimiento y el argumento es sumamente interesante:

L |
{ \
A B

primera posicién segunda posicion
corredor corredor
AB
4
| Il Il Il |
 —— T \
AZB B
8
AB

Figura f.7. Las paradojas de Zendn

Un corredor debe recorrer una distancia AB.
Para ello debe recorrer la mitad de la distancia

NE

pero también la mitad de la mitad

~|5

y también L L
B B
8

’ 16
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y asi sucesivamente.
El corredor debe recorrer, entonces, un niimero de distancias que es infinito

AB AB AB AB
2747 8716
Pero lo tiene que hacer en un tiempo finito.
Entonces nunca alcanzaria a la tortuga. De hecho, nada tendria movimiento.
Pero sabemos que eso no puede suceder. He ahi la paradoja.

La referencia al infinito es clara y, particularmente, la posibilidad de realizar
una particién en forma infinita nos conecta con la continuidad. Zenén opone un
tiempo finito (lo discreto) y una longitud (lo continuo). Lo discreto y continuo
enfrentados.

Hoy podemos formular el asunto en los siguientes términos: la distancia a
recorrer por el corredor es una serie infinita

4B AB AB AB

A R ST

que es convergente. Es decir, con lenguaje y simbolos modernos:

Pero para obtener lo anterior tendria que pasar mucha agua bajo el puente.
En esta paradoja se asume que el proceso se puede repetir indefinidamente
(infinito) y que una operacién repetida un infinito de veces da por resultado
algo infinito.

La paradoja de Aquiles

La paradoja de Aquiles y la tortuga es parecida a la anterior. Aquiles
debe alcanzar a una tortuga adelantada una cierta distancia. Cuando Aquiles
alcance la primera posicién donde estaba la tortuga, ésta ya se habra movido
hacia una segunda posicién (aunque lo haya hecho muy lentamente). De la
misma manera, cuando Aquiles llegue a la segunda posicion, la tortuga muy
despacito se habra movido ya a una tercera posicion.
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Aquiles Tortuga
} | As =T, Ty
f t t —
~ Y Y
Ay~ A =T Al =T

A; posicion de Aquiles
T; posicién de la tortuga

Figura 1.8. La paradoja de Aquiles y la tortuga

El proceso se puede repetir indefinidamente. Por eso Aquiles, por mejor corre-
dor que sea, nunca podra alcanzar a la tortuga.

Estas 2 paradojas buscaban demostrar que si se asume la subdivisibilidad
indefinida del espacio y del tiempo, entonces el movimiento es imposible.

En las paradojas de la Flecha y del Estadio, Zenén buscaba demostrar
que si se asume que la subdivisibilidad no era indefinida sino que termina en
indivisibles, y entonces tampoco hay movimiento.

Es decir, se asuma la subdivisibilidad indefinida o los indivisibles, para
Zenon no habia movimiento. Todo era permanente y estatico. El movimiento
era una ilusién.

Las paradojas de Zenoén lograron un impacto importante entre los griegos.
Si a eso se anade la existencia de los inconmensurables, inexplicables entonces,
podemos comprender mejor la situacion historica.

Los nimeros “validos”, naturales y racionales, daban cuenta de lo discreto
sin problema. Sin embargo, las magnitudes continuas tenian que estudiarse
separadas del nimero. La geometria fue el medio para abordar la continuidad y
el infinito sin aritmética ni algebra. Esto fue decisivo histéricamente: marco las
caracteristicas esenciales de la matematica griega.

1.4. Ejercicios
FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta

1. La civilizacién helénica nacié de la cultura desarrollada por los romanos.
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ool W

7.

A Pitagoras se le atribuye el teorema de que el circulo se divide en dos
partes iguales por un diametro.

Thales fue maestro de Pitagoras.
Los nimeros enteros son conmensurables.
La razén de la diagonal del cubo y su lado es un ntimero irracional.

Los pitagoéricos con los niimeros asumieron que la realidad era estatica
y permanente.

Para Zendn el movimiento era una ilusion.

PREGUNTAS DE DESARROLLO

1.

Explique algunas de las dificultades que poseen los historiadores en el
estudio de la Antig'l'(;%edad.

. Explique el significado de la teoria que establece el nimero como funda-

mento de la realidad?
Mencione tres resultados matematicos que se atribuyen a Pitagoras.

Cite tres problemas matematicos que originaron el estudio de los irra-
cionales.

Explique las diferencias entre los conceptos de conmensurable e incon-
mensurable.

Explique los pasos de la demostracion que la razén de la diagonal del
cuadrado no es conmensurable. Brinde ejemplos de ambos conceptos.

Explique qué quiere decir “se podria construir un ndmero infinito de
pentdgonos inscritos dentro de uno original (...) se pueden ir creando
segmentos cada vez mas pequenos de manera indefinida”.

Explique la relacién entre los conceptos de infinito, continuidad e incon-
mensurabilidad.

Mencione y explique cuales eran las dos visiones sobre el espacio y el
tiempo que existian en la época de Zendén. Coméntelas con relaciéon al
pensamiento moderno.
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10. ;Hacia cudl visién del espacio y tiempo iban dirigidas las paradojas de la

11.

Dicotomia y la de Aquiles y la tortuga? Explique por qué estas paradojas
cuestionaban esa vision cosmoldgica.

¢, Cuél medio usaron los griegos antiguos para abordar la continuidad y el
infinito, sin aritmética y algebra? Explique como era posible no usar la
aritmética y el algebra. Y, ademas, senale algunas de las consecuencias
que tuvo esta caracteristica de la matematica griega.



Capitulo 2

CALCULO DE AREAS EN LA
GRECIA ANTIGUA

OBJETIVOS

» Ubicar historicamente la obra de Eudoxo y Arquimedes en la evolu-
cion de las matemdticas de la Grecia Antigua.

= Describir algunos aspectos del Método de FExhauscion utilizado en
la Antigiedad.

s Describir los principios fundamentales que usaron los griegos an-
tiguos con relacion a los métodos infinitesimales.

La etapa helenistica o alejandrina de la cultura griega se dio a partir de
la conquista del mundo griego de la época por los macedonios, un pueblo
que vivia al norte de la Grecia continental. Estas acciones destruyeron lo que
se llama la civilizacién griega clasica y abrié el nuevo periodo. La conquista
empezé alrededor del ano 352 a. C. por Filipo II de Macedonia. Atenas fue
derrotada en el ano de 338 a. C. El hijo de Filipo, Alejandro el Grande, con-
quisté Grecia, el Cercano Oriente, Egipto y llegd cerca de la India. Alejandro
murié muy pronto y su imperio se dividié en tres partes. La que mas trascen-
dencia tendria para la ciencia y las matematicas fue el Imperio de los Tolomeos
cuya ciudad més importante se llamé Alejandria.

23
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2.1. Eudoxo y Arquimedes

Para las matemaéticas, antes de Arquimedes varios momentos fueron impor-
tantes: un primer momento con Thales y Pitagoras, después los trabajos de la
escuela de Eudoxo, luego el periodo de Euclides y Apolonio de Perga. El traba-
jo de Eudoxo (que nacié en Cnido alrededor del afio 408 a.C.) es considerado
uno de los mas importante del mundo griego.

Eudoxo fue discipulo de Arquitas en Tarento y fundo su escuela en Cicico.
Formé parte también de la escuela de Platon. Su principal contribuciéon a
las matematicas tiene que ver con la teoria de las proporciones y el método
para calcular el area de ciertas figuras geométricas que se llama el método de
Exhauscion.

Foto 2.1. Platon (429-348 a.C.) y Euclides (c. 300 a.C.)

Euclides y Apolonio se conocen mas por el trabajo realizado por los matematicos
griegos del periodo clésico, que perdurd a través de obras escritas por estos
matematicos. Ambos vivieron en el periodo alejandrino, pero se afirma que en
el caso de Apolonio su trabajo llamado Secciones Conicas posee en su con-
tenido el espiritu del periodo anterior. El libro los Flementos, de Euclides, que
tanta influencia tuvo en la historia, fue un gran compendio de las matematicas
griegas escrita en forma légica y axiomatica. En particular, se sabe que los El-
ementos le debe mucho a los matematicos platénicos como Eudoxo y Teeteto.

Arquimedes estudié en Alejandria, centro de cultura y aprendizaje del an-
tiguo mundo griego. Se supone que estuvo en contacto con discipulos de Eu-
clides en esa ciudad. Los detalles de su vida se saben a través de una histo-
ria del general Marcelo escrita por Plutarco. Su trabajo matematico incluye
el célculo de areas y volumenes por el método de Exhauscion, el computo
del nimero m, la representaciéon de nimeros muy grandes en forma verbal,
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centros de masas, hidrostatica y astronomia. En su juventud, construyé un
planetario que reproducia los movimientos del Sol, los planetas, etc.. También
construy6 un artefacto ingenioso para quemar las naves romanas basado en
espejos parabdlicos que concentraban la luz solar en un punto.

Escribié una gran cantidad de tratados, entre los que més impacté a sus
sucesores fue Sobre las espirales. Aunque parece que Arquimedes tuvo predilec-
cién por otro: Sobre la esfera y el cilindro. Incluso pidié que sobre su tumba
se pusiera la representacién de una esfera inscrita en un cilindro circular recto
de igual altura al didmetro de la esfera. Esto porque él demostré que la razén
de los voliimenes del cilindro a la esfera es la misma razén que la razén de sus
areas: de tres a dos.

2.2. El método de Exhauscion

El método de Exhauscién, inventado por los antiguos griegos, también
planteaba el uso del infinito. Este nace del problema de comparar las figuras
curvilineas y las rectilineas. Uno de los grandes problemas de la Antigiiedad
era como reducir el circulo, o longitudes curvas, a segmentos de recta. Tam-
bién cémo reducir cualquier linea curva a lineas rectas y circulos (o lo que
es igual construir figuras curvas solo con regla y compés). Aunque se conoce
como “método de Exhauscién”, no fue llamado asi por los griegos, sino mucho
tiempo después por Gregoire de St. Vincent (1589-1667). Este método fue usa-
do ampliamente por Eudoxo y Arquimedes y su origen lo atribuyé este ltimo
al primero.

Los matemaéticos previos a Eudoxo de Cnido (alrededor de 408-355 a.C.)
sabian que era posible inscribir y circunscribir figuras rectilineas a una curvilinea
y aumentar el nimero de lados o caras indefinidamente. Pero, precisamente,
ahi estaba el problema: el infinito. Eudoxo fue el principal matematico de la
Academia fundada por Platon. No sélo se dedicé a las matematicas sino tam-
bién a la ciencia en general. Algunos piensan que la estimacién de Aristételes
de que la circunferencia de la Tierra era unos 400.000 estadios (40.000 millas)
se debia a Eudoxo.

Antes de ver los detalles del método de Exhauscién conviene mencionar
2 principios generales sobre los nimeros y sus relaciones con el infinito, que
aparecieron de diferente forma en el trabajo de los mateméticos griegos.
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Principios sobre limites
En torno a los procesos de limite el mundo griego usé dos principios:
= Primer principio:

“Cualquier cantidad, por mas pequena que sea, puede hacerse tan grande
como se quiera multiplicindola por un nimero suficientemente grande”.

También se puede formular asi:
“Dadas dos magnitudes diferentes a y § (con § < « ) existe entonces:

a) un numero n tal que nf > « (esto se encuentra en el Libro V de los
Elementos de Euclides, Def. 4);

b) un nimero n tal que n(a — B) > v donde 7 es cualquier magnitud
de la misma clase (esto se llama el Azioma de Arquimedes, en el trabajo
Sobre la esfera y el cilindro de Arquimedes Libro I)”.

= Segqundo principio:

“Si de cualquier magnitud sustraemos una parte no menor que
su mitad, y si del resto sustraemos de nuevo una cantidad no
menor que su mitad, y si continuamos repitiendo este proce-
so de sustraccion, terminaremos por obtener como resto una
magnitud menor que cualquier magnitud del mismo tipo dada
de antemano”.

Lo anterior se puede poner también asi:

“Dadas dos magnitudes diferentes a y 3 (con f < «, existe
un nimero n tal que (1 — p)"a < (3, donde p > % (esto se
encuentra en los Elementos de Euclides, Libro X, Def. 1)”

Veamos cémo funciona el primer principio:
Consideremos o = 2000, § = 2 y v = 8000.
La primera forma del principio dice que podemos encontrar un n tal que

BXn>a
es decir:

2 x n > 2000.
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Basta considerar n mayor que 1000 y ya sale.
Por ejemplo, si n = 1500 entonces

2 x 1500 = 3000 > 2000.
En la segunda forma del principio:
a— 3 =2000—2 = 1998.
Debemos encontrar un n tal que
nx (a—p0)>n7.
Es decir, tal que
n x 1998 > 8000.
El mismo n = 1500 mas que sirve; pues

1500 x 1998 > 8000.

Ahora el segundo principio:
Consideremos p = %, y los mismos « y § de antes. Se trata de encontrar ahora
un n tal que

(1—p)" xa<p.
Es decir, tal que:

(1—2) x 2000 < 2.

O sea:

1 n
- 2000 < 2.
(5) xamo-

Si n = 5 obtenemos
1\?
(Z) x 2000 = 0,000976563 x 2000 = 1,953125.

Tenemos: 1,953125 < 2.

Estos principios no pensamos desarrollarlos extensamente en este libro,
solamente debemos senalar que fueron utilizados en varias demostraciones es-
enciales de la Antigiiedad.



28 2.2. EL METODO DE EXHAUSCION

De los poligonos al circulo

El Libro XI de los Elementos de Euclides incluye el método de Exhauscion
en los 18 teoremas sobre areas y volumenes que posee, especialmente de fig-
uras curvilineas acotadas por superficies. El método se usa, por ejemplo, para
demostrar que algunas propiedades de los poligonos se dan en los circulos. Por
ejemplo, para probar si se tiene dos circulos que:

“la razén de sus areas es la misma que la que existe entre los
cuadrados de sus didmetros respectivos”.

“1 N

1

\ i/"" Y, \
\4\/ . da }
\ /
Acl o ﬁ N\ /
fa-a o
Figura 2.1.  Razdn:dreas de circulos y didmetros al

cuadrado

El método consistia en:

= aproximar el area de los circulos con poligonos regulares inscritos y cir-
cunscritos,

= (y como esa propiedad se cumplia para los poligonos) entonces se deducia
que se cumplia para los circulos. Es decir, se cumplia para los poligonos
que:

“la razén de las areas de dos poligonos similares inscritos en
circulos es la misma que existe entre los cuadrados de los
didmetros de los circulos”.
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Foto 2.2. Arquimedes de Siracusa (c. 287-212 a. C.)

Cuadrados inscrito y circunscrito en un circulo

Veamos céomo funcionaba la Exhauscion por medio de poligonos regulares
inscritos.
1) Constriyase un cuadrado inscrito y otro circunscrito al circulo

— AC uad
\ \/_\
AN ™~ Acir
/I/ \‘\

o Acuad

Figura 2.2. Circunscribir e inscribir cuadrados en el

circulo
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A o drea del circulo

Auaa : area cuadrado inscrito
ACuaa : 4rea cuadrado circunscrito
Un detalle importante es que

Acir

Acuad > 9

2) En la siguiente figura el cuadrado circunscrito se divide en 8 tridngulos
iguales: Ay, Ag, ..., As.

\\
Ay Ay \
/

!/ Ag A 3 \\
\\ Ag A /
i\‘\ A A /'/
o >

Figura 2.3. La suma de las dreas

Es facil ver que:

Aua
Appad = Ag + As + Ag + Ay = 02 d

(cuatro tridngulos hacen la mitad del cuadrado circunscrito).
Ahora obsérvese el rectangulo formado por

Ay + As + As + Ay,

que también es la mitad del cuadrado grande.

Claramente este rectangulo es mayor que la mitad del area del circulo. En-
tonces:

Acir

Acuad > 9
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Un octégono mejora la aproximacion

Ahora vamos a construir un octégono ABCDEFGH a partir del cuadrado
inscrito.

Figura 2.4. FEl octdgono a partir del cuadrado inscrito

Esto se hace para mejorar la aproximacion al area del circulo que hacia el
cuadrado.

Si llamamos con Ay la diferencia entre el drea del circulo y el drea del cuadra-
do inscrito, vamos a mostrar que este octéogono va a tener un area que cubre
mas de la mitad de Ag;y.

Es decir, la mejoria de la aproximacién es muy precisa.

Para simplificar concentrémonos en el lado AC. Vea la figura

J
s
B / .

\
I \
A : |
\ /

\\\ // /

Figura 2.5. Construccion del octdgono

B es el punto del circulo donde se bisecta el arco AC (D, F, H se construyen
de igual manera).
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El area del rectangulo ACJI es claramente mayor que el area del segmento de
circulo encerrado por ABC.

Entonces la mitad del area del rectdangulo ACJI es mayor que la mitad del
segmento de circulo mencionado.

Ahora, note que el area del triangulo ABC es la mitad del area del rectdangulo
ACJIL

Entonces:

Area ACJI - Area Segmento circulo ABC

A ABC =
rea C 5 5

Note que el area del triangulo ABC es lo que se anade al cuadrado para formar
el octégono a partir del lado AC.
De esta forma el area del octégono es la suma de las siguientes dreas:

cuadrado inscrito + NABC + ACDE + AEFG + AGHA.

El octogono asi construido permite mejorar la aproximacion en mas de la mitad
de la diferencia del area del circulo y la del cuadrado inscrito.

Si se construye ahora un poligono de 16 lados, siguiendo el procedimiento
se obtiene una aproximacién ain mejor (con més de la mitad de la diferencia
entre el drea del circulo y el drea del octégono).

Figura 2.6. FEl método de Ezhauscion
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El limite infinito

La idea es que el proceso se puede hacer indefinidamente, de tal manera
que las propiedades de los circulos se pueden conocer estudiando los poligonos
regulares (que resultan més faciles de “manejar”). Es en este momento donde
se ocupa el seqgundo principio que mencionamos arriba, para poder garantizar
ese salto de los poligonos de un niimero finito de lados a un circulo (que seria
como el limite infinito de esos poligonos).

En resumen: el método permitia demostrar la posibilidad de aproximar
areas por poligonos, aumentando el doble de lados en cada ocasion.

cilindre

7&@ /

YVolumen s [ Volumen

cilindro ] esfera

If Area superficie q Area
% L cilindro " 2| esfera

lf‘{h‘.'l"l.

Figura 2.7. Las razones de Arquimedes

Fue Arquimedes quien mas lejos llevaria el método de Exhauscion.
Uno de los resultados mas famosos en ese sentido se encuentra en la obra
Sobre la esfera y el cilindro:

“Una esfera cualquiera es igual a cuatro veces el cono que tiene
como base un circulo maximo de la esfera y altura igual al radio
de la esfera”.

Y, también, se encuentra el siguiente:
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“Cualquier cilindro cuya base es el circulo mas grande de una esfera
y cuya altura es igual al diametro de la esfera, es % (del volumen)
de la esfera, y su superficie junto con sus bases es % de la superficie
de la esfera.”

Arquimedes quizo que este resultado con el cilindro circunscrito en la esfera
fuera colocado en su tumba. El romano Cicerén relata haber encontrado en
Siracusa, anos después, una tumba con esta inscripciéon gravada, por lo que
asumio que era la tumba de Arquimedes

El Axioma de Arquimedes mencionado antes ha sido usado por mas de
dos mil anos; sin embargo, algunos matematicos en los siglos XIX y XX han
desarrollado resultados muy interesantes sin asumirlo: el Andlisis No-Standard.

Podemos decir que el asunto de la continuidad y el infinito se escapaba
y, aun mas, entraba en contradicciéon con los métodos geométricos y alge-
braicos tradicionales desarrollados por los griegos antiguos. Los resultados de
Zenén, Eudoxo, Arquimedes (y también otros asuntos presentes en la  Ldgi-
ca de Aristételes) introducian tensién en el mundo matemético griego. En la
misma direccién apuntaba la existencia de las incomensurables, los niimeros
irracionales que, como se encargaria de demostrar la historia, estarfan intima-
mente conectados con el infinito y la continuidad.

2.3. Ejercicios
FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta

1. Macedonia fue conquistada por Alejandro el Grande.
2. Arquimedes fue discipulo de Apolonio de Perga.

3. Platon fue maestro de Eudoxo.

4. Arquimedes calculé una aproximacién del nimero 7.

5. El Método de Exhausciéon involucra poligonos inscritos y circunscritos
en circulos.
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6. Euclides fue el primero en desarrollar el Método de Exhauscion en el
Libro XI de sus Elementos.

7. Era mas facil para los griegos estudiar las propiedades de los poligonos
para asi descubrir la de los circulos.

8. Las paradoja de Zenén y los inconmensurables fortalecieron el uso del
algebra en detrimento de la geometria.

PREGUNTAS DE DESARROLLO

1. Ubique historicamente la obra de Eudoxo y Arquimedes: mencione la
etapa histérica a la que pertenecié cada uno, los lugares de nacimiento
y trabajo, y un detalle de su obra.

2. Resuma en pocas frases lo que es el Método de Exhauscién.

3. Explique los dos principios que usaron los griegos con relacién a los grie-
gos con relacién a los métodos infinitesimales. Dé 2 ejemplos (diferentes
a los que ofrece este libro).

4. Explique la proposicién “la razon de sus areas es la misma que la que
existe entre los cuadrados de sus diametros respectivos”.

5. jPor qué se afirma que el Método de Exhauscion usa métodos infinitesi-
males? Ofrezca una definicion informal de lo que es un método infinites-
imal.

6. Explique: “una esfera cualquiera es igual a 4 veces el cono que tiene como
base un circulo maximo de la esfera y altura igual al radio de la esfera”.



Capitulo 3

MEDIEVO, CIENCIAS Y
MATEMATICAS

OBJETIVOS

s Describir las caracteristicas de la Furopa Medieval previa al Re-
nacimiento.

= FEntender la naturaleza de la ciencia y la cultura en el Medievo.
= Comprender lo que era la Escolastica.

» Conocer algunos elementos de la contribucion drabe a la cultura
occidental.

Alrededor del siglo VI d.C. y si no consideramos Italia y Grecia, lo que hoy
conocemos como Europa constituia un conglomerado de pueblos aislados con
poco desarrollo cultural. La estructura econémicopolitica era agraria, con la
intervencién multifacética de bandas armadas, y con la Iglesia Catdlica como
albacea y guardian religioso de las ideas, la educacién y la moral. Todo dentro
de un contexto de decadencia con relaciéon a la sociedad mediterranea que
habia florecido siglos atras bajo el influjo cultural y politico griego.
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3.1. De los romanos a la Escolastica

Hasta el siglo XII la sociedad europea habia logrado construir una colec-
cién de jerarquias y reglas sociales diversas, asociadas a veces bajo el término
“feudalismo.°, simplemente, con el de “Edad Media” (hasta el siglo XV). De
hecho, se trataba mas bien de una coleccién de realidades sociales no idénti-
cas. Por ejemplo: las ciudades y regiones pegadas al Mediterraneo, con altas y
bajas, lograron mantener ciertos contactos comerciales y culturales en medio
de un mar controlado politica, econémica, militar y culturalmente por el Im-
perio Islamico, que desde los siglos VII y VIII habia iniciado su expansion.
No sucedia asi con el resto de Europa. Incluso, las reglas sociales en los pocos
centros urbanos no correspondian desde un principio a las predominantes en
el campo.

Culturalmente en toda la época no existié relacion con la mayor parte del
pensamiento clasico griego, distanciamiento que, de hecho, se habia desarrolla-
do desde el mismo Imperio Romano. La diversidad social, econémica, técnica
y politica de la Europa medieval era un factor que, sin duda, jugaria su papel
en la evolucion histérica siguiente.

Cultura y educacién

Algo de conocimiento recibieron algunos de estos pueblos por haber es-
tado bajo la bota del Imperio Romano (por ejemplo, con toda claridad: Francia
e Inglaterra). Desde antes de la caida del Imperio Romano de Occidente ya la
Iglesia Catolica empezd a ocupar un papel preponderante en la organizacion
politica, social, ideoldgica y cultural de esta regién. Durante siglos el apren-
dizaje y el poco conocimiento que se habia rescatado de las culturas griegas y
romana, estuvieron asociados a la Iglesia, y a sus necesidades institucionales.
Por ejemplo, en las escuelas ligadas a monasterios lo importante era la lectura
de los servicios religiosos y los libros sagrados. Con el correr de los siglos, la
necesidad de formar al clero promovié la creacion de centros educativos de
mayor nivel y alcance. [Tal vez como excepcién deba mencionarse que Carlo-
magno usé otro tipo de escuelas seculares con la ayuda de Alcuino de York,
730-804]. Ya en los siglos XI y XII, fueron creadas las primeras universidades:
Salerno, Bolonia y Paris, aunque independientes estas universidades estuvieron
bajo la tutela cultural y religiosa de la Iglesia.

Como el latin fue escogido como la lengua oficial de la Iglesia, durante
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este periodo tanto la educacién como los principales medios de conocimiento
se hicieron en esa lengua. Debe anadirse que hubo traducciones de textos
matematicos de la Grecia Antigua, como por ejemplo los Elementos de Euclides
(algunas partes del libro original), realizados por Boecio (alrededor 480-524)
y, otras, por Casiodoro (alrededor 475-570).

Esto nos da una primera idea de las caracteristicas de la época durante
todos aquellos siglos.

Matematicas

En toda la época no habia mucha matematica disponible, pero el
curriculo de las escuelas puso cierto énfasis en las matematicas. El esque-
ma educativo estaba formado por lo que se suele llamar el quadrivium y el
trivium. El quadrivium era: aritmética, geometria, misica y astronomia. El
trivium: retérica, dialéctica y gramatica. No obstante el nivel matemaético era
bajo: aritmética y geometria elementales.

No podia haber mucha matematica por varias razones: la principal era
la ausencia de estimulos provenientes de las ciencias fisicas y experimentales.
Para la Iglesia en esos tiempos los criterios y fuentes de la verdad estaban
solo en la revelacién divina, y los estudios debian ser dirigidos hacia el andlisis
de los libros sagrados. La indagacion de la naturaleza con métodos empiricos
y experimentales estaba excluida. Los temas de reflexion y estudio eran las
doctrinas del pecado, del temor al infierno, la salvacion y la aspiracién de
ascender al cielo. El estudio del mundo fisico se consideraba entonces no solo
al margen de los objetivos definidos por la Iglesia, sino opuesto pues resultaba
sin valor e incluso herético.

Los cambios

Un influjo notable empezé a sacudir este mundo bastante estatico
alrededor del siglo XII. Los europeos descubrieron la existencia de las grandes
contribuciones culturales, cientificas y matematicas de la Grecia Antigua. A
través del comercio y diversos viajes entraron en contacto con estas obras que
habian sido conservadas, traducidas (y también ampliadas) por los arabes. Por
ejemplo, fueron traducidas obras de Euclides, Ptolomeo, Teodosio, Aristoteles,
Heréon y muchos otros.
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Los trabajos griegos fueron incorporados a los principios intelectuales eu-
ropeos dominados por las ideas religiosas de la época. Entre 1100 a 1450 la
actividad intelectual y cientifica fue realizada esencialmente por los escoldsti-
cos, quienes buscaron compaginar el dogma cristiano con algunas de las teorias
de Aristoteles.

Foto 3.1. Santo Tomds de Aquino (1224 o 1225-1274). Tedlogo y

filosofo dominico. Su obra principal fue la Summa Theologiae.

La Escolastica

Los dirigentes espirituales cristianos europeos tomaron de las fuentes
clasicas especialmente algunas secciones del pensamiento de Aristoteles: su
Légica, Metafisica y partes de su Fisica, y buscaron una asimilacion del cris-
tianismo con las mismas (o viceversa). En un proceso de tres siglos (XII-XV) se
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construyo y asenté una visién del mundo, la sociedad, del hombre y la cultura,
partiendo de la filosofia aristotélica y recreando la doctrina cristiana en una
nueva dimension. La configuracién de los nuevos contenidos tedricos asi como
la forma de su explicacion y defensa es lo que se llamé la Escoldstica. Santo
Tomaés de Aquino fue la figura més relevante en la constitucién tedrica de esta
fundicién del dogma revelado con la filosofia pagana.

Si bien el impacto amplié los horizontes culturales y educativos de la época,
el progreso cientifico y matematico sufrié, ademas de la existencia de un marco
intelectual rigido dominante, por una razon precisa. Desafortunadamente, los
escolasticos enfatizaron dos caracteristicas de la obra de Aristételes:

= una era el no recurrir a la experimentaciéon empirica para demostrar o
contrastar una teoria;

= y otra el hecho que Aristételes no le dio mucha importancia a las matematicas.

Por supuesto que no se debe achacar a Aristételes la responsabilidad del uso
de ideas y actitudes metodolédgicas en la forma que lo hicieron los escolasticos.
Ni tampoco esto que sucedié puede devaluar el monumento al pensamiento
que significé la obra de este gran filésofo griego. Lo importante a tener en
cuenta es que, por haberse dado esa situacion historica, muchos de los progresos
cientificos se debieron hacer, en los siglos siguientes, contra ideas de Aristoteles
y, por supuesto, de la Escolastica.

A pesar de este marco historico, y en lo que se refiere a las matemaéticas,
hubo algunos resultados matematicos; por ejemplo, asociados a Leonardo de
Pisa (alrededor 1170-1250), y a Nicole Oresme (alrededor 1323-1382). La situacion
solo cambiaria cualitativamente bajo el influjo de poderosos cambios que es-
tallarfan en lo que se llamé el Renacimiento y la Revolucion Clientifica (que
nosotros hemos asociado en este libro).

3.2. Los arabes y las matematicas

Pocas veces se mencionan las contribuciones arabes en los textos escolares
de matematicas y otras disciplinas, debido, en parte, a una equivocada idea
de la historia de la cultura.
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Foto 3.2. Al-Khoarizmi (c. 780- ¢.850)

Se suele tener una vision muy eurocentrista, es decir en la cual lo tinico
importante a tomar en cuenta es lo que paso en Europa y que llegé a extenderse
en el resto del mundo. Se suele subestimar el aporte a la cultura, las ciencias
y las matematicas de otros pueblos. En ese sentido, poco se nos ensena en las
escuelas y colegios de los grandes aportes arabes, chinos, hindies y mayas;
o se ensenan solo en funcién de lo europeo. No es este lugar para ampliar o
demostrar nuestras apreciaciones, pero si para hacer un llamado de cuidado.

Los arabes de pueblos némadas (ocupaban lo que hoy es Arabia), fueron
integrados y dirigidos por el gran lider religioso Mahoma, constituyendo un
gigantesco imperio a lo largo y ancho del Mediterraneo. Para el ano 632 d.C.,
mientras Europa era una coleccién de pueblos aislados y retrasados, el Imperio
arabe iba de la India a Espana, incluia el norte de Africa y el sur de Italia. Se
tratd de una civilizacién que muy rapido cultivo las ciencias y las artes y que,
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a pesar de su caracter religioso, promovié una atmosfera bastante flexible y
tolerante con los pueblos y otras religiones de la region. Hasta por lo menos el
siglo XV el imperio arabe constituia el principal centro de cultura, educacion
y ciencias de la region.

Arabes y griegos

Los arabes esencialmente poseyeron el conocimiento griego antiguo a
través de fuentes griegas obtenidas de versiones sirias o hebreas. Ellos tomaron
contacto con lo que quedaba de los griegos en Bizancio (restos del Imperio
Romano de Oriente que duré més que el Imperio Romano de Occidente), de
Egipto y de las escuelas sirias de Antioquia, Emesa y Damasco y, también,
de los cristianos nestorianos en Edessa (que conservaron obras griegas muy
importantes después de la destruccién de Alejandria en el anio 640 d. C).

En recientes investigaciones se ha ido demostrando que los drabes no so-
lo fueron traductores y comentaristas del griego, sino que en muchos campos
hicieron contribuciones muy importantes, que luego la mentalidad eurocen-
trista se encargaria de opacar.

El algebra y la aritmética arabes

Una de las mas importantes contribuciones para las matemaéticas fue
el papel preponderante que le dieron al adlgebra y a la aritmética. Recordemos
que los griegos geometrizaron el algebra y la aritmética, restringiendo sus posi-
bilidades de desarrollo. La influencia arabe e hindu se filtraria en los trabajos
de matematicos renacentistas y tiempo después, particularmente, en la obra
de Descartes y Fermat. Por ejemplo, los arabes al igual que los hindies usaron
libremente los nimeros irracionales, aquellos que habian sido casi purgados
por los griegos (eran inconmensurables). La notacién posicional en base 10 y
la introduccién de los nimeros negativos es también de origen hindu y arabe.
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Figura 3.1. Pdgina del libro Tadhkira fi ilm
al-Haya (Memorias sobre Astronomia), por el

astronomo drabe Nasir-ad-Din at-Tusi en Persia,
quien al final del siglo XIII modificd los modelos
de Ptolomeo basados en principios mecdnicos para
preservar la rotacion uniforme de las esferas. Se en-

cuentra en la Biblioteca del Vaticano.
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Figura 3.2. Pdgina del libro Tadhkira fi ilm
al-Haya (Memorias sobre Astronomia).

Se puede decir que el momento clave en la historia de las matematicas
griegas se dio con Mohamed ibn musa Al-Khoarizmi alrededor del ano 825
d. C. Este cientifico escribié varios libros de matematicas y astronomia. En
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su aritmética explicaba el sistema hindi de numeracién posicional y de base
diez. Fue a través de su libro que Europa occidental entré en contacto con
los numerales hindtes y con este tipo de sistema de numeracién que hoy es
el nuestro. Los términos “algoritmoz “algebra”que usamos provienen de la
latinizacién de su nombre y del titulo de su libro de algebra: Hisab al-jabr
wal-mugabala; “al-jabr’se tomod por algebra, significando la “ciencia de las
ecuaciones”.

Otro de los grandes matematicos arabes, también astrénomo, filésofo y po-
eta, fue Omar Khayyam (c. 1038-1123). Omar reformé el calendario persa con
uno que institufa un error de 1 dfa en 5000 afios (mientras nuestro calendario
gregoriano comete un error de 1 dia en 3330 anos). Realizé una investigacién
sistematica de las ecuaciones cubicas, encontrando las raices de esas ecuaciones
como la interseccién de dos secciones cénicas (método que habian usado los
griegos). También remplazo la teoria euclidiana de proporciones por una teoria
numérica, en donde ofrecié una teoria de los irracionales y del concepto de
numero real en general.

El influjo arabe empezd a tener impacto especial a partir del siglo XII,
lo que representd, en primer lugar, un contacto con la Antigliedad griega. Los
islamicos habian traducido al arabigo buena parte de los textos clasicos griegos,
asi como también habian obtenido importantes resultados en matematicas,
medicina, quimica y otros conocimientos y técnicas. Espana y Portugal (por
su ubicacion geogréfica) fueron el mejor puente para esta transmision, pero
también Italia.

3.3. Técnicas, ideologia y sociedad

Desde el punto de vista de la evolucién técnica es necesario senalar que
hubo un mejoramiento de las técnicas durante la ltima parte del medievo:
algunas “artefactos”se construyeron, técnicas agricolas mejoraron y el uso de
otras se extendié. Sin embargo, en esta época Europa estaba francamente re-
trasada en sus técnicas con respecto, por ejemplo, a las civilizaciones orientales
como China. Algunos de los inventos chinos serian transmitidos a Europa: la
imprenta, la pdlvora y la brijula magnética. Sin embargo, su introduccion se
haria en condiciones sociopoliticas diferentes a las chinas o a las predominantes
en la Europa medieval, jugando un papel muy diferente.

La doctrina cristiana se convirtié en el cemento ideologico de las insti-
tuciones politicas y culturales de la época. El cuestionamiento de sus “ver-
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dades”no era inocuo, representaba o podia representar grietas en el edificio
sociopolitico y afectar la estabilidad politica o social. La Inquisicién, encarga-
da de velar por la defensa del dogma, velaba también por la preservacién del
ordenamiento politico. Se trataba, entonces, de una red social caracterizada
por el autoritarismo y la represion del pensamiento libre; una jerarquizacion
y rigidez en el devenir social, politico e ideoldgico. Sin embargo, no todo era
homogéneo. Se sucedieron voces discordantes y grupos y (luego) 6rdenes reli-
giosas que criticaban la administracion de la Iglesia. Las pestes del siglo XTIV
y las guerras provocaron un debilitamiento de la red europea controlada por la
Iglesia y abriria las posibilidades para importantes transformaciones politicas,
ideoldgicas y sociales.

3.4. Ejercicios
FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta

1. En el siglo XII Europa era un conjunto de pueblos muy cultos con una
estructura social homogénea.

2. El Latin fue la lengua oficial de la Iglesia Catdlica.

3. La Iglesia Catolica favorecié los métodos empiricos y experimentales para
obtener el conocimiento.

4. Los escolasticos usaron las doctrinas de Platén contenidas en La Légica.
5. Aristételes fue discipulo de Arquimedes.

6. El imperio arabe se desarroll6 en lo que hoy conocemos como Reino
Unido.

7. Los arabes fueron mas que traductores y comentaristas del legado cul-
tural y cognoscitivo griego.

8. La geometria arabe influy6 notablemente en Europa.
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9. Europa Medieval estuvo siempre méas avanzada que China en cuanto al
desarrollo cientifico y tecnoldgico.

10. El término algebra proviene de un libro de Omar Khayyam.
PREGUNTAS DE DESARROLLO

1. Explique la relacién de la cultura y educacion europeas con el pensamien-
to griego antiguo y con la Iglesia Catolica, entre los siglos VI y XII.

2. Explique qué era quadrivium y trivium durante esta época.

3. /Qué lugar ocupaban las matematicas y las ciencias naturales en el pen-
samiento medieval previo al siglo XII?

4. ;Qué fue la Escolastica?

5. ;Porqué se afirma que los progresos cientificos se debieron hacer contra
ideas de Aristoteles y la escoldstica?

6. ,Cdémo se desarrolld el puente entre el pensamiento griego antiguo y la
Europa Medieval?

7. Mencione los campos de las matematicas que més importancia ocuparon
para los arabes.



Capitulo 4

EL RENACIMIENTO: UN
NUEVO PUNTO DE
PARTIDA

OBJETIVOS

= Describir las principales caracteristicas del Renacimiento en Fu-
ropa.

» Conocer el lugar de las matemdticas y de las ciencias naturales
durante la época del Renacimiento.

El Renacimiento arrancé primeramente en la misma Italia, donde las ciu-
dades mas grandes como Venecia, Génova, Florencia y Milan se hicieron inde-
pendientes politica y econémicamente, y se llegd a una negociacion y equilibrio
politico y militar con el poder de la Iglesia en Roma. Cuando el Renacimien-
to se extendié por Europa las cosas no fueron tan apacibles. En Alemania y
otros paises se busco la independencia religiosa y nacional, lo que seria un
fundamento importante de lo que se llamaria la Reforma Luterana. La Refor-
ma protestante se propago a Gran Bretana, los Paises Bajos y Francia, donde
adopté la forma del calvinismo. En todos los casos el control y autoridad de la
Iglesia se debilité estableciendo cambios politicos y sociales y generando una

49
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dinamica social fructifera para la innovacién cultural. Se puede decir que el
Renacimiento y la Reforma fueron aspectos de un mismo movimiento y, sin
duda, en ellos jugaron un papel importante otros aspectos no politicos o cultur-
ales como: la extension del comercio y la existencia de excedentes econémicos
obtenidos como producto de mejoras técnicas.

4.1. Renacimiento y humanismo

El Renacimiento significé un reencuentro con la Antigiiedad Clasica, pero
no con la légica formal y la especulacién abstracta que encontraron los es-
colasticos en Aristoteles, sino con la vinculacién y preocupacién por la natu-
raleza, en su vitalismo, su humanismo. Todo lo anterior fue cuestionado abrien-
do un periodo extraordinario en la produccién intelectual:

= Las artes técnicas se colocaron en una posicion especial, con lo que se
debilito, en cierta medida, la separacién abismal que habia existido en
el medievo entre la tradiciéon erudita y la artesanal. El Renacimiento
aumenté la importancia de las practicas artesanales, como por ejemplo
los tejidos, la vidrieria, la mineria y la metalurgia.

= Las artes plasticas adquirieron una relevancia importante que contribuiria
a una indagacién y a importantes conocimientos sobre la naturaleza y el
hombre (los estudios de perspectiva, anatémicos, la descripcién realista
de la naturaleza, etc), en esta época los artistas fueron patrocinados y
respetados.

» Las matematicas fueron desarrolladas (aunque sin grandes resultados) de
manera sutil, como producto del impacto provocado por la transmision
arabe de la cultura clasica y, especialmente, por los requerimientos de las
técnicas, las artes plésticas, y de las guerras (que necesitaban métodos
y armamentos mas sofisticados técnicamente).

= En la filosofia se generé un extraordinario cambio de actitud frente a
la Escolastica y el pensamiento aristotélico y, por ejemplo, la filosofia
de las “causas finales” (que todas las cosas tienen una finalidad tltima)
seria sustituida por un énfasis en la busqueda de las causas “eficientez
“material” (la descripcién fisica de los procesos de la naturaleza); es decir,
por los agentes del “cémoz no del “para qué” (Telesio 1509-1588).
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Con el Renacimiento italiano se inicié una auténtica revolucién de las ideas
y una nueva actitud ante la sociedad, el hombre y la naturaleza: se inicié la
revolucion cultural y cognoscitiva moderna. El reencuentro con la Antigiiedad
Cléasica fue una condicion necesaria para desencadenar esta revolucién intelec-
tual moderna, pero no fue condicién suficiente. Se combinaron muchas cosas:
cultura clasica antigua, las influencias arabes y chinas, y una larga serie de
condiciones historicas particulares de Europa, entre ellas cambios econémicos,
politicos y sociales, técnicos y cambios en el intercambio, la comunicacion y
la relacién entre los diferentes pueblos. (Estas tltimas fueron decisivas; los
arabes, por ejemplo, en posesion de la mayoria de los resultados griegos, no
pudieron hacer el salto que si daria Europa Occidental).

Foto 4.1. Leonardo da Vinci (1452-1519): arquetipo del hombre del

Renacimiento
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La combinacion de estas variables generd en la regién europea una vision del
mundo distinta y una nueva forma de sociedad. Este nuevo orden social es lo
que se llama la sociedad moderna occidental, que ha influido decisivamente
en los destinos de toda la humanidad. Tanto ha sido su impacto que muchas
veces se ha llegado a subestimar y despreciar el valor de la cultura, valores,
civilizacién y forma de vida de otras sociedades humanas.

Algunos factores deben subrayarse al estudiar el Renacimiento:

» Para el siglo XV, lo europeos contaban ya con una coleccién extraordi-
naria de los textos griegos, mas alla de los que habian servido a los es-
colésticos para crear una nueva vision del mundo “mitad cristiana mitad
aristotélica”. Esto aumentaba las posibilidades culturales y cientificas de
los intelectuales.

= Alrededor de 1450, Johann Gutemberg inventé la imprenta con lo que
la proyeccién de ideas a més personas y paises generd una auténtica
revolucién. Un ejemplo: la primera edicion por imprenta de los Elementos
de Euclides (en latin) aparecié en Venecia en 1492.

= Aunque provenientes de la China, la brijula y la pdlvora revolucionaron
la navegacion en un caso y el “arte de la guerra.®® el otro. Esto estimulaba
estudios astronémicos, para trazar cartas de navegacion, disenos de for-
tificaciones militares, estudio de proyectiles, sus trayectorias e impactos
posibles.

= Nuevos desarrollos econémicos en la mineria, la manufactura, la agricul-
tura en gran escala y el comercio generaron reclamos técnicos en una
nueva dimension.

= Las nuevas lineas econémicas y comerciales y la emersion de nuevos o
mas fuertes grupos sociales promovieron descubrimientos geograficos, ex-
pansiones politicas y sociales.

Todos estos factores incidieron en un cuestionamiento de las ideas defendi-
das por los escolasticos. Muchos datos geograficos, bioldgicos y astrondémicos,
por ejemplo, entraban en contradiccion con lo que se creia, y promovieron
una nueva vision del mundo. En la nueva visiéon del mundo, como veremos,
empezaron a ocupar relevancia la indagacion sobre la naturaleza, el disfrute
del mundo fisico, el perfeccionamiento de la mente y el cuerpo, la libertad de
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pensamiento y la confianza en la razon humana; en general: una actitud hu-
manista. El humanismo fue una primer actitud del Renacimiento: se podria
decir que se inici6 en Italia desde Petrarca y Bocaccio a principios del siglo
XIV. Era una ruptura con el modelo de pensamiento anterior que enfatizaba
absolutamente la contemplacion espiritual, de la divinidad y la salvacién de las
almas. Los nuevos tiempos promovian un cambio de enfoque hacia el individ-
uo, la persona y la vida terrenal. El cambio supuso transformaciones en todo:
arquitectura, arte, y el pensamiento; la literatura y la ciencia en particular.

Como detalle debe mencionarse que los intelectuales renacentistas favorecieron
una visién de las mateméaticas como descripcion cuantitativa del mundo. Algo
asi como la idea de Pitagoras y Platon de que la esencia de la realidad es
matematica.

Puede senalarse también que el Renacimiento no produjo grandes resulta-
dos en matematicas, lo que contrasta con lo sucedido en las otras dimensiones
culturales. Pero se estaba creando en la época las condiciones para el salto
que vendria luego en el siglo XVII: con la absorcion de la matematica griega
y arabe, y el desarrollo de las ciencias fisicas y la tecnologia, los que fueron
estimulos decisivos.

4.2. Navegacién y ciencias matematicas

Con relacién a la técnica renacentista: muchos avances se dieron en el ter-
reno de la mineria, la quimica, y la metalurgia, pero conviene senalar la ex-
traordinaria importancia de aquellas técnicas relacionadas con la navegacion.
Con el descubrimiento de América y nuevas rutas comerciales al Asia (lo que
benefici inicialmente a Espana y Portugal) la navegacién ocuparia un lugar de-
cisivo en toda esta época. No es totalmente extrano que fuese en la Astronomia
donde se abrieran los primeros fuegos por la nueva ciencia. Es precisamente
en torno a la navegacién que se puede decir se dio la primera aplicacion de la
ciencia.

Es interesante senalar que siempre existiéo una relacion importante entre
navegacién y astronomia y matematicas. En los resultados de los sumerios,
babilonios y egipcios es posible detectar esa estrecha relacion de influencias
reciprocas. Sin duda, el desarrollo del comercio y la navegacion que se abriria
con los nuevos descubrimientos geograficos fueron muy importantes en el desar-
rollo de la Astronomia y las matemdticas asociadas. En esta ocasién, ademas,
gracias a los resultados de la cultura antigua, se contaba con una buena colec-
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cién de teorias e hipétesis (bastante elaboradas) y, especialmente, un conjunto
muy grande de observaciones y datos astronémicos.

Esta relacién (asi como la captacién via isldmica de matematicas hindues y
chinas) fue esencial en la configuracién de la revolucién matemética y cientifica
del siglo XVII.

En otro orden de cosas: los nuevos descubrimientos geogréaficos tuvieron
con los anos otra consecuencia: afectaron el desarrollo y equilibrio europeos al
trasladar los centros de importancia econémica, politica, intelectual a aquellas
regiones o paises colocados frente al Atldntico. La importancia italiana (que
habia sido ruta obligada para ir a Oriente) empezé a declinar, y en su lugar
empezé a expandirse primero Espana y Portugal y, luego, los Paises Bajos e
Inglaterra.

4.3. Un poco de matematicas

La recepcion de obras matematicas clasicas a través de los arabes no tuvo
la acogida tan trascendental que se dio con las obras de literatura o incluso
otras de ciencias naturales. La dificultad de los textos griegos de Apolonio
o Arquimedes, por ejemplo, no permitia que en esas época muchas personas
pudieran apreciar la profundidad de estos trabajos. Entonces, aun existien-
do traducciones de los clésicos, tomé mucho tiempo hasta que esos trabajos
pudieran ser plenamente apreciados. Asi pues, la atencion se concentrd espe-
cialmente en los aspectos més elementales de las matematicas.

Foto 4.2. Regiomontano (1436-1476) y Albrecht Durero (1471-1528)
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Oresme y Nicolds de Cusa (1401-1464) pusieron énfasis en las medidas.
Este ultimo, que llegd a cardenal, se conoce por ser el primer europeo moder-
no en intentar resolver el problema de la cuadratura del circulo (lo que hizo
cometiendo errores). Precisamente, Regiomontano (1436-1476), el matematico
que ejercié mayor influencia en el siglo XV, le senal6 a de Cusa algunos de
sus errores en su razonamiento. Regiomontano habia estudiado en Leipzig y
Viena y también en Italia. Cuando regresé a Alemania instal6 una imprenta
y un observatorio en Nuremberg. Su propdsito era imprimir traducciones de
Arquimedes, Apolonio, Her6n y Ptolomeo, lo cual no pudo desarrollar debido
a su muerte prematura a los 40 anos. También resulta interesante mencionar
que traté de organizar la trigonometria como una rama independiente de la
astronomia (en el libro De triangulis, que no seria publicado sino hasta 1533).

Entre la segunda mitad del siglo XV a primera mitad del XVI, algunas
ciudades de la Europa central se volvieron importantes centros de elaboracion
o publicacién en matematicas y astronomia: Viena, Cracovia, Praga y Nurem-
berg.

Dos obras esencialmente aritméticas parecen haber tenido cierta influencia
en las matematicas de la época: el Triparty en la science des nombres del
francés Nicolas Chuquet, que aparecié como manuscrito en 1484, y la Summa
del italiano Luca Pacioli (1445-1514) que aparecié en Italia en 1494. Esta
ultima obra fue la que méas influencia tendria.

Resulta interesante mencionar que Pacioli publicé un libro de geometria
que se intituld De divina proporcione, que estudia poligonos y poliedros regu-
lares y la llamada “seccién durea”. Lo interesante no es debido a la calidad y
originalidad matematicas del texto (que no las tiene) sino a que las multiples
figuras que aparecen en el libro se le atribuyen a Leonardo da Vinci, el gran
ingeniero, pintor y futurista italiano que siempre ha sido visto como arquetipo
del hombre renacentista.

Parece haber consenso entre los historiadores de este periodo en que las
matemdticas del Renacimiento se caracterizaron por el desarrollo del &alge-
bra, no siguiendo el influjo geométrico griego, sino més bien las tradiciones
medievales. Aunque las ciudades italianas sirvieron para la penetracion de la
ciencia arabe y griega antigua, también debe reconocerse la existencia de tra-
bajos germéanicos en el algebra. Una de las mas importantes de éstas fue la
Aritmética integra de Stifel (un tratado del dlgebra muy completo de lo que
existia en la época publicado en 1544).
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En 1545 se produjo un importante resultado que influyé notablemente en
el trabajo de los algebristas de la época: la resolucion de la ecuacion cibica
y de la cuartica. Estas soluciones fueron publicadas por Hierénimo Cardano
(1501-1576) en su libro Ars Magna. Sin embargo, como Cardano reconoce,
éstas no le son propias: en cuanto a la ctbica, la obtuvo de Niccolo Tartaglia

(c. 1500-1557) y, en cuanto a la cudrtica, de su antiguo secretario Ludovico
Ferrari (1522-1565).

Foto 4.3. Hierénimo Cardano (1501-1576) y Niccolo Tartaglia (c.
1500-1557)

El gran historiador de las matematicas, Carl Boyer, evalia este hecho de
la siguiente forma:

“La solucién de las ecuaciones ctibica y cuartica fue probablemente
la mayor contribucién al algebra desde que los babilonios, casi cua-
tro milenios antes, habian aprendido a completar el cuadrado para
resolver las ecuaciones cuadraticas. Ningin otro descubrimiento
habia supuesto un estimulo tal para el desarrollo del algebra como
el que representaban los descubrimientos que se revelaban en el Ars
Magna.”

Otros matematicos del siglo X VI fueron Robert Recorde (1510-1558), Georg
Joachim Rheticus (1514-1576), Pierre de la Ramée (1515-1572), Johannes
Werner (1468-1522), Albrecht Diirer (1471-1528), Francesco Maurolico (1494-
1575), y Gerard Mercator (1512-1594). Recorde, galés, se afirma ser casi el
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unico matematico de cierta calidad en la Inglaterra del XVI. Rheticus prosiguié la
organizacién de la trigonometria que habia realizado Regiomontano. Calculé tablas
detalladas de todas las funciones trigonométricas. De la Ramée contribuyé a

la ensenanza de las matematicas (lo que también habia hecho Recorde). Diirer

(o Durero) en Alemania y Maurolico en Italia hicieron geometria, y Werner,
también en Alemania, promovié una renovacién del interés en la geometria de
curvas. Mercator, flamenco, fue un gedgrafo importante que se separé de las
teorias geograficas de Ptolomeo y usé instrumentos geométricos para su labor
geografica.

En el Renacimiento las matematicas tuvieron aplicacion en la mecéanica, el
arte, la agrimensura, la contabilidad, la cartografia y la éptica. En general, se
trataba de aplicaciones elementales o que recurrian a dimensiones de poco nivel
matematico. También, en el mismo periodo, hubo interés por las obras griegas
de mayor complejidad, pero no de una manera muy extendida. La ausencia
de traducciones latinas de autores como Apolonio, Arquimedes, o Pappus era
una debilidad.

La geometria, entonces, no tuvo mucho desarrollo, concentrandose los resul-
tados en el dlgebra, la cual, sin embargo, seria fundamental para la geometria
analitica y el Célculo diferencial e integral.

Paralelismo con los jonicos

El Renacimiento italiano tal vez puede ponerse en paralelo con la revoluciéon
del pensamiento que representaron los naturalistas jonicos en el siglo VII a.
C.. Las condiciones sociales, econémicas y sobre todo las culturales y politicas
fueron una base para el “milagro griego”: cierta participacion democratica y
alguna libertad del pensamiento en Jonia y en otras partes de las islas griegas
fueron muy importantes. Sélo a partir de éstas y a pesar de las limitaciones
y las continuas reacciones de siempre fue posible romper con la estabilidad de
las Civilizaciones del Bronce, jerarquizadas y rigidas social y politicamente.
Estas condiciones especiales permitieron utilizar y multiplicar insospechada-
mente los recursos técnicos y los resultados que ellas habian adquirido en sus
incursiones y contactos comerciales con esas sociedades. La actitud intelectual
de los jonicos representd un punto de partida de la ciencia griega. La actitud
intelectual renacentista también constituyé un nuevo punto de partida, esta
vez para la Ciencia Moderna.
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4.4. EJERCICIOS

4.4. Ejercicios

FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta

. El Renacimiento signific6 un reencuentro con la Antigiiedad Clasica.

El Renacimiento promovié un cambio de enfoque hacia el individuo y la
vida terrenal.

La matemaética tuvo un extraordinario desarrollo en el Renacimiento.
La navegacién fue poco importante para el progreso de la astronomia.
Cardano descubrié la solucion de la ecuacién cuértica.

De divina proporcione fue escrito por Leonardo da Vinci.

La libertad de ideas es importante para la ciencia.

PREGUNTAS DE DESARROLLO

1.

2.

Explique dos caracteristicas fundamentales del Renacimiento en Europa.

Mencione dos factores generales que dieron origen al Renacimiento. ;jPor
qué revolucionaron la cultura europea?

. Qué relacion existié entre polvora y brijula y las matematicas?
., Qué era el humanismo renacentista? Mencione tres caracteristicas.

Explique la importancia de la utilizacion de la imprenta en el desarrollo
cultural y educativo.

;Cuales son las principales caracteristicas de las matematicas en la tlti-
ma parte del Renacimiento?

. Por qué se afirma la existencia de un paralelismo entre el Renacimiento
y la actividad intelectual de jonicos en la Grecia Antigua?



Capitulo 5

REVOLUCION EN LA
COSMOLOGIA

OBJETIVOS

s Describir las principales teorias cosmologicas en la historia de la
humanidad: el heliocentrismo y el geocentrismo.

= Fzxplicar la contribucion de Copérnico.

» Conocer la contribucion de Kepler y en particular las tres Leyes de
Kepler.

» Describir la contribucion en la cosmologia de Galileo

s Conocer el contexto cultural, ideologico y politico en la historia de
la nueva astronomia.

El Célculo fue un resultado central de la época que fundamenté la sociedad
moderna de la que somos parte. No se podria entender cabalmente su significa-
do conceptual e histérico si no es con relacion a la gran reforma del pensamiento
que represento el Renacimiento y especialmente como resultado privilegiado
de la Revolucion Cientifica. Podemos decir que las contribuciones cientificas
y, especialmente, metodolégicas del siglo XVII transformaron el pensamien-

29
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to cientifico y podemos senalar que crearon el modelo moderno de la ciencia
occidental. Fue el siglo de grandes figuras intelectuales como Galileo, Harvey,
Descartes, Fermat, Newton. La fisica newtoniana engendré un paradigma (es
decir: un modelo téorico mayoritariamente aceptado) que hace menos de cien
anos todavia regia sobre el conocimiento de las leyes de la naturaleza e incluso
hoy, todavia, en muchas de sus partes, se ensena en colegios y universidades.

Esta llamada Revolucion Cientifica representé una ruptura cualitativa con
el pensamiento anterior (griego y medieval), y la apertura de una nueva época.
Para algunos, como Butterfield “...se deberia colocar -junto con el éxodo de los
antiguos o la conquista de los grandes Imperios de Alejandro el Grande y de
la Antigua Roma- entre las aventuras épicas que han hecho de la raza humana
lo que es hoy”.

La Revolucion Chientifica debe considerarse no como un proceso separado
de otras revoluciones de la época sino, precisamente, como parte especial de
otros procesos sociales: el Renacimiento, la Reforma protestante, las Revolu-
ciones politicas de los siglos XVII y XVIII y décadas después la Revolucion
Industrial del XVIII. Estos procesos, integrados en un movimiento general,
engendraron la sociedad occidental moderna. Mas ain, aunque se traté de
procesos auténomos, las influencias y relaciones reciprocas fueron en si partes
constitutivas de su desarrollo.

Las actitudes e ideas cognoscitivas, politicas y morales que se fueron generan-
do desde el siglo XV, al mismo tiempo que expresaban intereses y voluntades
politicas y econémicas, fueron factor activo de la edificaciéon de un nuevo orden
social.

Para el progreso de los métodos y la orientacion de la ciencia fue decisiva la
contribucion de Francis Bacon, René Descartes y Galileo Galilei en la primera
mitad del siglo XVII. Los tres hicieron aportes fundamentales en la promocién
del método experimental y empirico y una descripciéon matematica y mecanica
de los fenémenos de la naturaleza. Ademas, la proyeccién y defensa de sus ideas
contribuyé a favorecer la independencia de la ciencia y a fortalecer espacios de
tolerancia, racionalidad y respeto en la evoluciéon de las ideas.

Los nuevos métodos fueron dirigidos contra el modelo de pensamiento an-
terior, aristotélico y escoléstico, y especialmente contra el corazén mismo de la
ideologia dominante: la cosmologia geocéntrica. Muchas de las batallas se tu-
vieron que dar precisamente en la astronomia. La revolucién en la cosmologia
abri6 una nueva percepcién del mundo, pero también de la especie humana (a
la que se anadiria, ya en el siglo XIX, otra revolucién: la teoria de la evolucién
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por Charles Darwin). Por ahi es que vamos a penetrar en las nuevas ideas.

5.1. Copérnico: el heliocentrismo

La teoria heliocéntrica de Copérnico se rebelé contra la cosmologia aris-
totélica y ptolomeica. Retomé la idea antigua de los pitagoricos y de Aristarco
que los planetas giran alrededor del Sol. Debe senalarse que los pitagéricos
habian afirmado que los planetas (incluyendo el Sol) se movian alrededor de
un gran fuego central. Plantearon el movimiento circular de los cuerpos celestes
y su forma esférica. Tiempo después, Aristarco de Samos (circa 310 a. C.), el
principal astrénomo del periodo alejandrino, creé métodos ingeniosos para cal-
cular las distancias relativas entre el Sol, Luna y Tierra; y la relacion entre el
didmetro terrestre y lunar. Afirmé (segun el testimonio de Arquimedes) que
el Sol permanecia inmévil con relacion a las estrellas fijas y que la Tierra se
movia alrededor de éste en forma circular una vez al ano.

Foto 5.1. Tycho Brahe (1546-1601) y Nicolds Copérnico (1473-1543)

Nicolas Copérnico nacio en 1473 en Polonia, y estudié matemaéticas y cien-
cias en la Universidad de Cracovia. A la edad de 23 anos fue a estudiar a
Bolonia (Italia). También estudié medicina y derecho canénico (de la Iglesia).
De regreso a Polonia fue administrador de la Catedral de Frauenburg (hoy
Frombork) durante mas de 30 afos hasta su muerte en 1543.
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Copérnico escribié su De rebolutionivus orbium coelestium ( “La revolucidn
de los cuerpos celestes”) que salié a la luz el ano de su misma muerte, 1543.
Aunque desde joven se inclinaba por el heliocentrismo, no se atrevié a hacer
una defensa muy fuerte de sus ideas. El libro sali6 a la luz incluso, gracias a los
oficios de Osiander, con un prélogo que decia que las ideas vertidas eran meras
hipétesis matematicas y no verdaderas posiciones de Copérnico. Al publicarse
la obra nadie quiso defenderla o propagarla. Seria Galileo quien asumiria ese
reto. Sin embargo, una vez que la obra empezé a difundirse la Iglesia calificd de
herético el sistema de Copérnico por estar en contradiccién con las Escrituras,
y el libro fue colocado en el Indice Expurgatorio de la Curia Romana el 5 de
marzo de 1616 (73 anos después de su publicacion).

Es interesante senialar que en el mismo ano de 1543 Vesalio publicaba su De
humani corporis fabrica, la primera descripcion anatémica completa del cuerpo
humano. En 1537, Vesalio fundé la Escuela de Medicina de la Universidad de
Padua, cuya tradicion empataria directamente anos después con el trabajo del
mismo William Harvey.

El mérito de la tesis heliocentrista

Para entender mejor lo que significé la tesis copernicana conviene resumir
antes algunas de las ideas aristotélicas y escolasticas que dominaban en aque-
llos tiempos. Nadie mejor que el célebre fisico britdnico de nuestra época,
Stephen Hawking, para sintetizar este contexto:

“Aristételes creia que la Tierra era estacionaria y que el Sol, la
Luna, los planetas y las estrellas se movian en orbitas circulares
alrededor de ella. Creia eso porque estaba convencido, por razones
misticas, de que la Tierra era el centro del Universo y el movimiento
circular era el mas perfecto. Esta idea fue ampliada por Ptolomeo
en el siglo II después de Cristo, hasta constituir un modelo cos-
molégico completo. La Tierra permanecié en el centro, rodeada
por 8 esferas que transportaban la Luna, el Sol, las estrellas y los
cinco planetas conocidos en aquel tiempo, Mercurio, Venus, Marte,
Jupiter y Saturno. Los planetas se movian en circulos mas pequenos
engarzados en sus respectivas esferas, para que asi se pudieran ex-
plicar sus relativamente complicadas trayectorias celestes. La esfera
mas externa transportaba a las llamadas estrellas fijas las cuales
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siempre permanecian en las mismas posiciones relativas, las unas
con respecto de las otras, lo que habia detras de la tltima esfera
nunca fue descrito con claridad, pero ciertamente no era parte del
Universo observable por el hombre.

El modelo de Ptolomeo proporcionaba un sistema razonable-
mente preciso para predecir las posiciones de los cuerpos celestes
en el firmamento. Pero, para poder predecir dichas posiciones cor-
rectamente, Ptolomeo tenia que suponer que la Luna seguia un
camino que la situaba en algunos instantes dos veces mas cerca de
la Tierra que otro. ;Y esto significaba que la Luna deberia aparecer
a veces con tamano doble del que usualmente tiene?

Ptolomeo reconocia esta inconsistencia, a pesar de lo cual su
modelo fue amplia aunque no universalmente aceptado. Fue adop-
tado por la Iglesia Cristiana como la imagen del Universo que es-
taba de acuerdo con las Escrituras, y que, ademas, presentaba la
gran ventaja de dejar fuera de la esfera de las estrellas fijas una
enorme cantidad de espacio para el cielo y el infierno.”

Stephen Hawking
Historia del tiempo
1988.

El mérito de la teoria heliocéntrica de Copérnico no era que estuviera en
mayor acuerdo con las observaciones registradas que la teoria de Ptolomeo
(con sus modificaciones posteriores). El mérito residia en que el nuevo punto de
vista simplificaba las explicaciones sin tener que introducir muchos elementos
(los llamados epiciclos de la teoria de Ptolomeo eran de complejidad creciente
conforme aumentaban las nuevas observaciones). Por ejemplo, con solo usar el
Sol como centro y no la Tierra el esquema copernicano ocupaba solamente 34
circulos y no los 77 del esquema ptolomeico (para no entrar en contradiccion
con las ideas dominantes).

Asumir el punto revolucionario en esos tiempos no era facil. EI mismo
Tycho Brahe (1546-1601), un gran astréonomo danés, se distancié de las ideas
copernicanas y tratd de mejorar el esquema ptolomeico.
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Foto 5.2. Aristdteles (384-322 a.C.) y Claudio Ptolomeo (c. 85-165
d.c.)

5.2. Kepler: la geometria celeste

Para el progreso del heliocentrismo fue muy importante el trabajo de Jo-
hannes Kepler (1571-1630). Toda su vida estuvo llena de dificultades. Nacié en
Leonberg (hoy Alemania). Hijo de un alcohdlico que pasé de ser mercenario a
cantinero. Su esposa y varios de sus hijos murieron. Su madre fue acusada de
brujeria y, siendo luterano, fue perseguido por los catélicos. Aun asi, Kepler
siguié sus investigaciones cientificas y matematicas. Kepler estudié en la Uni-
versidad de Tiibingen, donde conoci6 las teorias astronémicas de Ptolomeo
y Copérnico. Originalmente Kepler queria ser cura, pero fue convencido de
ensenar matematicas en Graz. Desde muy pronto, en 1596, Kepler argumento a
favor de las tesis copernicanas (en su libro Mysterium Cosmographicum). En
1600 Kepler fue a Praga como asistente de Tycho Brahe, quien murié en 1601.
Kepler continué entonces el trabajo de Tycho de codificar las observaciones
planetarias.
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Foto 5.3. Johannes Kepler (1571-1630)

Desde el punto de vista de la historia de la ciencia, su trabajo fue tal vez méas
revolucionario que el del mismo Copérnico. No solo adopté el heliocentrismo
sino que, ademas, uso la elipse en sus descripciones del movimiento planetario,
y no el circulo tradicional y casi sagrado. Siempre afirmé que la ciencia es
independiente de las doctrinas filosoficas y religiosas, y que las teorias deben
probarse en la experiencia fisica. Tanto Copérnico como Kepler eran muy re-
ligiosos, pero ambos negaron la idea escolastica de que el hombre y la Tierra
son el centro de la creacién (lo que se apoyaba con la teoria geocéntrica de
Ptolomeo).

Muchas otras importantes obras cientificas y técnicas fueron publicadas en
la época: la Pyrotechnica de Biriguccio (1480-1539), De re metallica de Agricola
(1490-1555) o, mds tarde, libros como los de Gesner (1516-1565), Rondelet
(1507-1566) y Beldn (1517-1564). La proyeccion de las ideas y actitudes nuevas
fue multiplicada por el uso de la imprenta.
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Las leyes keplerianas

Kepler enuncié en su obra de 1609 Astronomia Nova sus primeras 2 leyes
de la astronomia:

n Elipse

Figura 5.1. Las drbitas planetarias

(a) que los planetas se mueven alrededor del Sol con drbitas elipticas y que
el Sol es uno de los focos de la elipse;

< Orbita planeta

Foco

Figura 5.2. La sequnda ley de Kepler

(b) y que el radio vector que va del Sol a un planeta barre dreas iguales en
tiempos iguales.
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Los astréonomos de la época no aceptaron estas 2 leyes de Kepler con mucho
entusiasmo. Con relacion a la primera, tuvo una fria aceptacion y se penso que
requeria mucha investigacién adicional para ser confirmada. La segunda fue
esencialmente ignorada por cerca de 80 anos.

Una tercera ley presenté Kepler en 1619 en el libro Harmonice mundi:

“Los cuadrados de los periodos de los planetas son proporcionales
a los cubos de los radios medios de sus érbitas”.

Esta ley si fue aceptada desde el primer momento.
Las primeras dos leyes fueron formuladas para el planeta Marte, y la se-
gunda involucraba una técnica numérica que se asemeja al calculo integral.
Kepler publicé dos libros que contribuyeron mucho al progreso del coperni-
canismo: Epitome astronomiae copernicanae (1618-1621) y Tablas Rodolfinas
(1627), este tltimo basado en las observaciones de Tycho Brahe y las leyes
keplerianas.

5.3. Galileo y la nueva cosmologia

Galileo Galilei asumié la defensa de las ideas de Copérnico, integrando en
sus trabajos los resultados facticos obtenidos por Brahe y Kepler.

Para sus resultados Galileo (al igual que Kepler) usé como base los avances
hechos por los mateméaticos renacentistas (Cardano y Tartaglia), pero su prin-
cipal instrumento de batalla fue el telescopio (producto de la tradicién arte-
sanal). A través del telescopio pudo descubrir importantes hechos que deses-
timaban el geocentrismo y favorecian la interpretacién copernicana: que la
Luna tenfa depresiones y montanas, que Venus muestra fases como la Luna,
que Saturno parece estar dividido en tres partes, que el Sol posee manchas y
que en torno a Jupiter giran tres estrellas o lunas.

Galileo habia estudiado primero medicina en Pisa, pero su interés en la
obra de Arquimedes y Euclides lo llevé hacia las matematicas. Después de
ensenar privadamente en Florencia y luego en la Universidad de Pisa, Galileo
fue contratado como profesor de matematicas en la Universidad de Padua
(Venecia) en 1592. Venecia era un principado independiente de la Roma papal y
ofrecia extraordinarias condiciones de libertad para el ejercicio del pensamiento
critico y reformador, y para el progreso de la nueva ciencia. Casi 20 afios
después, Galileo se convirtiéo en el matematico y filésofo natural del Gran
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Duque de Tuscana (Cosimo II de’Medici). En Florencia continué su trabajo y
empezoé a tener conflictos alrededor del copernicanismo.
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Foto 5.4. FEl telescopio: instrumento fundamental hacia una nueva

cosmologia.

Frente al esquema medieval

En 1610, publicé Sidereus Nuncius (Mensagjero de las estrellas), condensan-
do sus observaciones revolucionarias. Las observaciones de Galileo ponian en
aprietos al modelo aristotélico y escolastico. Aristoteles establecia tres princi-
pios centrales en su Fisica: un universo limitado, incorruptible y geocéntrico.
El firmamento es inmutable en ese esquema y el ntimero de astros es fijo. Por
medio del telescopio Galileo demostré que el nimero fijo de estrellas que se
vela a simple vista era muy pequeno, cambiaba toda la perspectiva si se usaba
el telescopio. Aristételes habia contado menos de 2000 estrellas; con el tele-
scopio Galileo multiplicaba ese nimero. La observacién empujaba hacia que el
firmamento no era inmutable. De igual forma, en 1609 Galileo mostraba que
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la Luna no era una esfera perfecta, lisa y brillante (como habia establecido
Aristételes), y se podia comparar con la Tierra (lo que tampoco se aceptaba
entonces). Galileo decia:

“Cuando alguno quisiera parangonarla a la Tierra, las manchas de
la Luna corresponderian a los mares y la parte luminosa a los con-
tinentes de la superficie terrestre, y yo verdaderamente he tenido
desde antes la opinién de que, si se viera de gran distancia el globo
terrestre, iluminado por el Sol, mas licido seria el aspecto del ter-
reno y mas oscuro el de los mares”.

En la época no era admisible la existencia de astros que giraran alrededor
de otros aparte de la Tierra. Por eso al mostrar Galileo las lunas de Jupiter
atacaba objetivamente el geocentrismo: La Tierra no era excepcional. [Galileo
descubri6 4 de los 17 satélites que tiene Jupiter|. De la misma manera, al des-
cubrir las fases de Venus (como las que tiene la Luna), se mostraba que Venus
debia poseer una érbita alrededor del Sol y no de la Tierra. El descubrimien-
to de manchas solares iba contra la “incorruptibilidad”del Sol que afirmaban
los aristotélicos. Con el estudio de las manchas Galileo logré determinar el
movimiento de rotacion del Sol.

En el centro del universo

En esa época se pensaba que la Tierra era el centro del universo (y por
eso se asumia como cierta la teorfa geocéntrica) porque Dios habia creado al
hombre sobre la faz de la Tierra. El cardenal jesuita Roberto Bellarmino decia
en una carta famosa:

“Como es de vuestro conocimiento, el Concilio de Trento prohibe
la interpretacién de las Escrituras de modo contrario a la comin
opinién de los santos padres. Ahora bien, si Vuestra Reverencia lee,
no ya a los padres, sino a los modernos comentaristas del Génesis,
los Salmos, el Eclesiatés y Josué, descubrird que todos estdn de
acuerdo en su interpretacion de que literalmente ensenan que el
Sol se halla en el firmamento y gira alrededor de la Tierra con
enorme velocidad, que la Tierra se halla muy distante del cielo, en
el centro del universo e inmévil”.
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Con gran honestidad, en esta carta dirigida al padre Paolo Foscarini, Bellarmi-
no declara los temores de la Iglesia de entonces:

“... querer afirmar de manera certisima que el Sol se halla en el
centro del universo y solo gira alrededor de su eje, sin efectuar
movimiento de oriente a poniente, es una actitud muy peligrosa y
que se supone que agitaria no solo a los filésofos y tedlogos escoléasti-
cos sino que a la vez perjudicaria a nuestra santa fe al contradecir
a las Sagradas Escrituras”. (12 de abril de 1615).

Una historia de intolerancia

Se supone que Galileo recibié en 1616 una advertencia por parte de la
Inquisicién en el sentido de que no debia seguir defendiendo el copernicanismo.
El contenido de esa advertencia no se conoce con certeza.

En 1632, veintidos anos después de aquel libro, en su Dialogo dei massi-
mi sistemi (Didlogo concerniente a los dos sistemas del mundo: el ptolomeico
y el copernicano,) publicado en Florencia y dedicado al Papa, Galileo se di-
rigié frontalmente contra la cosmologia aceptada y la filosofia aristotélica. El
Didlogo fue escrito en italiano para buscar una mayor audiencia para sus ideas.
El Papa Urbano VIII le habia concedido permiso a Galileo para publicar este
libro si lo hacia mateméatico y no doctrinario.

Galileo fue llevado a juicio por la Inquisicién en 1633 y condenado a arresto
domiciliario durante el resto de su vida. También fue obligado a retractarse de
sus ideas y a no publicar mas. El Didlogo era una auténtica “provocacion”de
Galileo. Tal vez considerd que ya viejo no importaba su audacia o, tal vez,
pensé que por su prestigio y por su amistad con el Papa Urbano VIII tenia
asegurado el camino. Sea como sea su proceso significd, de hecho y a pesar de
su sufrimiento personal, una proyeccion mayor de las ideas copernicanas.

No obstante Galileo escribié otra gran obra sobre su trabajo de afios en
torno al movimiento: Discorsi e dimostrazioni matematiche intorno a due
nuove szience (Didlogo y Demostraciones Matemdticas Concernientes Dos Nuevas
Ciencias.) Sacado de Italia, el libro fue publicado en Leiden (Holanda) en 1638,
influyendo decisivamente en el pensamiento cientifico.
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Foto 5.5. Portada de una edicién del libro Mensajero de las es-
trellas.

Durante muchos anos nada se pudo publicar a favor de Galileo. Fue hasta
abril de 1757 que el Papa Benito XIV declaré nulo el decreto de 1616 que
prohibia sostener o ensenar el sistema de Copérnico. En 1893 las opiniones de
Galileo fueron aceptadas por la Iglesia Catdlica (Enciclica Providentissimus
Deus, con el Papa Le6n XIII). Ya, més recientemente, en los tltimos anos la
Iglesia reconocié que el juicio de Galileo habia sido un error.

La historia de intolerancia con el copernicanismo no fue exclusivo de la
Iglesia Catdlica. Por ejemplo, el mismo Lutero se llegd a expresar asi:

“... las gentes prestan oido a un astréonomo advenedizo que traté de
demostrar que la Tierra gira, no el cielo o el firmamento, el Sol
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y la Luna. Quien quiere aparecer inteligente debe concebir algin
sistema nuevo o que sea, por cierto, el mejor de ellos. Este necio
desea dar vuelta a toda la ciencia astrondémica; pero la Sagrada
Escritura nos dice que Josué ordend al Sol que se detuviera y no a
la Tierra”.

Foto 5.6. Un retrato de Galileo Galilei (1564-1642), aun joven, y del
cardenal jesuita Roberto Bellarmino (1542-1621)

En 1679, la Facultad de Teologia Protestante de Upsala (Suecia) condeno al
cientifico Niels Celsius por defender y ensenar el sistema copernicano. Y el
mismo Miguel Servet fue quemado vivo con todos sus libros, en Ginebra (Suiza)
el 27 de octubre de 1553, y fue nada menos que Calvino el gran inquisidor en
este terrible hecho.

Stephen Hawking resume esta historia sobre Galileo de la siguiente forma:

“El libro, Didlogo sobre los dos mdximos sistemas del mundo, fue
terminado y publicado en 1632, con el respaldo absoluto de los cen-
sores, v fue inmediatamente recibido en toda Europa, como una
obra maestra, literaria y filoséfica. Pronto el Papa, dandose cuenta
de que la gente estaba viendo el libro como un convincente argu-
mento en favor del copernicanismo, se arrepintié de haber permiti-
do su publicacion. El Papa argumenté que aunque el libro tenia la
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bendicion oficial de los censores, Galileo habia contravenido el de-
creto de 1616. Llevo a Galileo ante la Inquisicién, que lo sentencio a
prision domiciliaria de por vida y le ordené que renunciara publi-
camente al copernicanismo. Por segunda vez Galileo se sometio.
Galileo siguié siendo un catélico fiel, pero su creencia en la inde-
pendencia de la ciencia no habia sido destruida. Cuatro anos antes
de su muerte, en 1642, mientras estaba atin preso en su casa, el
manuscrito de su segundo libro importante fue pasado de contra-
bando a un editor en Holanda. Este trabajo, conocido como Dos
nuevas ciencias, mas incluso que su apoyo a Copérnico, fue lo que
iba a constituir la génesis de la fisica moderna.”

Stephen Hawking
Historia del tiempo
1988.

La lucha por una nueva cosmologia fue un motor formidable no solo de la
ciencia moderna sino especialmente del progreso de la libertad de pensamiento.

5.4. Ejercicios
FALSO O VERDADERO
Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta
1. El heliocentrismo de Copérnico era heredero de las ideas de Aristételes.
2. Copérnico defendié fuertemente el heliocentrismo desde joven.

3. La cosmologia de Copérnico simplificaba las explicaciones de Ptolomeo.
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5.4. EJERCICIOS

Kepler descubrié que los planetas se trasladan alrededor del Sol con
orbitas circulares.

Las dos primeras leyes de Kepler fueron aceptadas rapidamente por los
intelectuales de la época.

Galileo conté con la ayuda del telescopio del Monte Palomar para hacer
sus descubrimientos.

Para Aristoteles el Universo era limitado, incorruptible y geocéntrico.

. Ya anciano y ciego, Galileo fue condenado a arresto domiciliario.

El Didlogo concerniente a los dos sistemas del mundo fue la obra revolu-
cionaria de Copérnico.

PREGUNTAS DE DESARROLLO

1.

Explique brevemente el modelo cosmoldgico de Ptolomeo. Ofrezca tres
caracteristicas del mismo.

Explique la “inconsistencia”’del modelo de Ptolomeo con relacion a la
Luna.

. ¢ Por qué el modelo de Ptolomeo fue adoptado por la Iglesia Catdlica de

aquella época?

.Qué era la Teoria Heliocéntrica? jEn qué consistié el mérito principal
de la obra de Copérnico?

Enuncie las tres Leyes de Kepler.
Explique el significado de la Tercera Ley de Kepler.

Mencione dos resultados de Galileo que pusieron en aprietos la visién
cosmoldgica de la época. Explique en cada caso por qué.

Resuma la posicion asumida por el cardenal jesuita Roberto Bellarmino
con relacion a la cosmologia heliocéntrica.

Explique la posicién de Lutero con relacién a Copérnico (citada en este
libro).
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Foto 5.7. Andreas Vesalio (1514-1564). Médico y anatomista flamen-
co. Padre de la Anatomia moderna. Otra dimension de las nuevas ideas
cientificas.



Capitulo 6

L.OS METODOS DE LA
NUEVA CIENCIA

OBJETIVOS

s Fzxplicar las caracteristicas fundamentales de la ciencia moderna.

» Senalar algunos aspectos de la metodologia cientifica presentes en
Galileo, Bacon y Descartes.

= Fxplicar el significado de los términos epistemologicos empirismo y
racionalismo.

» Conocer el papel que jugaron las sociedades cientificas en la con-
struccion de la nueva ciencia.

El principal problema del sistema escolastico era que las “verdades” pretendian
ser obtenidas por la revelacion divina y no por el ejercicio de la experiencia y
la razén. Antes del Renacimiento los pocos intentos de acudir a la experien-
cia como fuente de conocimiento (por ejemplo, Roger Bacon) no contaron con
mucho éxito y proyeccién. El método experimental integrado a la descripcién
matematica establecié el mecanismo motor de la ciencia moderna. De hecho,
en la Antigiiedad (se afirma que desde Hipdcrates y, con mas seguridad, con
los discipulos del Liceo del periodo alejandrino) se habian realizado, pero no en

7
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las extraordinarias condiciones y con relacion a la cuantificaciéon matematica
del siglo XVII.

Foto 6.1. La imagen mds conocida de Galileo.

6.1. Galileo y la nueva ciencia

Para la ciencia propiamente debe decirse que el trabajo fundamental de
Galileo no fue, sin embargo, en la Astronomia. Fue en el estudio de la mecanica
y la descripciéon matematica del movimiento. La cuantificacién matematica de
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las proposiciones sobre la naturaleza representé una ruptura cognoscitiva con
relacion al modelo cualitativo, rigido y abstracto medieval y aristotélico. Pero,
ademas, lo esencial fue la metodologia que empled en el proceso: la realizacién
de experimentos controlados para demostrar sus teorias, o modificarlas.

La visién galileana del método de la ciencia fue de una gran profundidad
tedrica. No solo establecia que la naturaleza de las leyes del mundo se podian
describir con las matematicas, sino que los primeros principios o axiomas (de
los que se podia partir para luego deducir las leyes matematicamente) debian
establecerse por la via de la experiencia y la experimentacién. En esto Galileo
se separaba radicalmente no solo de los griegos y los medievales, sino también
incluso del mismo Descartes (filésofo y matemético francés que estudiaremos
luego). Pues, para Descartes y los pensadores previos a Galileo, los primeros
principios debian ser extraidos de la mente. Durante siglos el método domi-
nante fue el de acoplar y ajustar las observaciones empiricas a las ideas pre-
concebidas. Galileo rompié decisivamente con ese modelo, aunque en su caso el
énfasis metodoldgico de su propio trabajo residiera mas bien en la formulacion
matemadtica (tedrica).

A manera de comentario, debemos senalar que todos estos grandes cientifi-
cos (cuya obra luego retomaremos) Kepler, Galileo, Descartes, Huygens, New-
ton, eran (unos m&s otros menos) mas bien matemadticos tratando de dar
descripciones cuantitativas y matematicas de la realidad fisica, y no tanto
“experimentadores.?ctivos que encontraban a partir de su experiencia empiri-
ca las relaciones matematicas. El punto de partida era mas bien tedrico.

El método experimental representaba, bien entendido, un peligro contra el
orden intelectual aristotélico y escoldstico tal vez mas peligroso que el helio-
centrismo. Galileo fue un auténtico profeta de la nueva ciencia, que ayudaria
a echar por tierra la vision y el orden social anteriores.

Contemporaneo a Galileo fue Harvey (1578-1657) que intenté una expli-
cacion mecdanica de la circulacién de la sangre. En 1628 publicaba Ezencitatio
anatomica de motu cordis et sanguinis in animalibus que representaba (aunque
en la tradicién de Vesalio) una nueva anatomia y fisiologia. Este estudio de la
circulacion de la sangre fue realizado en el marco de la metodologia experimen-
tal y la visién mecanicista del mundo. [Debe mencionarse que fue el espanol
Miguel Servet el descubridor de la circulacién sanguineal.
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Foto 6.2. Portada del libro de Galileo: Didlogo y Demostraciones

Matematicas Concernientes Dos Nuevas Ciencias.

La descripcién matematica

No puede dejar de subrayarse que el trabajo de Galileo no solo en as-
tronomia (lo que le opuso al orden ideolégico y politico de su época), sino en la
formulacion matemdtica de las leyes del movimiento (que incluye el movimien-
to uniforme, el uniformemente acelerado, el de los proyectiles), expandié la idea
de que las leyes de la naturaleza son matemdticas (lo que fue importante en
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el siglo XVII). Pero no de una manera dogmaética y abstracta como en Platén
(que més bien trataba de reducir la realidad a las matemadticas), sino como
una armonia entre matematicas y realidad establecida a partir del experimen-
to vy la observacién critica. Por ejemplo, si el circulo, figura mitica para los
platonicos, no servia para explicar el movimiento planetario, entonces habia
que usar otra que correspondiera a la experiencia. Galileo subrayaba el papel
central de las matematicas, pero a su vez su caracter instrumental asociado a
la experiencia controlada. Esto es esencial para la ciencia moderna.

d = 4,9t

aceleracién = gravedad

Figura 6.1. La caida de los cuerpos

Un ejemplo que ilustra el punto de vista —claramente revolucionario— de
Galileo: Los seguidores del gran filésofo griego Aristételes (y también los pen-
sadores medievales) veian el asunto de la caida libre en forma cualitativa.
Decian que los cuerpos caen porque tienen un peso y caen hacia la tierra
porque todos los objetos buscan su lugar natural y el lugar natural de todos
los cuerpos celestes es el centro de la Tierra. Segin Aristételes, ademas, los
cuerpos caen con una velocidad que depende del peso que posee; un cuerpo
mas pesado cae mas rapido que uno liviano. Galileo descubrié que ese razon-
amiento es incorrecto: los cuerpos caen a la misma velocidad (si se elimina la
friccién del aire).

Este resultado ya era conocido en su época. De hecho, el matematico Simén
Stevin (1546-1620), en la obra FEstdtica e Hidrostdtica (1586), describié sus
experimentos sobre la caida de los cuerpos. Galileo llegd a las mismas conclu-
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siones que Stevin.

Hawking resume la situacién de una manera muy clara:

“La tradicion aristotélica también mantenia que se podian deducir
todas las leyes que gobiernan el Universo por medio del pensamien-
to puro: no era necesario comprobar por medio de la observacién.
Asi nadie antes de Galileo se preocup6 de ver si los cuerpos con pe-
sos diferentes cafan con velocidades diferentes. Se dice que Galileo
demostrd que las anteriores ideas de Aristoteles eran falsas dejando
caer diferentes pesos desde la torre inclinada de Pisa. Es casi seguro
que esta historia no es cierta, aunque lo que si hizo Galileo fue algo
equivalente, dejo caer bolas de distintos pesos a lo largo de un plano
inclinado. La situacion es muy similar a la de los cuerpos pesados
que caen verticalmente, pero es mas facil de observar porque las
velocidades son menores. Las mediciones de Galileo determinaron
que cada cuerpo aumentaba su velocidad al mismo ritmo, indepen-
dientemente de su peso. Por ejemplo, si se suelta una bola en una
pendiente que desciende un metro por cada diez metros de recorri-
do, la bola caera por la pendiente con una velocidad de un metro
por segundo después de un segundo, de 2 metros por segundo de-
spués de dos segundos, y asi sucesivamente, sin importar lo pesada
que sea la bola. Por supuesto que una bola de plomo caerd mas
rapidamente que una pluma, pero ello se debe Unicamente a que
la pluma es frenada por la resistencia del aire. Si uno soltara dos
cuerpos de plomo caerian con la misma rapidez.

Las mediciones de Galileo sirvieron de base a Newton para la
obtencion de sus Leyes del Movimiento.”

Stephen Hawking
Historia del tiempo
1988.
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Foto 6.3. La torre inclinada de Pisa, Italia.

Lo importante en este asunto es que Galileo cuestionaba la metodologia
aristotélica y la sustituia por una experimental. Ademaés, para Galileo el asunto
se expresaba por ejemplo con las féormulas: v = 9,8 x t o d = 4,9 x t2.

Términos como “lugar natural.® “esencias”, “movimientos violentos y nat-
urales”, que usaban los aristotélicos no son cuantificables. El método de Galileo

ofrecia descripciones cuantificables del mundo que se podian contrastar a través
de la experiencia.
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6.2. Otros profetas de la nueva ciencia: Bacon
y Descartes

Otros importantes profetas de la nueva ciencia fueron el inglés Francis
Bacon (1561-1626) y René Descartes (1596-1650).

Bacon: profeta del método experimental

Bacon fue un filésofo més que un cientifico. Fue Lord Canciller de
Inglaterra bajo Jaime I. Fue de los primeros en tomar conciencia del significado
de la nueva ciencia y se dedicé a la promocion del método experimental y a la
buisqueda de instrumentos institucionales que fomentaran la ciencia. En 1605
publicé El avance del saber y en 1620 (parcialmente) el Novum Organum, en
la que se establecia un analisis del método cientifico.

Bacon se enfrenté contra el fundamento del pensamiento aristotélico afir-
mando el método experimental con base en la induccién cientifica: el conocimien-
to debe ser producto de la repeticion de observaciones de hechos particulares,
que se organizan y analizan sistematicamente. Bacon no quiso constituir un
sistema filoséfico. Asumié las tradiciones de Roger Bacon y otros primeros
empiristas; y empujo cierto sentido utilitario en la nueva ciencia. De hecho,
se esforzo por unificar las tradiciones eruditas y artesanales. Por otra parte,
su empirismo no incluia privilegiadamente a las matematicas y a la logica
deductiva. Esto ultimo era una importante debilidad de su aproximacion.

Descartes y la filosofia moderna

Descartes nacié en La Haya, Turena (Francia) en 1596. Aunque se habia
graduado como abogado en la Universidad de Poiters, muy pronto inicié el
estudio de las matemaéticas y no las abandoné incluso mientras participaba
como soldado durante 9 anos de su vida. La mayoria de sus obras fueron
escritas durante los 20 afios que vivié en Holanda. Aunque Descartes no quizo
entrar en contradiccion con la religion y las leyes de Francia, prefirié instalarse
en Holanda (desde 1629) para trabajar con mayor libertad. Murié en Suecia
en 1650, de neumonia, luego de haber estado un ano en la corte de la reina
Cristina.
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Foto 6.4. Portada del libro de Francis Bacon Instauratio Magna
(La Gran Instauracién) de 1620. Nétese los pilares de Hércules en el

frontespicio. Este libro incluia el Novum Organum.
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Descartes fue un gran filésofo, uno de los fundadores de la biologia mod-
erna, fisico y mateméatico. Sus ideas fueron dominantes durante el siglo XVII.
Sus dos primeros libros fueron Regulae ad Directionem Ingenii (“Reglas para
la direccion de la mente”) en 1628, y Le Monde (“Sistema del mundo”) en
1634. La primera fue publicada péstumamente y la segunda Descartes no la
publicé por temor a la persecucion de la Iglesia Catolica, pues explicaba cémo
los planetas orbitaban alrededor del Sol.

Aunque escribié otras obras de interés, la méas decisiva intelectualmente
y mas famosa fue el Discours de la méthode pour bien conduire sa raison, et
chercher la vérité dans les sciences (“Discurso del Método”), en 1637. Este
libro contiene 3 apéndices que no suelen incorporarse en las tipicas ediciones
modernas del libro: La Géométrie, La Dioptrique y Les Méteores.

A pesar de que Descartes era religioso devoto, e incluso habia ofrecido una
prueba de la existencia de Dios, la Inquisicién consideré que sus obras debian
castigarse y fueron colocados en el Indice de libros prohibidos poco tiempo
después de su muerte.

El método cartesiano

Descartes rechazo la filosofia escolastica y busco ofrecer un método difer-
ente para establecer el conocimiento verdadero de la realidad: era en esencia
el método de las matemadticas, o lo que él interpretaba como método de las
matematicas. Fundamentalmente el método establecia tres cosas:

= aceptar como cierto solo aquello que aparecia a la mente como cierto y

verdadero;

= este proceso nos debe brindar ideas basicas, claras y distintas; y, final-
mente,

= a partir de estas ideas y por medio de la deduccion légica se obtiene
conocimiento verdadero.

Descartes utiliza entonces el principio de la evidencia de verdades innatas,
claras y distintas. Por medio de la duda metddica exige evidencia racional
para el conocimiento. Concluyé asi varias verdades segun él: la primera es la
propia existencia (“pienso luego existo”), y la segunda es la percepcién del
mundo exterior (el mundo existe). La tercera es la comprensién de la estruc-
tura matemadtica del mundo (la estructura del mundo es matemética). Para
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Descartes, que estas evidencias (segin él) no sean producto de un genio maléfi-
co, y sean entonces reales, lo garantiza la existencia de Dios. Es decir, para
Descartes la existencia de Dios es el fundamento de sus evidencias racionales.

Foto 6.5. René Descartes (1596-1650)

Con lo anterior, Descartes ponia en relieve dos caracteristicas de las matematicas:
la aztomdatica, y la derivacion logica. Pensaba que se podia aplicar a todas las
areas del conocimiento y, precisamente, los 3 apéndices mencionados antes
buscaban ser un ejemplo de la aplicacién de su método.
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El mecanicismo y la influencia cartesiana

Se anade a su método filoséfico y cientifico la defensa del mecanicismo, es
decir la teoria que afirma que todos los fendmenos de la naturaleza se pueden
describir a través de las leyes de la mecanica. El mecanicismo ha ocupado un
papel muy importante en la cultura y ciencia occidentales hasta nuestros dias.

Descartes se separd también de las ideas dominantes en su tiempo al afirmar
que la Tierra y los astros (la Tierra y el cielo) son de la misma naturaleza y,
ademads, que el universo era “indefinidoz admitia alteraciones momentaneas de
las leyes de la naturaleza. Para la tradicién aristotélica y escoléstica, el mundo
era creado y se mantenia inmutable, se conservaba perpétuamente. Descartes
ademds afirmaba que existia una separacién entre los dominios de la ciencia y
la fe: los argumentos de fe y autoridad deben estar excluidos del razonamiento
critico y cientifico.

El cartesianismo tuvo mucha influencia en Francia y Europa. Para el en-
tierro de Descartes, a pesar de haber sido religioso e incluso haber ofrecido
una demostracion de la existencia de Dios, los jesuitas lograron que el Rey de
Francia prohibiese la usual oraciéon ptublica del canciller de la Universidad de
Paris en elogio al gran filésofo. También se prohibié entonces la ensenianza del
cartesianismo en las universidades francesas.

Descartes promovié mas bien el método deductivo y el poder de la razon.
Como matemaético establecié la geometria analitica (simultaneamente con Fer-
mat) que serfa un fundamento del Calculo infinitesimal. Lo méas importante de
sus ideas fisicas fue la concepciéon mecanicista del mundo. De hecho, reducien-
do el espacio a la extension y al movimiento establece una cosmologia regulada
por las leyes de la mecanica, y luego va a tratar de reducir esta ultima a la
geometria.

Nuevas tradiciones en los métodos de la ciencia

Descartes ataco el modelo organicista de la Escolastica. Lo que estable-
ci6 fue, entonces, una descripciéon mecanico-matematica del universo que in-
fluiria notablemente en el resto del siglo XVII y en el siguiente. Descartes, a
diferencia de Bacon, si construyo un sistema filoséfico. Busco crear un sistema
alternativo al aristotélico y escolastico, que integrara de alguna forma la nueva
ciencia.

El caso es que a partir de las ideas de Bacon y Descartes se generaron
dos tradiciones en la filosofia (la metodologia) de la ciencia moderna: el em-
pirismo y el ractonalismo. En la primera se enfatiza la experiencia sensorial
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como fuente de verdad, y la razon en la segunda. En la practica la tradicién
racionalista ha ido cediendo terreno a la empirista. Sin embargo, las discusiones
epistemoldgicas sobre este asunto todavia no han sido agotadas.

Con las ideas de Galileo, Bacon y Descartes se edificé una parte de las
bases metodoldgicas del camino por el que transitarian los esfuerzos cientificos
siguientes. La visién que ofrecian se puede resumir: método experimental, des-
cripcién matemdtica y comprensién mecanicista del universo.

Hay que comprender aqui que no se tratd solamente de oponer la experi-
mentacion a la especulacion. Dentro de la vision aristotélica que sustentaba el
orden intelectual anterior cabia lugar para la experiencia. Galileo ademas de
afirmar la experimentacién, introdujo una condicién precisa: la relacion con
las matematicas. Lo que aparece como esencial es, entonces, la descripcion
matematica de los procesos fisicos. Es una visién intelectual de la fisica y de
la ciencia en general diferente a la aristotélica (Aristételes no introdujo en su
fisica y cosmologia la intervencién matemadtica); una visién cuantitativa. Es
esta vision la que asumiran Newton y los principales cientificos de los siglos
siguientes, y que hoy es parte comtun de lo que conocemos como ciencia.

Bacon hizo de la experiencia el punto medular de la nueva ciencia pero
descuidé el papel jugado por las matemadticas. Descartes afirmé una vision
matematica y un caracter mecanicista de la realidad, pero elimin6 practica-
mente las referencias a la experiencia.

Se podria decir que las visiones metodoldgicas de Bacon y Descartes en-

cuentran convergencia y complementariedad en la actitud metodolégica de
Galileo.

6.3. Las sociedades cientificas

La lucha por la nueva ciencia en el siglo XVII seria acompanada de los
mecanismos y recursos de otras luchas politicas. Galileo usé “militantemente”su
telescopio, y buscd dotarse de un mayor respaldo social al escribir en italiano
y no, como era comun, en latin culto.

Bacon entendi6 con lucidez la necesidad de la organizacién de los intelec-
tuales y cientificos, asi como la institucionalizacion y patrocinio de la ciencia.

Es con este espiritu que se debe entender la funcién de la Royal Society
de Londres (1662) y la Académie Royale de Sciences de Francia (1666). La
Royal Society fue producto de un largo proceso de organizacion de hacedores y
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amigos de la ciencia que de una manera practica tuvo el sello personal de John
Wilkins (1614-1672). Wilkins habia creado un grupo desde 1644 que se llamé a
si mismo “Colegio Invisible”; y mas tarde crearia la “Sociedad filoséfica” que
duraria hasta 1690.

También es importante senalar que desde 1579 ya se habia fundado el
Gresham College, el centro cientifico de Inglaterra que también seria la sede
de la Royal Society. La Royal Society y la Académie en realidad funcionaron
activamente hasta mas o menos 1690.

En Italia la primera sociedad notable fue la Academia Secretorum Natu-
rae, de Népoles (alrededor de 1560); la siguiente fue la Academia dei Lincei
en Roma, que estuvo activa entre 1601 y 1630 bajo el patrocinio del duque
Federico Cesi (entre sus miembros estaba el mismo Galileo). La tdltima de esas
sociedades cientificas Italianas fue la Academia del Cimento de Florencia, entre
1657 y 1667 (ésta incluyé entre sus miembros a Vincenzo Viviani 1622-1703,
y a Torricelli, ambos discipulos de Galileo)

En Francia, antes de la fundacién de la Académie varios grupos se reunian:
en Aix, en la casa del padre Claude de Peiresc (1620); en Paris, en la celda de
Marin Mersenne (entre ellos Desargues, Descartes, Gassendi, Fermat y Pascal)
y luego también en la de Montmor. La Académie conté con el apoyo de Luis
XIV.

En Alemania se habia establecido la Societas Ereunética en Rostock en
1622 por obra del botanico Joachim Jung, y también el Collegium Curiosum
siwe Experimentale en 1672 en Altdorf, sin embargo en estos casos no tuvieron
mucha trascendencia. En 1700 se fundé la Academia de Ciencias de Berlin,
que tuvo como primer presidente nada menos que a Leibniz.

Tiempo después, en 1724, Pedro el Grande de Rusia fundé la Academia de
Ciencias de San Petersburgo.

Los nuevos circulos, organizaciones y sociedades que impulsaban las nuevas
ideas eran una alternativa frente a las universidades, dogmaticas y oscuran-
tistas, fuertemente controladas todavia por el viejo orden intelectual y la or-
ganizacién escolastica. Para que se tenga una idea de lo atrasadas que eran
las universidades de esta época, baste mencionar que Cambridge (donde es-
tudié Newton) entre 1600 y 1630 no tuvo ningin profesor de matemaéticas.
Durante las primeras décadas del siglo XVII en Inglaterra el curriculo no in-
clufa matematicas. En las universidades francesas la situacién no era muy
diferente.

Aparte de favorecer el contacto directo entre los cientificos de la época, y
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para promover el intercambio de las ideas, estas sociedades crearon diferentes
revistas académicas. La primera revista, aunque no fue creada por una sociedad
sirvid a los mismos propositos: Journal des Savants se inici6 en 1665. También
se cred en el mismo ano Philosophical Transactions of the Royal Society. La
Académie inicié Histoire de [’Académie Royale des Sciences avec les Mémoires
de Mathématique et de Physique. También publicé Mémoires de Mathématique
et de Physique Présentés a I’Académie Royale des Sciences par Divers Scavants
et Lus dans ses Assemblées. Ya hemos mencionado el Acta Eruditorum fundada
por Leibniz en 1682. La Academia de Berlin apoyé Histoire de I’ Académie
Royale de Sciences et Belles-lettres.

Estas sociedades y academias apoyarian el trabajo de los cientificos y
matematicos de la época no solo con el desarrollo de la comunicacién, sino
pagando investigaciones, ofreciendo premios y defendiendo la labor cientifica
que todavia no constituia una profesion reconocida socialmente.

La Revolucion cientifica se estableceria sobre los hombros del Renacimien-
to, en una revolucion intelectual que impulsd a su vez importantes transfor-
maciones politicas y econémicas. Las teorias de Newton serian introducidas
en Francia por Voltaire y usadas politicamente contra el orden establecido.
La Ilustraciéon del siglo XVIII seria heredera directa del Renacimiento y la
Revolucion cientifica.

6.4. Ejercicios
FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta

1. Galileo le dio prioridad a la experimentacion mas que a las matematicas.

2. Segun Galileo los cuerpos caen con igual velocidad en busca de su “lugar
natural”.

3. Bacon construyo un sistema filosofico.
4. Segun Descartes, la axiomatica era central en las matematicas.

5. Descartes promovié el mecanicismo en la fisica y la cosmologia.
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6. Los cientificos revolucionarios fueron respaldados por las universidades
europeas.

PREGUNTAS DE DESARROLLO

1. ;Cuéles son los dos principales elementos de la ciencia moderna reunidos
en la obra de Galileo?

2. Explique qué quiere decir que los primeros principios no se extraen de la
mente, en la metodologia de Galileo.

3. ;Coémo analizaban la caida libre Galileo y Aristételes? Explique.

4. ;Cual era la principal idea de Francis Bacon acerca del método de la
ciencia?

5. ;Cudl era el método que Descartes usdé para separarse de la filosofia
escolastica?

6. Mencione las dos caracteristicas que Descartes enfatizaba mas en las
matematicas.

7. Mencione el significado de empirismo y racionalismo.
8. (Por qué piensa usted se crearon las sociedades cientificas?
9. Comente brevemente las ideas expresadas en el siguiente péarrafo:

“La Revolucion cientifica se estableceria sobre los hombros del
Renacimiento, en una revolucion intelectual que impulsé a su
vez importantes transformaciones politicas y econémicas. Las
teorias de Newton serian introducidas en Francia por Voltaire
y usadas politicamente contra el orden establecido. La Ilus-
tracion del siglo XVIII seria heredera directa del Renacimiento
y la Revolucion cientifica.”



Capitulo 7

PROBLEMAS PARA LAS
MATEMATICAS DEL SIGLO
XVII

OBJETIVOS

= Fzxplicar algunas de las limitaciones de la geometria euclidea frente
a las nuevas condiciones culturales, sociales, economicas y cognosc-
itivas que fueron credndose especialmente durante el Renacimiento.

= Conocer los principales asuntos que motivaron la creacion de los
métodos infinitesimales.

La discusion sobre la naturaleza del infinito, el continuo, los indivisibles e
infinitesimales habian continuado con los escolasticos en la Edad Media y mas
tarde el mismo Galileo Galilei conocié la multitud de paradojas heredadas de
la época medieval.

Con el Renacimiento y luego la Revolucion Clientifica en el siglo XVII,
la invencién profusa de nuevos resultados en la astronomia y fisica presion-
aron a los matematicos y cientificos en la direcciéon de encontrar los métodos
matematicos apropiados que describen el movimiento de longitudes, areas, y
volimenes.
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Kepler desarrollé sus métodos infinitesimales en respuesta a las necesi-
dades practicas de los medidores de vino. Galileo usé sus indivisibles para
estudiar el movimiento de los cuerpos en caida libre, Huygens para investigar
el movimiento circular y Pascal con Leibniz estudiando el principio de momen-
tos. Los diversos estudios en geografia, cartografia, en la medicion, supervision
y navegacion de esta época presionaban a los mateméticos de muchas man-
eras. Las necesidades practicas estimulaban los métodos de céalculo y computo
dirigidos hacia los conceptos mateméaticos modernos (como el de funcién).

Figura 7.1. La Espiral de Arquimedes.

N

(7

FEcuacion polar: v = af
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Figura 7.2. La Conchoide de Nicomedes.

Ecuacién cartesiana: (xz — b)? (2 + y?) — a®z? = 0.

7.1. Los limites de la matematica antigua

La geometria euclideana que dominé la historia de las matematicas por
tantos siglos codificaba a su vez un esquema de rigor y deduccion légicas que,
y a pesar de su importancia cientifica, era insuficiente para integrar los métodos
infinitesimales. La geometria euclideana era esencialmente estatica y excluia,
por ejemplo, el elemento de tiempo en los fendmenos fisicos a los que respondia.
El dlgebra y la aritmética griegos fueron extraordinariamente geometrizados,
pero precisamente por una geometria estatica.
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Figura 7.3. La Cuadratriz de Hippias.
Ecuacion cartesiana: y = x cot(5y ).

Los fenémenos cinematicos no podian ser integrados facilmente por la geo-
metria tradicional antigua. La espiral de Arquimedes, la cuadratriz de Hippias,
la conchoide de Nicomedes, son curvas definidas en términos de movimiento
y no encontraban su lugar. Igual sucedia con muchos de los métodos usados
por Pappus en sus Collectiones (Coleccion Matemdtica). Mucho menos podia
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integrarse en este marco teérico el movimiento de los cuerpos fisicos, el cambio
espacial, temporal, la variacién de las cantidades y demads asuntos que el siglo
XVII puso delante de la comunidad matemaética y cientifica. Por eso es que la
utilizacion de los métodos infinitesimales se hizo en cierta forma separandose de
los estandares (incluso de rigor y deduccién 16gica) que establecié la geometria
euclidiana. Por eso cuando se estudia los trabajos de Kepler, Galileo, Wallis,
e incluso de Newton y Leibniz, se siente a veces lo intuitivo, vago, impreciso y
lo “poco riguroso”.

El Célculo Diferencial e Integral nacié en parte como respuesta a asuntos
que fueron abordados por los griegos antiguos (curvas no estéticas dadas por el
movimiento de un punto, o procedimientos que usaban procesos de naturaleza
infinita). Sin embargo, fueron los problemas planteados por las ciencias fisicas,
especialmente durante los siglos XVI y XVII, los que motivaron respuestas
mas apropiadas y, sobre todo, de una generalidad y aplicacion mayores.

7.2. Cuatro problemas fundamentales

Se suele identificar cuatro asuntos centrales:

= El primero de ellos fue la determinacion de la velocidad y la aceleracion
instantaneas de un cuerpo, dada la distancia en funcién del tiempo. De
la misma forma, si se tenia la velocidad o la aceleracién, se trataba de
encontrar la distancia o la velocidad respectivamente en un momento
determinado. Para los matematicos de la época resultaba claro que la
distancia recorrida dividida por el tiempo transcurrido no brindaba la
velocidad de un cuerpo cuya velocidad se sabia variaba en cada instante.
De la misma manera, con una velocidad variable no se podia calcular
la distancia recorrida con la férmula, multiplicando la velocidad por el
tiempo.

= El segundo problema era el de determinar [a tangente a una curva en
un punto. Resolver este asunto era importante, por ejemplo, si se queria
determinar una direccion de un cuerpo cuya trayectoria se puede describir
por una curva y una ecuacién matematica. Calcular rectas tangentes y
normales a curvas también tenia interés para los nuevos desarrollos en
la descripcion de las leyes del comportamiento de la luz y, en particular,
del diseno de lentes y también era un asunto que nacia de la evolucion
propia de la nueva geometria que describia las curvas con coordenadas.
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7.2. CUATRO PROBLEMAS FUNDAMENTALES

Yy recta tangente

N, e

recta normal

Figura 7.4. Cidlculo de rectas tangentes y nor-

males a una curva.

= Otro de los asuntos planteados era encontrar el mdximo o el minimo
de una funcién. Por ejemplo, si se tenia la ecuacién que describia el
movimiento de un planeta alrededor del Sol, resultaba de interés calcular
las distancias maxima y minima que asumia el planeta en su movimiento
traslacional. Otro ejemplo, calcular la inclinacién de un canén para que
una bala golpee a la maxima distancia posible. Este tltimo es un asunto
que Galileo lo resolvié a principios del siglo XVII, determinando que
debia ser 45° (en el vacio); también estudi6 otros asuntos relacionados,
pero no posefa un resultado general.

Y punto maximo

Figura 7.5. Cilculo de valores mdzimos o mini-

nos a una curva.
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= El cuarto problema era cémo encontrar las longitudes de curvas, areas y
volimenes determinadas por curvas o superficies, y centros de gravedad
de cuerpos. Por ejemplo, dada una curva que describia el movimiento de
un planeta, ;jcémo calcular la distancia recorrida o el area “barrida”por
el planeta en un intervalo definido? Este tltimo problema es el de may-
or “edad” pues de formas diferentes fue abordado desde la Antigliedad.
Podemos decir que antes del siglo XVII, calcular areas, longitudes y
volimenes era el asunto que mas resultados generd (con relacién a los
temas del Célculo). Los otros asuntos (velocidades instanténeas, tan-
gentes, maximos y minimos) empezaron a tener sentido y ocupar la aten-
cion de los matematicos en los siglos XVI y XVII, especialmente cuando
se logro tratar los problemas geométricos con métodos algebraicos.

Estos asuntos fueron estudiados por los mejores matematicos de la época,
quienes realizaron significativas contribuciones, pero no fue sino con Isaac New-
ton y Gottfried Wilhelm Leibniz que se coronarian exitosamente todos los es-
fuerzos. Debe reconocerse que su trabajo represento la culminacion de un largo
proceso de resultados matematicos y cientificos obtenidos durante mas de dos
mil anos. Las principales ideas del Célculo fueron consideradas por los griegos
antiguos, por los matematicos medievales y del Renacimientoy, finalmente, por
los de la llamada Revolucion Chientifica. Podemos decir que Newton y Leibniz
construyeron un método general para la derivacién e integracion, con la com-
prensién plena de que ambos eran procesos operatorios inversos referidos a la
misma situacién, y sentaron los fundamentos conceptuales y de notacién (en
el caso de Leibniz) para el trabajo de los mateméticos siguientes.
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Figura 7.6. El drea bajo la curva parabdlica y =

z2.

7.3. Las matematicas del siglo XVII

El desarrollo del Calculo fue posible, sin embargo, gracias al desarrollo de
conceptos, métodos y resultados nuevos o méas generales que se dieron como
parte de esta Revolucién Cientifica. Para que se tenga una clara idea de lo
que representé para las matematicas esta época intelectual podemos citar las
principales creaciones: la geometria analitica de Descartes y Fermat (1637 y
1629 respectivamente), el Célculo de Newton (1666, 1684) y Leibniz (1673,
1675), el analisis combinatorio (1654), y en particular la teoria matematica
de probabilidades, de Fermat y de Pascal, la aritmética superior (1630-1665)
por Fermat, la dindmica de Galileo (1591,1612) y de Newton (1666, 1684), y
la gravitacién universal (1666,1684-7) de Newton. Ademds se puede citar la
geometria proyectiva de Desargues y Pascal (1636-9) y el comienzo de la légica
simbdlica (1665 y 1690) por Leibniz.
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Figura 7.7. Representacion del movimiento

parabdlico de los proyectiles (ano de 1648).

En la Revoluciéon Cientifica del XVII la revolucion en las matematicas fue
un componente central. En un tiempo relativamente corto se crearon buena
parte de los rudimentos de la matematica moderna. Los nuevos métodos y
resultados tendrian una repercusion inmediata en astronomia y mecanica vy,
después, en el resto de las ciencias.

Un lugar especial ocupa la geometria analitica, que establecié la posibilidad
de un lazo entre los conceptos intuitivos de las cantidades que varian continu-
amente (provenientes de la realidad fisica) y la geometria de los griegos. Esto
fue vital para el Célculo.
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7.4. Ejercicios
FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta

1. Los métodos infinitesimales estaban contenidos integramente en la ge-
ometria clasica.

2. Los problemas planteados por los cientificos empujaron hacia la creacién
del Célculo diferencial e integral.

3. Distancia recorrida entre tiempo transcurrido ofrece la velocidad in-
stantanea.

4. Encontrar el maximo y minimo de una funcién era importante a pesar
de no tener aplicaciones en la astronomia de la época.

5. El problema de encontrar la recta tangente fue desarrollado antes del
calculo de &reas.

6. Newton y Leibniz sabian que la integracion y la derivacién eran procesos
inversos.

PREGUNTAS DE DESARROLLO

1. Explique cudles eran las principales debilidades de la geometria euclidea
para servir a la nueva ciencia en el siglo XVII.

2. Explique qué significa determinar la velocidad y la aceleracion instantaneas.

3. (Cual era el “problema”de “la tangente”?



Capitulo 8

GEOMETRIA ANALITICA Y
CALCULO DE TANGENTES

OBJETIVOS

» Breve descripcion de la geometria analitica.

» Descripcion de la contribucion de Apolonio y Oresme a la ge-
ometria.

n Sintesis del método de Descartes en la geometria analitica.

= Descripcion de algunas de las contribuciones de Fermat a la ge-
ometria analitica.

s Fstudio breve del concepto de funcion.
= Descripcion del problema de los mdximos y minimos.

= Fzxplicacion del problema de la tangente.

Aunque pueda considerarse como un resultado de no tanta complejidad
tedrica y, mas bien, llama la atencién que no se haya creado anteriormente,
fue decisivo para el desarrollo de las matematicas modernas. Podria decirse

103
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que sin la geometria analitica no hubiera sido posible el Calculo.

8.1. La geometria analitica

Comencemos por una breve explicacion de lo que significa la geometria
analitica. Hoy en dia es comun el uso de coordenadas rectangulares para rep-
resentar los puntos:

Eje y,
Tt T , (xay)
! |
i T .
! Eje z
(7£C, 7y) 6 77777777 e

Figura 8.1. Representacion cartesiana

Una elipse
2 2
x vy
FERE R
por ejemplo, se representaria asi:
y ¥
i g2 4P -
42 T 32 1
| L1 L
— 1 x

Figura 8.2. La elipse
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Los puntos (z,y) del plano que satisfacen la ecuacién son los que estén en la
elipse, v si estan en la elipse: satisfacen la ecuacion.

En la Antigiiedad, la elipse se estudiaba sin representacion algebraica como
la interseccién entre un cono circular recto y un plano inclinado.

Figura 8.3. La elipse

Apolonio

Para algunos historiadores, Menecmo (discipulo de Eudoxo) conocia la ge-
ometria analitica, pero esto es poco probable dadas las limitaciones del algebra
de los griegos. Tal vez sea interesante, sin embargo, recordar que es a Menec-
mo a quien se le atribuye el descubrimiento de la elipse. Esta la encontré en
una investigacién que buscaba estudiar las propiedades de la parabola y la
hipérbola.

Mas cerca de la geometria analitica puede decirse que estuvo Apolonio de
Perga en su obra las Cdnicas. Se supone que vivio entre los anos 262 y 190
a. C. (aproximadamente). Apolonio usé rectas de referencia para sus puntos
y, también, un didmetro y una tangente a ésta para expresar esos puntos.
Si se tenfa una curva usaba distancias a lo largo del diametro y a partir del
punto de tangencia obtenia lo que llamariamos hoy la coordenada en el eje de
las abcisas. Y, también, trazaba segmentos paralelos a la tangente que eran
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interceptados por el didmetro y la curva, lo que serian las ordenadas de hoy
en dia.

Apolonio daba entonces las ecuaciones de la curva con estos recursos. Debe
decirse, sin embargo, que para Apolonio la curva determinaba una repre-
sentacién algebraica especifica y particular. Pero la viceversa no. Es decir,
la curva no salia de una ecuacion dada. La preeminencia “existencial.®a de
la curva geométrica. Esto le impediria alcanzar la generalidad de los recursos
algebraicos en la geometria, ese ir de la geometria al dlgebra y del algebra a la
geometria que es la esencia de la moderna geometria analitica.

No obstante, la profundidad de una obra como las Cdnicas es extraordinar-
ia. Del original de la misma en griego se conserva solamente la mitad (4 de 8
libros). Sin embargo, un matematico arabe Thabit ibn Qurra habia traducido
al arabe 3 de los libros faltantes. Fue Edmund Halley (un amigo cercano de
Newton) quien publicaria en 1710 una traduccién al latin de estos 7 libros.

Los Elementos de Euclides y las C'dnicas de Apolonio fueron los libros mate-
maéticos de la Antigiiedad que (cada uno en su género) tuvieron histéricamente
un mayor impacto durante siglos y siglos.

Fue Apolonio quien utilizé los nombres de elipse, hipérbola y parabola para
designar las secciones cénicas que hoy conocemos con esos términos.

Oresme

El proceso histérico posterior no fue tan rapido. Giovanni di Casoli, Oresme
y otros ya habian estudiado los conceptos de tiempo, rapidez, distancia y
velocidad instantanea y colocado un cierto nivel de representacion grafica.

Oresme para representar la velocidad que cambia con el tiempo repre-
sentaba el tiempo a lo largo de una linea horizontal (que llamé longitud), y las
velocidades en varios momentos con lineas verticales (latitudes).

A~ .
. E es el punto medio entre Ay B
N
N
N
~
N
N
N
N
N
N
N
. E D
~
N
~
N
N
N
N
N
~
N
N
N
N
N
N

Figura 8.4. Oresme
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Este diagrama representa la velocidad decreciente de manera uniforme de
OA a OB (donde es 0). Oresme sefialaba que el rectangulo OBDC tiene la mis-
ma area que OAB. Faltaria mas tiempo para llegar al sistema de coordenadas
que conocemos, pero el camino senalado era claro: asociar conceptos fisicos y
curvas matematicas. La descripcion del movimiento se puede hacer por curvas;
y la viceversa: el estudio de curvas da conocimiento sobre el movimiento.

Con la representacién grafica era posible para Galileo sacar conclusiones ac-
erca del movimiento de proyectiles o para Torricelli usar conceptos de movimien
to para calcular el drea bajo una curva. Galileo organizé las ideas de Oresme
y las precisé matematicamente. Por ejemplo en el movimiento de proyectiles,
para los cuales demostré que siempre dan pardbolas (en el vacio). Esto lo
descubri estableciendo dos componentes del movimiento: una el vertical (la
altura) y otro el horizontal.

altura

|

|

I

|

|

|

|

|

|

I

|

I

|
xT

Figura 8.5. Longitudes horizontales y verticales

Esta direccién teorica recibiria un gran impulso con la obra de Descartes.

Descartes, considerado el primer filésofo moderno, incluyé La Géométrie
como un apéndice de su libro de 1637 El Discurso del Método. La Géométrie
fue el unico libro de Descartes escrito sobre las matematicas, pero éste fue
muy importante. Descartes tuvo una gran influencia en el pensamiento del
siglo XVII.

La geometria cartesiana

Con una perspectiva intelectual amplia y general es que Descartes real-
iz6 sus contribuciones matematicas. Cuando establecié la geometria analitica,
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Descartes entendia perfectamente que su enfoque tenia una fuerza revolu-
cionaria, se escapaba de los esquemas dominantes entre los griegos antiguos y
los matematicos medievales.

La idea matriz de Descartes se puede describir en tres pasos:
1. expresar un problema geométrico (una construccién) en forma algebraica,

2. resolver las ecuaciones algebraicas,
3. y luego construir geométricamente lo que planteaba las soluciones.

Por ejemplo, si un problema de geometria conduce al problema de encontrar
la x que satisface

ax’ +bx +c=0.

Descartes resolveria la ecuacion asi

—b+ Vb? —dac .
r = o0 afico

(solo la raiz positiva). Y buscaria construir ese x de manera geométrica ddndole
el sentido por ejemplo de un segmento.

Descartes buscaba liberar a la geometria de un exceso de figuras (que salian
de la tradicional construcciéon geométrica) y, por otra parte, pretendia darle
significado al algebra por medio de la interpretacion geométrica.

Es interesante senalar, sin embargo, que en La Géométrie, a pesar de lo que
hemos dicho, hay poco de lo que hoy llamariamos “geometria analitica”. Las
coordenadas rectangulares (llamadas “cartesianas”) no son usadas sisteméatica-
mente; mas bien se usa coordenadas oblicuas para cada problema estudiado.
Y, entonces, no hay, por ejemplo: formulas para distancias, pendientes, angu-
lo entre dos rectas, etc. Ni tampoco hay una sola curva nueva representada
geométricamente. No obstante, resulta evidente que el método usado poseia
implicaciones muy serias. Por ejemplo, en la Antigiiedad el criterio de existen-
cia para una curva era su constructibilidad por regla y compas. Descartes rec-
hazd ese criterio al establecer que una curva es aquella que posee una ecuacion
algebraica. Aunque en La Géométrie Descartes no representara una nueva
curva con el nuevo criterio, lo cierto es que dejé planteada su posibilidad
metodoldgicamente. Y esto era lo decisivo.
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n ]
T

Figura 8.6. Folium de Descartes.

Ecuacién cartesiana: z3 + y> = 3axy.
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)

Figura 8.7. Espiral de Fermat.

Ecuacion polar: 2 = a26.

Fermat

Mas cercano a lo que hoy conocemos como geometria analitica estuvo
Pierre de Fermat, que escribié un articulo sobre geometria antes incluso que
La Géometrie de Descartes, pero que fue publicado péstumamente hasta 1679.
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Foto 8.1. Frangois Victe (1540-1603) y Pierre de Fermat (1601-1665)

Al parecer, alrededor del ano 1629 Fermat inicié la restauracién del libro
de Apolonio Lugares Planos, con base en referencias que habia en la Coleccion
Matemdtica de Pappus, siguiendo ideas de Vieta y aplicandolas al estudio del
método.

Senalaba Fermat:

“Siempre que en una ecuacion final aparezcan dos cantidades incégni-
tas, tenemos un lugar geométrico, al describir el extremo de una
de ellas una linea, recta o curva’”.

La exposicion de Fermat era mas didactica y sistematica que la de Descartes.
Fermat, por ejemplo, si usé generalmente coordenadas rectangulares.

Un detalle interesante es que ni en Descartes ni en Fermat hay coordenadas
negativas.

Tal vez uno de los asuntos claves en cuanto a la geometria analitica es
subrayar el uso de los métodos algebraicos. Se puede decir que hasta el siglo
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XVII el dlgebra siempre estuvo subordinada a la geometria, pero a partir de
entonces el rol se ha invertido influenciando significativamente el destino de la
historia universal de las matematicas.

Se debe mencionar que la geometria analitica como la presentaron Descartes
y Fermat no tuvo mucha repercusion en si misma. Fue solo hasta el trabajo de
Gaspard Monge (1746-1818) y sus discipulos en la Escuela Politécnica francesa
que llegé a tener la proyeccion, vitalidad y el impacto que hoy le reconocemos.

Algebra y geometria

Un elemento decisivo en el desarrollo matemaético previo al Calculo fue el
desarrollo del dlgebra, lo que recibiria el impulso fundamental con Descartes y
Fermat en la creacion de la geometria analitica. Podemos decir que el proceso
encuentra apoyo primeramente en el valor propio que los drabes e hindtes
dieron al dlgebra y la aritmética (como ya comentamos). Un segundo momento
lo constituye el uso por parte de Vieta del algebra para resolver problemas de
contrucciones geométricas.

Frangois Viete (o Vieta, latinizado el apellido) fue educado como abogado,
y hacia investigaciones matematicas como un pasatiempo. El se vefa a sf mismo
como un continuador de la obra de los griegos. Fue el primero en establecer
una clara diferencia entre aritmética (logistica numerosa) y algebra (logistica
speciosa). Fue el primero en usar de manera sistemadtica letras para representar
no solo las incognitas, o potencias, sino también coeficientes. Aunque él veia
el dlgebra como un medio especial para hacer geometria, le reconocia a ésta
un valor propio. Descartes dirfa, anos después, que él empezé donde Vieta
termin.

Para que se aprecie la diferencia entre Vieta y Descartes: la comin ex-
presién z? significaba para Vieta un drea (es decir: un elemento geométrico),
mientras que para Descartes era un nimero. El mismo Descartes era consciente
que con eso se separaba de sus predecesores.

Tiempo después, John Wallis, amigo de Newton, e influenciado por Vieta,
Fermat y Descartes, avanzé mucho en la “algebrizacion de la geometria”. De
hecho, en su libro /flgebm (de 1685) dedujo en forma algebraica todo el Libro
V de los FElementos de Euclides.

Mientras Wallis asumia esa linea, Barrow, el maestro de Newton, seguia
considerando que las matematicas eran esencialmente geométricas y que el
algebra y la aritmética eran una formalizacién de la logica.
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Foto 8.2. Isaac Barrow (1630-1677) y John Wallis (1616-1703)

A pesar de todo, y para que se note la forma lenta como avanzan las ideas
nuevas, mencionemos que el mismo Descartes pensaba que la geometria era la
rama mas importante de las matematicas.

El elemento decisivo para el desarrollo del dlgebra podriamos decir que fue
el propio Calculo, pues éste exigia un amplio tratamiento algebraico para poder
establecerse. El trabajo de Newton y Leibniz en esto también fue determinante.

8.2. C(Calculo de tangentes, maximos y minimos

Antes de mencionar el asunto de los maximos o minimos conviene hacer un
par de pinceladas sobre otro de los conceptos de la mateméatica moderna que
se vio motivado por creaciéon de la geometria analitica, y que estuvo presente
en la creacién del Calculo: la funcion, como relacion entre variables.



114 8.2. CALCULO DE TANGENTES, MAXIMOS Y MINIMOS

La funcion

Vamos a hacer una introduccion al concepto con la perspectiva moderna
antes de mencionar un par de elementos histéricos.

Una funcién se puede ver como un tipo particular de curva en el plano
coordenado. Por ejemplo, observe las tres graficas siguientes:

Yy
A y‘

grafica 1 grafica 2

N
\
\
\
\ 3
\
Y
\
\
\
_/\\,/
\
\
Y
8

grafica 3

Figura 8.8. Curvas en el plano

La grafica 2 describe una funcién, pero las gréficas 1 y 3 no corresponden a
funciones. Lo esencial es que la funcién asigna a cada x (en el eje de las z)
un solo valor f(x) (en el eje de las y). De manera no grafica: una funcién f
asigna valores a los miembros de un conjunto (uno solo para cada miembro).
Por ejemplo: si

se tiene
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El conjunto de salida se llama “dominio”, y el de llegada “codominio”.
Por ejemplo, para

fla) =2’

el dominio es R (el conjunto de todos los niumeros reales). El codominio tam-
bién es R. Se suele expresar modernamente asi:

f:R— R

frar— f(z)=y
No en todos los niimeros reales es posible definir una funcion.
Por ejemplo, si

en x = 0 la funcién no tiene sentido, pues

|

es una expresion indeterminada.
Otro ejemplo: si

fa) = Ve

la funcion no esta definida en los valores negativos de la z. El maximo dominio
real son los x tales que x > 0.
Por ejemplo, a las funciones de la forma

2+ —38

59 2 —1

3+ 22% — 1,
se les llama funciones algebraicas. En general: son las funciones que resultan
de la aplicacién de las 4 operaciones basicas o la extracciéon de raices. Si no son
algebraicas se llaman funciones trascendentes. Las funciones logaritmicas, ex-
ponenciales y trigonométricas son trascendentes. Por ejemplo: logx, €*, sen x,
tan = son trascendentes.

El concepto de funcién ha sido fundamental en las matematicas y las cien-
cias modernas. El término se encuentra en Galileo en su libro Dos nuevas cien-
cias. Muchas de las funciones usadas en el siglo XVII lo fueron primero como
curvas como logx, sen x, a®. Antes de ser vistas como funciones se conocian
muy bien los valores tabulares de estas funciones y se usaban en infinidad de
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calculos astronémicos y fisicos. La idea de funcién respondia a la variacién de
cantidades, a la existencia de variables de descripcién del movimiento, y a la
continuidad. Newton uso el término “fluente” para designar cualquier variable
que varia de punto en punto de una curva. En 1714 Leibniz usé la palabra
“funciéngomo cantidades que dependen de una variable. La notacién f(x) fue
introducida por el gran matematico Euler en 1734.

Maximos y minimos

Uno de los asuntos que demandé métodos infinitesimales fue el del calculo
del maximo y minimo de una funcién. Por ejemplo, si

f($) = _$2 + 17
tenemos el grafico
Y
1
/ \
/ N\
7/ \
..—-'Wl/ } -z
£1 1

Figura 8.9. Mdzimo de una pardbola

Observe que el maximo valor que alcanza la funcién es en
z=0

(el maximo se da cuando el valor y estd mds arriba, el minimo cuando éste
estd mas abajo en la grafica).

Si se trata de funciones sencillas como esta parabola, el calculo del maximo
es facil (es el vértice, y hay métodos mateméticos faciles para calcular el vértice
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de una parabola). Sin embargo, el asunto es més dificil si se trata de funciones
mas complejas. Por ejemplo, observe la grafica de la funcién

f(z) = 2 + 2% — 6.

. Doénde alcanza el maximo si consideramos la funcion solamente en el intervalo
(—3,4) (es decir, solamente las = entre -3 y 4)7

Y,

Figura 8.10. Mdzimos y minimos

El célculo diferencial constituye precisamente uno de los principales instru-
mentos para resolver este tipo de problemas.

Podemos decir que fue Kepler quien inicid este tipo de problemas. Como
sabemos su interés estaba en los barriles de vino. En su libro Stereometria
Doliorum de 1615 mostro que el cubo es el mas grande de los paralelepipedos
rectos inscritos en una esfera y con bases cuadradas. Esto lo hizo calculando
volimenes para dimensiones especificas. Fue entonces que observé que cuando
se aproximaba el volumen méximo, el cambio del volumen para un cambio fijo
de las dimensiones se hacia cada vez mas pequeno.

El calculo de tangentes

Este fue uno de los grandes temas que motivé la aplicacion de métodos
infinitesimales en el siglo XVII. Para beneficio del lector, vamos a referirnos al
concepto moderno para que, posteriormente, se comprenda mejor el significado
histérico.

Consideremos la elipse
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con el grafico siguiente:

-4 .0}/
(~4,0)[

Figura 8.11. Secante y tangente en el plano

La recta L se llama secante a la curva y T se llama la tangente. Note que T
corta en un solo punto pero no “cruza’la curva.
De la misma manera, si tenemos la funcion

fla) =2?

la gréfica es:

Y, s
secante

Figura 8.12. La tangente a la curva
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L es la recta secante que pasa por los puntos
(0,5, 0,25)y (2, 4),

y T es la recta tangente que pasa por (1, 1).

Calcular las ecuaciones de estas rectas no se puede hacer de la misma manera.

Veamos cémo se hace con la secante:
Y,

0,25

Figura 8.13. La pendiente es la razén %,

La pendiente m de L se calcula por medio del cociente

oDy f2)-f1) _4-025
Az 2-0,5 2-0,5

La recta debe ser de la forma
y =mx + b.
Como m = 5 y puesto que la recta pasa por el punto (2, 4) se tiene:
4=5Xx24b=b=—-6=y=>5xr—6.

Si se tiene dos puntos de una recta o un punto y la pendiente se puede calcular
la ecuacién de la recta tangente sin problema.

La pendiente de T' ya no es tan facil de calcular pues solo se tiene un punto
y no se tiene —aparentemente— la pendiente. Es precisamente aqui donde viene
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a auxiliar el Célculo. Los métodos infinitesimales van a permitir conocer la
pendiente de la recta tangente, y con ella poder calcular la ecuacion.

Como se desprende de lo anterior, el calculo de la tangente tiene sentido
realmente cuando se dispone de una representacion algebraica de las curvas,
es decir de geometria analitica.

Volvamos a la historia. Fermat, en el periodo cuando construia su geometria
analitica, descubrié un método para calcular la pendiente de una recta tangente
a una curva algebraica. El método de Fermat es equivalente a calcular:

et B) ()
E—0 E '

Es decir, semejante al que Newton y Leibniz construirian. No es totalmente
infundada la apreciacién de Laplace, tiempo después, de considerar a Fermat
como el descubridor del calculo diferencial; aunque debe senalarse que Fermat
no explicé su procedimiento de manera satisfactoria. No solo Fermat habia
estado en contacto con el cdlculo de tangentes antes de Newton y Leibniz.
Un método similar al de Fermat fue desarrollado por Isaac Barrow (1630-
1677) en su libro Lectiones Geometricae (1669). Segin la opinién de algunos
historiadores de las matematicas fue Barrow quien maés se acercé al nuevo
andlisis de los matematicos que hicieron aportes parciales al Calculo diferencial
e integral. Al parecer Barrow conocia que los problemas de la tangente y el
del célculo de areas eran inversos. Barrow jugd un papel importante para
motivar el trabajo de Newton. Cuando en 1669 fue llamado para ocupar el
puesto de capellan del rey Carlos II, Barrow logré que a Newton le dieran la
catedra lucasiana en Cambridge. Serian, sin embargo, Newton y Leibniz los
que le darfan al calculo de tangentes la dimension tedrica que le correspondia.
Vamos ahora a hacer una pequena incursion en otro de los grandes temas que
motivaron el Calculo.

8.3. Ejercicios
FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta

1. Descartes pretendia reducir la geometria al dlgebra exclusivamente.
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2. La exposicién de Fermat en lo que se refiere a la geometria analitica era
mas didactica que la de Descartes.

3. Hasta el siglo XVII la geometria estuvo supeditada al algebra.
4. Una curva es un tipo especial de funcién.

5. Kepler inici6 el tratamiento de los méaximos y minimos en los barriles de
leche.

6. Pierre de Fermat e Isaac Barrow estuvieron en contacto con el cdlculo
de tangentes antes de Newton y Leibniz.

PREGUNTAS DE DESARROLLO

1. ;Es correcto senalar a Apolonio de Perga como el creador de la geometria
analitica? Explique.

2. (Cudles eran los pasos que Descartes proponia para el tratamiento analitico
de la geometria?

3. (Por qué se dice que Descartes cambio el criterio para la existencia de
curvas?

4. Mencione dos aportes de Vieta a la geometria analitica.

5. Explique el significado de la relacion entre geometria y algebra que es-
tablecid la geometria analitica. Contraste esta relacién con la que ex-
isti6 en la Antigliedad.

6. Explique qué son las funciones algebraicas y qué las funciones trascen-
dentales. De tres ejemplos que no estén en el libro.



Capitulo 9

LONGITUDES, AREAS Y
VOLUMENES

OBJETIVOS

s Descripcion de la idea de Kepler para el cdlculo de dreas en circulos
y elipses.

s Concepto de conjunto infinito en Galileo.

» Conocer un método del siglo XVII para el cdlculo del drea bajo la

curva Yy = 1L'2.

El calculo de areas, longitudes y volimenes, al que se hace referencia en
el método de Exhauscién, en el siglo XVIII realmente comienza también con
Kepler.

9.1. Los métodos de Kepler

Kepler asumia el area de un circulo como el drea de un nimero infinito de
triangulos y, de manera analoga, consideraba la suma de una esfera como la
suma de discos circulares muy delgados. La esencia de su método fue identificar
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areas y voliumenes curvilineos con la suma de un nimero infinito de elementos
de la misma dimension.

El area del circulo

Kepler calculaba las dreas que emergian de asuntos astronémicos con méto-
dos infinitesimales rudimentarios. Por ejemplo, el drea de un circulo la calcu-
laba dividiendo el circulo en m tridngulos iguales

Figura 9.1. Tridngulos en un circulo

Por ejemplo, una aproximacion del area del circulo si m = 8 es:
ATy + Ty +T5+ -+ - + Tg.
y con m = 16:
ART +To+Ts+ -+ Ts+ Ty + - -+ Ti6.

El area de cada )
basexradio  l;xr
7‘;: pu— p—
2 2

Entonces: ] ] l ]
Xr o XT 3 XT 16 XT
An o
2 + 2 + 2 2
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A%g[ll + l2 + l3 + -4 llﬁ].

Kepler dividia el circulo en un ntmero infinito de triangulos, de tal manera
que se aproximaba el area por

lixr  laxr lgxr ligXr
A~
2 + 2 + 2 2
En general:
lixr  loxr lsxr Ly X1
Ax
2 + 2 + 2 + 2

r
z5[11+l2+l3+---+lm+---].

Cuando m es infinito entonces
L+lb+lg+--+1l,+---=C

pues la base de cada triangulo es practicamente el arco de la circunferencia
correspondiente a cada triangulo. Asi:

Kepler no sabia que Arquimedes ya habia demostrado esa férmula (incluso
con mayor rigor), con el método de Exhauscion.

El area de la elipse

Es interesante mostrar como Kepler obtuvo el area de una elipse a partir
de la del circulo de radio a.

u

Dz

2 fyt=l e

il

ol
7 4

B s SN0

1
f/
i
l
N
1
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Figura 9.2. Elipse y circulo

Consideremos la elipse

y el circulo

Si el punto (x,y) pertenece a la circunferencia, satisface la segunda ecuacion.
Entonces, tenemos que el punto (z, 2y) satisface la primera ecuacién pues:
a

2 b,2 2 2 2
u 1

_ _ 2,2y % _
2t -ata-gw tv)=a=t

Una elipse se puede ver como un circulo achatado por la razén g en la

ordenada y. Ahora se asume que en la elipse como en el circulo el area esta for-
mada por todas las ordenadas correspondientes a los puntos de las dos curvas
(Oresme). La ordenada es la que “define”la curva. Entonces: la razén entre
las ordenadas de cada curva debe ser igual a la razén de las areas de ambas
curvas. Es decir:

ordenada elipse gy _ Area elipse

ordenada circulo Y Area circulo
Como el
Area circulo = ma?
entonces
b Area elipse
a Ta? ‘
Entonces:

Area elipse = abrm
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Foto 9.1. Bonaventura Cavalieri (1598-1647) y Evangelista Torricelli
(1608-1647)

Con un método similar Kepler traté de aproximar los volimenes de los
toneles de vino. Sus resultados aparecieron en el libro Stercometria doliorum
de 1615 (esto serfa sistematizado por Cavalieri).

9.2. GGalileo y los conjuntos infinitos

Galileo en Las dos nuevas ciencias, concebia las dreas en los mismos térmi-
nos de Kepler. Por ejemplo, mostraba que en la curva que da la velocidad y el
tiempo, el area bajo la curva era la distancia.

Cavalieri

Bonaventura Cavalieri (1598-1647), discipulo de Galileo, sigui6 la direccién
senalada por Kepler y Galileo: considero el area hecha de un niimero indefinido
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de segmentos de linea paralelos equidistantes, y un volumen compuesto de un
nimero indefinido de areas planas paralelas. El llamoé a estos elementos los
indivisibles de area y de volumen. Aunque muchos matematicos de la época
criticaron sus “indivisibles”, la realidad es que fueron ampliamente usados,
incluso por Fermat, Pascal y Roberval (aunque éstos 1ltimos més que suma de
lineas consideraban el drea como suma de rectangulos infinitamente pequenos).
En 1634 Roberval us6 el método de “indivisibles” para encontrar el adrea bajo
un arco de la curva cicloide. El llamé su método “método de infinidades”.

En general, todos los nuevos procedimientos eran en esencia modificaciones
del método griego de Exhauscion.

Conjuntos infinitos

Un detalle interesante es que Galileo analizé una de las principales carac-
teristicas de los conjuntos infinitos: la posibilidad de establecer una relacion
biunivoca entre el total de un conjunto y uno de sus subconjuntos. Por ejemplo,
si se asocia a cada n un cuadrado perfecto n?:

1 — 12 =1
2 — 22 = 4
3 — 32 =9
4 — 42 = 16

100 — 100 = 10000

Galileo concluyé que el numero de cuadrados perfectos no era menor que el
nimero de enteros naturales. Pensé que lo que sucedia era que las condiciones
de mayor, menor o igual no se aplicaban a los conjuntos infinitos. Hoy en
dia incluso se han definido conjuntos infinitos como aquellos que cumplen esa
propiedad. Es decir, se llama infinito un conjunto que posea algiin subconjunto
tal que se pueda establecer una correspondencia biunivoca entre el conjunto y el
subconjunto. Una correspondencia biunivoca quiere decir que a cada elemento
del conjunto le corresponde uno del subconjunto.
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Figura 9.3. Correspondencia biunivoca

En realidad, abundan los ejemplos que muestran el caracter infinito de los
niumeros naturales. Por ejemplo: existe una correspondencia biunivoca entre

el conjunto de pares (y el de impares) y N

N +—— pares +—— 1mpares
1 — 2 — 3
2 — 4 — D
3 — 6 — 7
4 — 8 — 9

100 — 200 — 201

n — 2n — 2n+1

Se puede decir que el conjunto de los pares (y el de los impares) tiene el mismo

ntimero de elementos que N (por supuesto es un numero infinito).

9.3. El area bajo una curva

Para que se tenga una idea de la forma como el cdlculo de areas bajo curvas
progresaba (con relacién a los métodos de la Antigiiedad), vamos a hacer un

ejemplo: calcular el area bajo la curva

y =’
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entre el origen O y un punto A.

Figura 9.4. El drea bajo la curva

Se divide el segmento OA (el intervalo) en n partes, lo que da n segmentos de
longitud % =1
Veamos un caso particular con n = 4.

///
7/
7/
///
/
//
//
- (4-9)?
/'//
Py ////’/I'; (3 i )2
l .............................................................. (25)2
@ 4 l
o N A A
L
1
1 _ 1
2-4=3
OA=1]=14. é

Figura 9.5. / rectdngulos para calcular el drea
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Nétese que como y = x? las alturas (largos) vienen dadas por el valor de la x
en cada particién:

El drea se aproxima por la suma de los rectdngulos de base (el ancho) siempre
[y de altura (el largo) dado respectivamente por:

Es decir:

sacando a factor (ﬁ)g.

Ahora volvemos al caso general, donde tenemos n rectangulos de ancho (la
base) igual a %, y de alturas que van de

() (et) (o)

y al final respectivamente
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o4
Figura 9.6. n rectdngulos para calcular el drea
El area se aproxima por la suma
A~ i>< <£)2+£x (2 X £)2+£x (3 X i)2%—£><+...+£>< (n X i)2
n n n n n n n n n

3
= (i) x [174+2°+ 32+ ... +n7]

n
(factorizando).
Por un resultado de Pascal y Fermat se sabia que
2n3 + 3n?
12+22+32+'..+n2:w_

Entonces la suma se vuelve:

LY’ [2n*+ 307 + eyttt
n 6 B 3 2n  6n?|’

Ahora, cuando n es infinito % y # se eliminan. Entonces queda:

3  AB°
Areq = — = =2
rea 3 3

Hoy sabemos que el drea bajo la curva y = 22 entre 0 y A es

A 3 A A3
A:/ e = 2| =2
0 3 o 3




CAPITULO 9. LONGITUDES, AREAS Y VOLUMENES 133

Ese método era conocido por muchos matematicos antes de Newton. Es
interesante notar el uso de rectangulos para realizar la aproximacion. En la
Antigiiedad se usaron diferentes tipos de figuras rectilineas.

Contribuciones previas a Newton y Leibniz

Antes de 1636 Fermat pudo calcular (en nuestra notacion)

a n+1
/ zdr = a4
0 n+1

para todo n racional, y n#—1. Este resultado también fue conocido por Rober-
val, Torricelli y Cavalieri (aunque en varios casos para un n mas limitado). La
persona que mas utilizo estos métodos antes de Newton y Leibniz fue John Wal-
lis (1616-1703), especialmente en su Arithmetica Infinitorum (1655). Muchos
otros matematicos hicieron contribuciones al Calculo previamente a Newton y
Leibniz: Gregory St. Vincent, Alfons de Sarasa, Nicholas Mercator, Christo-
pher Wren, C. Huygens, James Gregory y otros. Los trabajos fueron hechos
con relacién a cada uno de los cuatro grandes problemas que se trataron de
resolver y que mencionamos antes. Pero, salvo ciertas conexiones y relaciones,
fueron realizados considerandolos como problemas distintos.

No se entendia que se trataba de la misma cosa: que el concepto de deriva-
da, y el de integral como limite de una suma, estaban conectados de una
manera precisa: la integral como el proceso inverso de la derivacion. Algunos
vieron cosas particulares de esta relacién pero no apreciaron su generalidad e
importancia. Podriamos decir que en las primeras dos terceras partes del siglo
XVII los matematicos se perdieron en los detalles, y no fue sino hasta Newton
y Leibniz que el Céalculo pudo obtener una formulacion general y su aplicacién
apropiada.
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Foto 9.2. Blaise Pascal (1623-1662)

9.4. Ejercicios
FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta
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1. Se puede decir que un conjunto K es infinito si se puede establecer una
correspondencia biunivoca entre K y uno de sus subconjuntos finitos.

2. Newton fue el primero en calcular el drea bajo la curva y = 2.

3. Cavalieri, el discipulo de Kepler, usé segmentos de linea paralelos y
equidistantes para calcular areas y volumenes.

PREGUNTAS DE DESARROLLO

1. Resuma en dos pasos el calculo del area de un circulo segiin el método
de Kepler.

2. De tres ejemplos de subconjuntos del conjunto de los nimeros naturales
que sean infinitos.

3. ;Qué diferencias podria usted senalar entre las figuras geométricas us-
adas por los griegos y los matematicos del siglo XVII para calcular areas
bajo curvas?



Capitulo 10

NEWTON

OBJETIVOS

Descripcion de la obra cientifica y matemdtica de Isaac Newton.

Caracteristicas de la derivada en Newton.

Introduccion historica a las series infinitas y al Calculo newtoniano.

Resena de algunas caracteristicas de la personalidad de Newton.

En el siglo XVII las ideas cientificas se abrieron con gran intensidad.
Gassendi (1592-1655) introdujo de nuevo una forma de la teorfa atomista de
Leucipo y Demécrito. Grimaldi (1618-1663) y después Newton obtuvieron re-
sultados en la 6ptica y en el esclarecimiento de la naturaleza de la luz. Huygens
hizo una descripcién matematica de un funcionamiento ondulatorio de la luz.
Torricelli (1608-1647), discipulo de Galileo, inventé el barémetro descubriendo
la presion atmosférica y también el “vacio”. Es el siglo de Boyle con sus resulta-
dos sobre el vacio y la teoria de gases; también de Hooke, a quien se le atribuye
haber sido el principal fisico experimental antes de Faraday. Los resultados y
las figuras cientificas del XVII pueden seguir enumerandose pero, sin duda, es
la obra de Newton la que culmina la llamada Revolucion Cientifica.

La teoria newtoniana de la gravitacion universal completé la destruccion del
modelo cosmoldgico anterior. Con Newton, efectivamente, puede considerarse
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que una fase intelectual fue completada. En las etapas historicas siguientes
nuevos saltos cualitativos hacia adelante en la ciencia van a demandar mas
condiciones econémicas, técnicas, politicas y sociales.

Foto 10.1. TIsaac Newton (1642-1727). Corresponde a un retrato pin-
tado en 1689 por el famoso pintor Kneller. Newton tenia entonces 46

anos.
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10.1. La obra cientifica de Newton

[saac Newton nacié en Woolsthorpe, Inglaterra, en el campo, el ano de
la muerte de Galileo: 1642. Huérfano de padre antes de nacer, estudi6 en la
Universidad de Cambridge gracias al apoyo de un tio materno (graduado de esa
universidad) que se dio cuenta de los talentos del nino. El Célculo diferencial
e integral, la mecdanica celeste, el comportamiento de la luz y otros estudios
realizados por Newton influyeron decisivamente en la historia de la ciencia y
las matematica por muchos afnos.

Newton estudié en Cambridge con Isaac Barrow quien -como mencionamos
antes- le cedié su catedra Lucasiana, reconociendo asi el gran talento de su
discipulo. Newton estuvo en Cambridge hasta 1696.

Con la creacién del Célculo infinitesimal va a completar los trabajos matematicos
que desde Eudoxo y Arquimedes en la Antigliedad hasta Kepler, Fermat y
Descartes (entre muchos otros en la nueva época) se venian dando en busca de
un método para abordar el “continuo”. El Calculo infinitesimal represento el
resultado matemético mas decisivo del siglo XVII, que generaria un extenso
territorio intelectual para los siglos siguientes no solo en las matematicas sino
en la ciencia en general. Ya sélo esto hubiera sido suficiente para inmortalizar
a Newton, pero realizo otra hazana intelectual: la mecdnica celeste; es decir, la
descripcion del movimiento de los astros a partir de las leyes de la mecanica
terrestre. Fue la fundicién tedrica de los resultados de Copérnico y Kepler con
los de Galileo. No se trataba de un sistema filoséfico, sino de una descripcién
matematica.

La mecanica celeste

La obra que condensé sus extraordinarias contribuciones a la mecéanica fue
el famoso Philosophiae naturalis principia mathematica ( “Principios matemdticos
de la filosofia natural”), publicado en 1687. Es una de las joyas del pensamiento
humano. En ella, donde aplica hasta cierto punto el Calculo, formula con gran
rigor matematico las leyes de Kepler sobre el movimiento planetario, las cuales
habian sido establecidas de manera empirica. Newton demostrd que estas leyes
se deducian de la ley de gravitacion de los cuadrados inversos:

MXM1

F x 7
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[La fuerza gravitacional entre dos masas es proporcional a las masas e inver-
samente proporcional al cuadrado de la distancia entre ellas| o

MXM1
X—

F=Gx=—0fy

[La fuerza gravitacional entre dos masas es igual a una constante por el pro-
ducto de las masas, dividido este por el cuadrado de la distancia entre ellas.
G es la constante de proporcionalidad.]

Para Hawking Principia es:

“Probablemente la obra mas importante publicada en las ciencias
fisicas en todos los tiempos. En ella, Newton no solo presenté una
teoria de como se mueven los cuerpos en el espacio y en el tiem-
po, sino que también desarrollé las complicadas matematicas nece-
sarias para analizar esos movimientos. Ademaés, Newton postulé una
Ley de la Gravitacién Universal, de acuerdo con la cual cada cuer-
po en el Universo era atraido por cualquier otro cuerpo con una
fuerza que era tanto mayor cuanto mas masivos fueran los cuerpos
y cuanto mas cerca estuvieran el uno del otro..®plicé el movimien-
to de los cuerpos celestes y de las mareas. También establecié los
fundamentos de la teoria del movimiento de la Luna. Newton asu-
mio un tratamiento axiomatico y matematico, en el que asumia el
espacio y el tiempo como absolutos.

Momentos de creacion

El descubrimiento-construcciéon del Calculo lo realizé entre 1665 y 1666
mientras estaba en su lugar de nacimiento en el campo para escapar de la peste
que atormentaba Cambridge. Es interesante mencionar que en este mismo
periodo Newton elaboro las principales ideas de sus mas grandes contribuciones
cientificas:

= acerca de la gravitacion universal,

= las leyes de la composicién de la luz,
= el teorema del binomio,

= y el Calculo.
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10.2. EIl Calculo

Newton construyo el Calculo entre 1665 y 1666 mientras Leibniz lo hizo
entre 1773 y 1776, pero fue Leibniz quien publicé primero sus resultados en-
tre 1684 y 1686 y, luego, lo hizo Newton entre 1704 y 1736. Ambos hicieron
sus contribuciones de manera independiente y con caracteristicas propias, sin
embargo se dio una polémica muy famosa, que duré décadas, sobre quién lo
habia encontrado primero.

Newton llamé a su Calculo con el nombre de Teoria de fluriones. Las
funciones x, y, z las llamaba fluentes, y lo que hoy llamamos las derivadas las
llamaba fluriones y las denotaba:

Ty, 2y
Los Hawking los llamaba Momentos de fluxiones y los denotaba
20,70, 20, . ..

donde o es una “cantidad infinitamente pequena”.

Con el Célculo se resolvieron los cuatro problemas fundamentales que men-
cionamos anteriormente. Todos implicaban el uso de un concepto central: el
limate. Tanto Newton como Leibniz usaron esta nocién pero lo hicieron de una
manera mas bien intuitiva, fisica o geométrica. Una formulacién més precisa y
rigurosa tendria que esperar mas de un siglo en la historia de las matematicas.

Con la idea de “limite”’no solo se responderia a los problemas inmediatos
con los que se enfrentaron los matematicos de la Revolucion Cientifica, sino a
aquellos originados en la Antigliedad alrededor del infinito y la continuidad.
Todos esos procesos matematicos en los que se usé el término “indefinida-
mente” hacian referencia al limite. Ya fuera que se planteara realizar sumas
indefinidas de términos o subdivision indefinida de una longitud, area o volu-
men, hay una relacién con los métodos Hawking. Es la nocién de limite a la
que se apela cuando en el método de Exhauscion se pasa del area de poligonos
regulares inscritos en un circulo con n lados, al area del circulo. O, también,
cuando se puede dividir un area en un nimero infinito de rectas “indivisibles”,
o cuando para calcular el area bajo la curva se construye n rectangulos y, luego,
este numero se vuelve infinito o, lo que es igual, la base de los mismos “se va
hacia el cero”.

Aunque el cédlculo de areas, longitudes y volimenes ocup6 una historia mas
larga en las matemadticas, el cdlculo de la tangente a una curva (planteado en
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el siglo XVII) fue decisivo y determinante para el desarrollo de los métodos
Hawking. El cdlculo de la recta tangente y el de la velocidad instantdnea se
redujeron al calculo de la derivada, lo que hoy reconocemos como un tipo
particular de limite. Newton, incluso, consideré sus derivadas como velocidades

La derivada

Veamos primeramente, antes de seguir con la historia, un poco acerca de
la idea de la derivada.

Consideremos la funcién f(z) = z? y la recta tangente T de la siguiente
grafica

Figura 10.1. La tangente en (1,1)

Si bien no se puede calcular su pendiente m como la de una recta secante, se
utiliza varias rectas secantes para aproximar el valor de esa pendiente.
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Figura 10.2. De las secantes a la tangente

Se construye rectas secantes entre P y otros puntos Py, Py, Ps, . ... Conforme
se traza secantes con puntos mas cercanos a P, cada vez la nueva secante
se aproxima mas a 1. Y, por eso, la pendiente de la secante se aproxima
a la pendiente de la recta tangente. La idea es que si se repite el proceso
indefinidamente se obtiene la recta tangente y, en particular, la pendiente de
la tangente.

Veamos cémo se hace con f(z) = 22

v,

Figura 10.3. FEl cdlculo de la tangente
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Cualquier secante L que pase por (1,1) tiene por pendiente

_ Ay fO+Ar) - f(1)

Ax Ax
(1+Az)2—1  2Az+ Az?
Ax Ax tar

Cuando () se acerca cada vez més a P se tiene que Ax se acerca cada vez
mas a 0. Cuando Az sea 0, obtendremos la pendiente de la recta tangente. Es
decir:

Mian = 2.

Lo anterior se expresa asi:

14+ Ax) — f(1
Mign = lIM fa+4z) = f(1) = lim (24 Az)=2
Axz—0 Ax Axr—0

[ limaz—0 se lee limite cuando Ax tiende a 0 |.

Es decir, la pendiente de la recta tangente en un punto es el resultado de

calcular un limite.

Una vez calculada la pendiente, la ecuacion de la recta es facil de encontrar.
El procedimiento se puede generalizar para cualquier z, y entonces se dice

que
o et A) — f(@)
Az—0 Ail?

es la derivada de f en z. Se denota f'(x) o Df(x).

Veamos cémo se calcula la derivada de f(x) = z? para cualquier z.

Az—0 Az
_ lim (r+ Ax)? — 22 _
Az—0 Ax
. 2+ 2xAx + (Axn)? — 22
= lim =
Az—0 Ax
= lim (2z + Az) = 2x.
Az—0

Es decir:
!

y=2r o Yy —-2x=0
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El método newtoniano

Ahora veamos cémo procederia Newton usando su notacién:
Sea la ecuacién

Ahora sustitiyase x + 2o y y + o en la ecuaciéon anterior:
Y+ yo — (z + i0)*> =0

Y+ o — (vx + 2x30 + 7%0%) = 0
y + o — xx — 2xio — i*o® = 0.

Como y — 22 = 0 se tiene
yo — 2xio — 20 = 0.

[P}

Ahora dividase la ecuacién anterior por “o0” y se tiene
. . .2
y—2xx —12°0=0.

Como “0.* una cantidad infinitamente pequena, entonces lo que es multipli-
[peh]

cado por “0” no significa nada con respecto al resto, y lo podemos eliminar.
Asi quedaria

§ — 22 = 0.

Notese que la expresién anterior es casi idéntica a la que obtuvimos por el
método moderno.

Si f describe la posicién o el desplazamiento de un cuerpo con relacién al
tiempo, y se tiene, por ejemplo, f(t) = t2, entonces f'(t) = 2t es la velocidad
del cuerpo en el instante t.

[Aeh]

Se podria preguntar por qué es valido que “0” se desvanezca o si estos
“0” son numeros finitos o ceros. Debe recordarse, sin embargo, que Newton
realizo sus calculos sin tener a su disposicion una formulacién precisa del con-
cepto que estaba correctamente usando: el limite. Sus derivadas se calculaban

usando recursos intuitivos y geométricos.
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Foto 10.2. El Trinity College de la Universidad de Cambridge. Esta
tlustracion corresponde a una pintura realizada por Loggan “Cantabrigia

Hllustrata” de 1690. Newton escribic aqui su libro Principia.

Criticas

La falta de precisién y rigor légicos (condiciones que solo se encontraria
siglos después) fue excusa para que filésofos reconocidos como el obispo George
Berkeley (1685-1753) criticaran dsperamente la nueva “Teorfa de fluxiones”.
Aunque no negaba la utilidad de los nuevos métodos ni la validez de sus
resultados, Berkeley decia que éstos no se apegaban a la deduccion logica,
y que usaban razonamientos inductivos. Por ejemplo, Newton decia que el
término “derivada” era una razén final y no explicaba bien lo que Hawking
consideraba “cantidades evanecentes”.
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Foto 10.3. Robert Boyle (1627-1619) y George Berkeley (1685-1753)

Es interesante mencionar que Berkeley decia que si el concepto de veloci-
dad depende del espacio y el tiempo, entonces el concepto de “velocidad in-
stantdnea” no puede existir. Si se expresa la velocidad como el limite (cuando
Az — 0) de razones como

fla+Az)— f(z) _ Ay
Ax Az
con y la distancia y x el tiempo, Berkeley preguntaria ;cudl es el sentido de
incrementos que se desvanecen ( Ay y Ax se hacen 0) dejando un cociente sin
sentido g? Una velocidad —continuaria— debe ser una distancia sobre un tiem-
po. ;como puede existir una velocidad con distancia nula y sobre un tiempo
también nulo?

Hoy todos sabemos que la derivada no es el ultimo término de una coleccién
de razones (las pendientes de la rectas secantes), sino un nimero aparte. El
“paso al limite.®"a lo que entrababa dificultades porque se hacia sin precisién de
los términos, y esto sucedia porque ese paso de las pendientes de secantes a la
derivada, al limite, era un método que se escapaba de la geometria euclidiana,
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la aritmética y el dlgebra tradicionales: era un nuevo método matematico cual-
itativamente diferente y al que no podia pedirsele en ese momento la precisién
que solo un largo periodo de su manipulacién y reflexién le brindaria.

10.3. CaAlculo, series infinitas y publicaciones

Debe senalarse que la creacion del Célculo diferencial e integral en el caso
de Newton estuvo vinculado también a las series infinitas. Al descubrir el
teorema del binomio (y generalizarlo) Newton comprendié que se podia operar
con series infinitas mas o menos igual que con las sumas finitas.

El teorema del binomio y las series

Recordemos el teorema del binomio:

(z + Ax)? = 2% 4 22Ax + (Ax)?
(z + Ax)® = 2° + 32°Ax + 3vAz? + (Ax)?
y, en general:

mn =D a4t (A

(z + Az)" = 2" + nz" Az + 5

y la serie binémica para f(x) = (14 x)* es

E(k—1 k(k—1)...(k—n+1
1+kx+¥x2+...+ ( ). (k=n )x”+
2 n!
[n!=n(n—1)(n—2)(n—3)...1, el producto de todos los enteros positivos
menores o igual a n].
Descubrio, ademas, que las series no solo servian para aproximar funciones,

sino también para definir alternativamente las funciones. Por ejemplo:

2 Al

Senr=r— —+———+...

3! 5! 7!
conzx € Ry

1
1+ 2

4

=l—ao+2® -2 +2* —2°+. .+ (=D)"2"+ ...
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con z €] —1,1].
Diferenciar o integrar funciones se podia hacer derivando o integrando cada
término de la serie de una manera simple y mas facil.

Publicaciones

La primera obra de Newton en la que escribe de sus ideas engendradas en
los anos 1665-1666 (series, y Céalculo) fue: De analysi per aequationes numero
terminorum infinitas que, aunque escrito en 1669, fue publicado hasta 1711.
Esta relacion entre series y Célculo se expresa también en su libro Methodus
fluxionum et serierum infinitorum que escribié en 1671, y seria publicado en
inglés en 1736 y en latin en 1742. La tercera exposicién de su Célculo la
hizo Newton en 1676 en su libro De quadratura curvarum. Newton en esta
obra trata de evitar las “cantidades infinitamente pequenasz las “cantidades
fluentes” que habia utilizado en los anteriores trabajos. En esta obra plantea
una teoria de las “razones primeras y ultimas”. La “razén iltima”no es mas
que la derivada planteada sin el concepto de limite, que se desarrollaria mucho
tiempo después.

El tnico libro en que Newton mostro su Célculo y que publicé rapidamente
fue el famoso Philosophiae naturalis principia mathematica en 1687. Para que
se tenga una idea de la formulacién newtoniana del limite de una funcién (o
de la derivada), citamos textualmente el Lema I del Libro I, Seccién I de esta
obra:

“Cantidades, y la razon de cantidades, que en cualquier intervalo
finito de tiempo convergen continuamente a la igualdad, y que antes
del final de dicho tiempo se aproximan una a la otra mas que
cualquier diferencia dada, se hacen finalmente iguales”

Newton usé los métodos del Célculo en el estudio de la astronomia y mecanica
que ahi aparece, pero una gran parte del libro fue expresada en forma ge-
ométrica tradicional para que sus contenidos fueran mejor aceptados por la
comunidad cientifica de la época.

Publicar o no publicar

Una caracteristica de la personalidad de Newton fue su reticencia a pub-
licar rapidamente sus trabajos. Como vimos descubrié el Célculo en 1665-1666
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y lo terminé de publicar 40 anos después. Sus descubrimientos sobre la grav-
itacion universal también fueron de estos anos y los publicé hasta 1687. Otra
obra: Arithmetica universalis, con conferencias dadas entre 1673 y 1683, la
publicé hasta 1707.

Tal vez resulta interesante senalar que el gran matematico Carl Friedrich
Gauss de finales del siglo XVIII y de la primera parte del XIX, también poseia
esta reticencia a publicar rapidamente. En el caso de Gauss esto hizo que
muchos matematicos de su época obtuvieran resultados sin saber que Gauss
ya los habia obtenido anos antes. Y en el caso de Newton que se ayudara a
desarrollar la polémica entre la escuela de Leibniz y la de Newton acerca de la
paternidad del Calculo.

Para concluir este capitulo, no esta de mas mencionar un detalle sobre la
personalidad de Newton, que Stephen Hawking menciona en su bellisimo libro
de divulgacién cientifica Historia del tiempo:

“Isaac Newton no era un hombre afable. Sus relaciones con otros
académicos fueron escandalosas, pasando la mayor parte de sus
ultimos tiempos enredado en acaloradas disputas. Después de la
publicacién de los Principia Mathematica (seguramente el libro
mas influyente jamés escrito en el campo de la fisica), Newton
fue ascendido rapidamente en importancia publica. Fue nombrado
presidente de la Royal Society, y se convirtio en el primer cientifico
de todos los tiempos que fue armado caballero.”

Las grandes cualidades de las personas suelen estar acompanadas de debil-
idades; la naturaleza de la vida es asi. Los cientificos son de carne y hueso y los
resultados de su trabajo estan condicionados por sus caracteristicas personales
y por el contexto social e histérico en que se dan.

10.4. Ejercicios

FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta
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. Las matematicas por mas importantes que son no fueron decisivas en la

Revolucion Cientifica del siglo XVII.
Newton describio la astronomia a partir de la mecéanica terrestre.

La Ley de la Gravitacion Universal es

_ G><D2_
M x M’

M, M, masas planetarias, D la distancia entre planetas.

El Calculo integral y diferencial resolvié los llamados cuatro problemas
fundamentales.

Para Newton las derivadas eran velocidades.
La derivada es el ultimo término de una coleccién de razones.

En Principia, Newton usé sélo los métodos del Célculo para explicar
mejor sus leyes a la comunidad cientifica.

PREGUNTAS DE DESARROLLO

1.

2.

Mencione un gran resultado de Newton incluido en su libro Principia.

Mencione las cuatro grandes contribuciones cientificas de Newton engen-
dradas entre 1665 y 1666.

., Cudl era la critica que le hacia Berkeley a los métodos de Newton?

Berkeley decia “;cémo puede existir una velocidad con distancia nula y

sobre un tiempo también nulo?”. ;Como responderia usted a Berkeley?

. Qué significa que el Célculo en series infinitas era mas facil y conve-
niente?

. Por qué podemos decir que Newton contribuyé a la polémica sobre la
paternidad del Célculo con Leibniz?

Calcule la derivada de la funcién f(z) = 2z? usando el método de New-
ton.



Capitulo 11
LEIBNIZ

OBJETIVOS

» Describir la contribucion de Leibniz al Cdlculo diferencial e integral.
s Mencionar la relacion de Leibniz con la notacion en el Cdlculo.

= Mostrar las diferencias en los enfoques teoricos de Newton y Leib-
niz.

Gottfried Wilhelm Leibniz naci6 en Leipzig y vivid casi siempre alrededor
de la ciudad alemana de Hanover, donde trabajo para los duques, uno de ellos
fue Rey de Inglaterra como Jorge I. Leibniz estudié derecho e hizo su primera
tesis en logica. En 1666 escribié otra tesis De Arte Combinatoria (“Sobre el
arte de las combinaciones”), en el que proponia un método universal para
razonar (ésta fue su tesis doctoral).

11.1. Una mente universal

Leibniz fue filésofo, abogado, historiador, filélogo y un pionero de la ge-
ologia. Debido al impacto de la obra de Newton en la cosmologia y la mecanica,
a veces se pasa por alto que Leibniz hizo importantes contribuciones en logica,
mecanica, 6ptica, hidrostatica, neumatica, ciencia nautica y en la construccién

153
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de maquinas calculadoras. Aunque se gané la vida como diplomatico y aboga-
do, sus trabajos en filosofia y las matematicas fueron de lo mejor de la historia
de la cultura.

Dos hechos son muy interesantes sobre las ideas de Leibniz:

= tratd siempre de reconciliar las religiones catélica y protestante;

= motivo la creacién de sociedades académicas para promover las ciencias y
técnicas frente al caracter retrégrado y la ignorancia “monjil” que imper-
aba en las universidades de la época. Incluso favorecio el uso del aleman
frente al latin, porque éste ultimo era un aliado del viejo orden.

Dos proyectos intelectuales generales tuvieron importancia en su vida:

= uno era la scientia generalis: encontrar un método universal para cono-
cer, hacer inventos y entender la unidad del Universo;

= v el otro la lingua characterica: crear un lenguaje perfecto para razonar
haciendo simples computaciones.

Ambos proyectos fueron enriquecedores de su trabajo intelectual: el primero
le condujo a descubrimientos matemaéticos y el segundo a contribuciones en la
logica y en el uso de simbolos matematicos.

Comunicacion entre cientificos

Leibniz recibié la influencia de Descartes de una manera histéricamente
muy interesante. Descartes habia influido en las mateméticos holandeses (es-
tuvo 20 anos en Holanda). Entre ellos destaca Frans van Schooten (1615-1660)
quien propagd y amplio la geometria analitica cartesiana. Incluso realizé una
version en latin de la Géométrie (escrita originalmente en francés). Uno de los
discipulos de van Schooten fue Huygens quien, como hemos mencionado ya,
fue un gran cientifico con contribuciones en la teoria de la luz, en astronomia
y al que se le atribuye el reloj de péndulo. En 1666, Huygens se trasladé a
Paris, en donde permanecié hasta 1681. Ya en 1656 habia aplicado métodos
infinitesimales a las cénicas (por ejemplo, redujo la “rectificacion” de la pardbo-
la a la “cuadratura”de la hipérbola). En el Célculo Leibniz recibié la influencia
directa de Huygens que estuvo en Paris entre 1673 y 1676, alli estudio los tra-
bajos de Descartes y Pascal y de algunos matematicos britanicos. Fue una de
las motivaciones de Leibniz para dedicarse a los asuntos que luego originarian
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el Célculo. [La relacién entre Huygens y Leibniz se puede ver, por ejemplo,
en el desarrollo conjunto del concepto de energia cinétical. Lo que deseamos
puntualizar aqui: hubo una conexién entre Descartes y Leibniz a través de
los matematicos holandeses. Esto resulta muy interesante y apunta al tipo de
vinculos y genéticas comunes en el trabajo cientifico de esos tiempos.

Es interesante mencionar que Leibniz sabia del rumor de que Newton ya
manejaba el nuevo método, y esto contribuyo a estimular su trabajo.

Foto 11.1. Christian Huygens (1629-1685)

11.2. El Calculo de Leibniz

Podria decirse que mientras el enfoque de Newton fue fisico, el de Leibniz
fue esencialmente geométrico o incluso algebraico.
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Muy réapido (1673) desde que entrd en contacto con las matemadticas —via
Huygens— tomé Leibniz conciencia de la importancia de calcular las tangentes
a las curvas y estaba seguro de que el método inverso era equivalente al de
encontrar las dreas y volimenes por sumas. A lo largo de varios manuscritos
escritos entre 1675 y 1684 se puede conocer la evolucion intelectual de Leibniz
con relacion al Célculo. Por ejemplo, en noviembre de 1676 daba las reglas
dz™ = nz"! (para un entero o fraccional) y, también

Para julio de 1677, Leibniz daba las reglas correctas para la diferencial de la
suma, diferencia, producto y cociente de 2 funciones y para potencias y raices,
pero no ofrecia pruebas.

La primera obra publicada que recoge su método fue un articulo que apare-
cié en la revista Acta eruditorum en 1684, que él habia fundado dos anos
antes (entonces ya habia anunciado su método). Se llamaba Nova methodus
pro mazimis et minimis, itemque tangentibus, qua nec fractas nec irrationales
quantitates moratur ( “Un nuevo método para mdzimos y minimos, y también
para tangentes, que no se ve obstruido por las cantidades fraccionarias ni por
las irracionales”). El articulo contenia por ejemplo los simbolos dx, dy y las
reglas

d(xy) = zdy + ydx

x ydxr — xdy
4y = 1T
Y Y

d(z™) = 2" 'dx

y establecia que dy = 0 para valores extremos relativos o d?y = 0 para los pun-
tos de inflexién. También introdujo aqui el término “cdlculo diferencial” (de
diferencias), aunque v y y se toman como funciones de z, el término “fun-
cién’no aparece en este articulo. Este término aparecera hasta 1692 en otro
de sus articulos. Antes de usar “calculo diferencialiisé la expresién “métho-
dus tangentium directa”. También “methodus tangentium inversa.® “calculus
summatorius’ para la integracion definida y, en 1698, el término “calculus in-
tegralis” (en un articulo con Jean Bernoulli).
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Foto 11.2. Gotifried Leibniz (1646-1716)

Notacion

En 1686 Leibniz publicé un trabajo sobre la integracion, donde usé el
simbolo “ [7. En realidad Leibniz habfa usado varios simbolos para la inte-
gral: primero omn.y (todas las y) , luego [y y luego [ ydz.

En 1675 usé la siguiente notacion:
omn. : queria decir suma (del latin omnia),

[ : significaba dy.
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Entonces, por ejemplo: omn.l = y querfa decir en nuestra notacién [dy =y y
2 . 2
omn.yl = % significaba [ ydy = %

En octubre de 1675, Leibniz escribfa [l =omnly [z = %2

Para Leibniz dy y dx representaban cantidades arbitrariamente pequenas
(diferenciales o infinitesimales), y con ellas irfa construyendo tanto su Célcu-
lo integral (sumas) como su Calculo diferencial (cdlculo de tangentes). Los
simbolos 2o y yo de Newton se traducen como dx y dy en Leibniz.

Influencia

El impacto de estos trabajos de Leibniz fue muy grande y gener6 un desar-
rollo mas réapido del Calculo con el enfoque leibniziano. Por ejemplo, poco
tiempo después y con la contribucién destacada de los famosos hermanos
matematicos Bernoulli se desarrollaron enormemente los resultados basicos
de lo que hoy se ensena como Calculo universitario.

En 1696 aparecié el primer texto sobre Calculo escrito por el Marqués
de L’ Hopital:  Analyse des infiniment petits (Jean Bernoulli fue tutor de
L “Hépital). Después Euler y otros mateméticos continentales proseguirian esa
obra. El enfoque de Newton (la teorfa de fluxiones) tendria un progreso menos
espectacular con Taylor, Maclaurin y otros matematicos britanicos.

Los simbolos “=z “x”para denotar la igualdad y multiplicaciéon, aunque

no los inventd, también fueron aceptados dominantemente por su influencia.
Los términos “funciénz “coordenadas”también provienen de Leibniz.

Resulta interesante mencionar que Leibniz al igual que Newton también
sufrié ataques por parte de otros intelectuales de la época. El médico y gedme-
tra Bernard Nieuwentijdt (1654-1718) en 1694 senalaba que habia oscuridad
en el trabajo de Leibniz y que no podia entender cémo diferian las “cantidades
infinitamente pequenas”de 0, y preguntaba como una suma de infinitesimales
podia dar algo finito.

La realidad es que ni Leibniz ni Newton tuvieron gran éxito en esclarecer su
método y sus nuevos conceptos y, por eso, colocaron la justificaciéon final de las
mismas en la coherencia de sus resultados, en la fecundidad de los métodos.
Tanto el método de Newton como el de Leibniz no tenian la precisiéon y la
claridad légica que hoy se exhibe, pero sin duda aprehendian, sintetizaban,
y operacionalizaban magistralmente los conceptos fundamentales del Calculo
diferencial e integral.
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11.3. Diferencias entre Newton y Leibniz

Aunque Newton habia descubierto el Calculo durante los afios 1665 y sigu-
ientes, no habia publicado nada sobre el mismo antes de 1687. Y en esta obra
(Principia) apenas dio indicaciones del Célculo. Si habia presentado, sin em-
bargo, algunos de sus manuscritos a sus amigos. Por ejemplo De Analysi a
Barrow en 1669, quien se lo habia enviado a John Collins. Leibniz visité Paris
en 1672 y Londres en 1673 y estuvo en contacto con gente que conocia la obra
de Newton. Este es el contexto que hizo que surgiera la acusacién de Leibniz
como un plagiador.

Las diferentes investigaciones realizadas revelan que el trabajo de Newton
fue previo al de Leibniz pero que este tltimo llegd a sus resultados indepen-
dientemente. Ambos, eso si, recibieron la influencia de Barrow, quien habia
llegado mas lejos en la comprension de la naturaleza inversa de la derivada y
la integral (aunque su tratamiento fuera muy geométrico).

La radical diferencia entre los enfoque de Newton y Leibniz habria sido
suficiente evidencia de que se trataba de creadores independientes, pero la
controversia sobre la prioridad se desarrollé dsperamente entre los matematicos
ingleses y los continentales.

Stephen Hawking es muy critico de Newton:

“Aunque sabemos ahora que Newton descubrié el calculo anos
antes que Leibniz, publicé su trabajo mucho después. Sobrevino
un gran escandalo sobre quién habia sido el primero, con cientifi-
cos que defendian vigorosamente a cada uno de sus contendientes.
Hay que senalar, no obstante, que la mayoria de los articulos que
aparecieron en defensa de Newton estaban escritos originalmente
por su propia mano, jy publicados bajo el nombre de amigos! Cuan-
do el escandalo crecid, Leibniz cometié el error de recurrir a la
Royal Society para resolver la disputa. Newton, como presidente,
nombré un comité ‘imparcial’ para que investigase, jcasualmente
compuesto en su totalidad por amigos suyos! Pero eso no fue todo:
Newton escribié entonces él mismo los informes del comité e hizo
que la Royal Society los publicara, acusando oficialmente a Leibniz
de plagio. No satisfecho todavia, escribié ademas un analisis anéni-
mo del informe en la propia revista de la Royal Society. Después
de la muerte de Leibniz, se cuenta que Newton declaré que habia
sentido gran satisfaccion ‘rompiendo el corazén de Leibniz’
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Esta polémica tuvo grandes consecuencias para las matematicas. Por ejem-
plo: la reticencia de los newtonianos a usar la notacion de Leibniz, que sin
duda era mejor que la usada por Newton, y que esencialmente es la misma
que hoy usamos. El retroceso de la matemética en Inglaterra (con relacién a la
matemadtica en Europa continental) durante varias décadas fue parcialmente
motivado por este triste episodio.

No fue sino hasta principios del siglo XIX que se resolveria el asunto, cuan-
do los britanicos adoptaron finalmente la notacién de Leibniz. Esto se real-
iz6 especialmente gracias al trabajo del matematico francés Laplace. Desde
entonces la controversia ha ocupado un capitulo marginal en la historia de las
matematicas. No obstante es un vivido ejemplo acerca de la naturaleza de la
construccion social de las matematicas: criterios, decisiones, apreciaciones fun-
dadas o infundadas, correctas o erréneas, permean la practica de la comunidad
matematica, y a veces determinan su evolucién durante muchisimo tiempo.

Es interesante senalar las diferencias existentes en los enfoques de Newton
y Leibniz. Ambos construyeron el Céalculo como un campo matematico inde-
pendiente de la geometria y el algebra en sus conceptos y métodos y, al mismo
tiempo, le dieron un fundamento algebraico a los mismos. Recordemos: hasta
el siglo XVII, las relaciones tipicas del algebra de nuestros dias eran vistas en
términos geométricos (como longitudes, dreas, volimenes, etc.).

Los métodos infinitesimales previamente a Newton y Leibniz ademés de su
caracter parcial eran también muy geometrizados. La nueva relevancia puesta
en el dlgebra fue muy importante. Mas decisiva y en esto ambos coincidieron: la
reduccién de los problemas de dreas, volimenes, etc., a procesos de antidiferen-
ciacion. Todos los asuntos que motivaron el surgimiento del Calculo en el siglo
XVII fueron reducidos por Newton y Leibniz a la derivacién y antiderivacion.

Ahora bien, mientras Leibniz usaba los incrementos infinitesimales en la x
y vy, v luego estudiaba la relacion entre ellos, Newton usaba sus infinitesimales
en la derivada misma. En Newton los infinitesimales estaban asociados direc-
tamente al cdlculo de velocidades instantdneas (un claro sentido de aplicacién
fisica). En Leibniz el interés no era la aplicacion fisica. De hecho, se podria es-
tablecer una correlacién entre infinitesimales y “moénadas”, estos ultimos entes
primarios en la descripcion de lo real segun la filosofia que aparece en su libro
de filosoffa (metafisica) Monadologia. El énfasis de Newton era la razén de
cambio, mientras que en Leibniz lo era la suma infinita de infinitesimales.

Otra distincion interesante fue el interés adicional de Leibniz en la notacién
a usar. Newton no le prestd mucho cuidado a ésta. De la misma manera,
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tampoco le presté mucha atencién a formular con precisién los algoritmos
tipicos del Célculo (derivada de la suma, producto, etc.), que por supuesto
conocia. Leibniz poseia una vocacion por la bisqueda de reglas generales y
universales (tanto en el lenguaje, la ciencia como en el pensamiento en general),
que influiria en la forma y la notacién con la que se desarrollaria posteriormente
el Célculo. Aunque, fue el sentido aplicado de éste, que influia la creacion
realizada por Newton, el que dominaria las matematicas de todo el siglo XVIII.

11.4. Ejercicios
FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta

1. Leibniz fue diplomatico y filésofo.

2. El proyecto de la Lingua Characterica era crear un lenguaje perfecto.
3. Leibniz fue discipulo directo de Descartes.

4. La notacién matemaética era importante para Leibniz.

5. Barrow influencié el trabajo de Leibniz.

6. Newton y Leibniz enfatizaban el papel del 4lgebra.

PREGUNTAS DE DESARROLLO

1. ;Cual cientifico holandés influy6 directamente en el trabajo cientifico de
Leibniz?

2. ;Qué significan los simbolos o, yo, dx, dy? Explique.
3. ;Cual era la actitud de Leibniz frente a la notaciéon en matematicas?

4. Explique el origen de la polémica entre Newton y Leibniz. Mencione su
desenlace historico.

5. Mencione dos diferencias entre Newton y Leibniz con relacién al Célculo.
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6. Explique las ideas que contiene el siguiente parrafo:

“La realidad es que ni Leibniz ni Newton tuvieron gran éxi-
to en esclarecer su método y sus nuevos conceptos y, por eso,
colocaron la justificacién final de las mismas en la coherencia
de sus resultados, en la fecundidad de los métodos. Tanto el
método de Newton como el de Leibniz no tenian la precision
y la claridad légica que hoy se exhibe, pero sin duda apre-
hendian, sintetizaban, y operacionalizaban magistralmente los
conceptos fundamentales del Célculo diferencial e integral.”



Capitulo 12

CIENCIA Y SOCIEDAD EN
EL SIGLO XVIII

OBJETIVOS

Ezxplicar el contexto mds amplio del desarrollo de la sociedad y la
ciencia en el siglo XVIII.

Proporcionar un resumen de la historia de la Revolucion Industrial.

Algunas caracteristicas de la evolucion de la quimica en la época.

Contribucion de Lavoisier al desarrollo cientifico.

El ritmo de progreso que la ciencia habia exhibido a mediados del siglo XVII
disminuyé a finales del mismo siglo y en las primeras décadas del siguiente. El
Medievo sirvié como una gran camisa de fuerza para la indagacion cientifica y,
por eso, el Renacimiento y la Revolucion Cientifica abrieron primeramente una
critica al viejo orden intelectual y, en segundo lugar, una afirmacion de nuevas
ideas. Un movimiento expansivo se dio entonces en el mundo del pensamiento,
que debié esperar a un desarrollo de la sociedad en varias de sus dimensiones
para poder ampliar y profundizar su onda expansiva. Por otra parte, se podia
esperar desarrollos en las matematicas y en la medicina pero un avance ulterior
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en las otras ciencias requeria de una madurez social adicional. No era posible
pensar en la quimica o la termodindmica en el siglo XVII sin que antes existiera
la necesidad social de las mismas.

Ciencia y tecnologia

La primera parte del XVIII sirvié no tanto para generar nuevas ideas sino
mas bien para afianzar las nuevas ideas criticas contra el orden intelectual an-
terior (que socialmente no habia desaparecido en todas partes). La segunda
mitad del siglo y la primera del siguiente fueron de una importancia extraor-
dinaria para el desarrollo de la sociedad que hoy conocemos. Este periodo
incluye la Independencia de los Estados Unidos, la Revolucién Francesa y la
Revoluciéon Industrial en Inglaterra. En este periodo se realizé una auténtica
revolucién en la quimica y la electricidad, y se inicié un apasionado matrimonio
entre la ciencia y la economia (a través de su intervencion en el progreso de la
tecnologia) que ha definido el rostro de la sociedad moderna. Dos condiciones
sociales de partida fueron necesarias para esta evolucién:

» Por un lado el surgimiento de la ciencia experimental y cuantitativa (ma-

tematica) que se generd esencialmente en los dos siglos anteriores.

= Por otro lado, el desarrollo de la sociedad capitalista sin las trabas del
orden social anterior.

Antes del siglo XVIII la ciencia intervino débilmente en la produccién eco-
némica (astronomia y mateméticas en la navegacién y el comercio), pero en
la primera mitad del siglo XIX su papel ya era imprescindible.

12.1. La Revolucion Industrial

La Revolucion Industrial que se dio en Inglaterra fue decisiva no solo para el
desarrollo de la economia sino también para la ciencia. Aunque en algunos ca-
sos la Revolucién Industrial tuvo la influencia del avance cientifico de la época
-como con la maquina de vapor- la realidad es que éste no fue un ingrediente
fundamental para la misma. Puede decirse que pesaron otras condiciones so-
ciales mas ligadas a la producciéon misma. Podemos senalar algunos elementos.

» La mejor organizacién del trabajo (divisién y especializacién de tareas),
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= el sistema fabril (una unidad productiva especial),
= ¢l desarrollo de la maquinaria.

Lo que si va a suceder con toda claridad es lo contrario: una gran influencia de
estos cambios técnicos en el desarrollo de las ciencias. La nueva organizacion
social basada en el progreso del intercambio comercial y con un énfasis en la
empresa y la libertad de acciones requirié de la vision y los métodos de la
nueva ciencia para crear su marco ideolégico. Podemos decir que el cambio
que supuso la Revolucién Cientifica fue en el pensamiento general, mientras
que la Revolucién Industrial lo hizo en la practica.

La sociedad industrial se constituiria en un factor decisivo para explicar
la transiciéon de una ciencia orientada hacia las matematicas, la astronomia
y la medicina (siglo XVII) a otra dirigida a la quimica, la electricidad y la
termodindmica.

Antecedentes y desarrollo

Antecedentes inmediatos de la Revolucién Industrial en Inglaterra fueron:
» el mejoramiento de las practicas agricolas (con cambios que se habian
hecho antes en Holanda), y

= la expansion del uso de la hulla en la industria.

La Revolucién Industrial tuvo su origen en la industria textil britanica. Con
la demanda de las telas se obligd a usar técnicas mejores como el uso de la
energia hidréulica para el proceso de abatanar, y de la hulla para el lavado y el
tenido. Esto se hizo primero en Yorkshire y después en Lancashire. En mitad
del siglo XVIII la industria empez6 a fabricar el algodén. Este tipo de fibra
exigia la implementaciéon de nuevas técnicas (diferentes por ejemplo a las que
usa la lana) y, dada la alta demanda, los telares manuales no dieron abasto. Las
maquinas se hicieron necesarias: primero fue el torno de hilar de Hargreaves
en 1764, el telar hidraulico de Arkwright en 1769 y luego la méquina tejedora
intermitente de Crompton en 1779. Tanto fue el uso de este tipo de maquinas de
gran demanda de agua, que los rios cercanos a las industrias textiles tampoco
pudieron dar abasto. Una nueva maquina con otra forma de energia se hizo
necesaria: la maquina de vapor de Watt (1785).

La utilizacion efectiva de estas maquinas y su proyecciéon mayor fue posi-
ble por el desarrollo social, econémico y productivo que se habia dado desde
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por lo menos el siglo anterior en Gran Bretana. En particular fue necesario
que existiera capital (empresarios fuertes) para poder invertir en la nueva in-
dustria y, segundo, la existencia de mano de obra disponible. Todo esto se
habia realizado a través de un proceso socialmente muy dificil en las décadas
anteriores.

El impacto en la forma de vida fue muy grande. Mientras en los tiempos
anteriores la dispersion social predominaba y los artesanos estaban esparcidos
por todas partes, ahora la organizacion en fabrica favorecia la concentracion
urbana (alrededor de la industria). Ciudades industriales surgieron: Manch-
ester, Birmingham, Newcastle y Glasgow por ejemplo.

La concentracion urbana a su vez credé mayor demanda a la agricultura, lo
que obligé a una verdadera reforma agricola. En particular, ademas de rota-
ciones de cultivos implicé el uso de maquinaria (aunque muy rudimentaria).
Esto cambiaba la estructura del campo, porque era necesaria menos gente para
la produccién, y mas gente iba a las ciudades para laborar en la industria.

Ciencia, tecnologia y sociedad

Debe ponerse en relevancia el papel de la maquina de vapor en esta rev-
olucién. Su utilizacién junté la industria pesada (méquinas) con la industria
liviana (textil), que es un modelo que hemos tenido en el mundo desde en-
tonces. Este gran invento técnico fue una aplicacién del nuevo conocimiento
cientifico. Y, por eso, podemos decir que la ciencia participé en una dimen-
sion muy importante de la Revolucion Industrial, a pesar de que fueron otras
condiciones técnicas, econdémicas y sociales las que la hicieron posible.

Un detalle altamente interesante, que revela esa relacion especial entre la
ciencia, la técnica y el desarrollo social es que el desarrollo cientifico del finales
del siglo XVIII no provino en lo que a Inglaterra se refiere de los grandes
centros clasicos que fueron importantes en el siglo anterior: Cambridge, Oxford
o Londres, sino de lugares como Leeds, Glasgow, Edimburgo, Manchester o
Birmingham que tenian que ver con la nueva industria.

12.2. La quimica

Antes del periodo de la Revoluciéon Industrial, dos de los principales pro-
gresos cientificos se habian dado con el descubrimiento de la electricidad y con
la botanica. Pero podemos decir que ya en este periodo alrededor de la Rev-
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olucién Industrial el principal progreso cientifico se hizo en la quimica (se hizo
racional y cuantitativa). No es que en las otras ciencias no se diera progreso
sino que con relacion a la quimica se dio una auténtica revolucién, cambio
radical de métodos y conceptos que ya se habia dado en la astronomia, la
medicina y las matematicas en el siglo XVII.

El elemento decisivo que fundamentoé el progreso de la quimica fue el estudio
de los nuevos gases que entonces se conocieron, lo que estuvo conectado con
los experimentos con el vacio y el aire durante el siglo XVII. También fue
importante el desarrollo de la maquina de vapor. Con base en los trabajos de
Black en Escocia, Scheele en Suecia y especialmente Priestley en Inglaterra, el
gran cientifico francés Lavoisier pudo sentar las bases de la quimica moderna.

Lavoisier fue la figura dominante en la ciencia francesa en la tltima tercera
parte del siglo XVIII.

Desde la alquimia y el flogisto al oxigeno

El primer paso se habia dado en el siglo anterior con la ruptura con la
alquimia, que integraba ideas magicas e irracionales sobre la naturaleza de
los fenémenos quimicos. El segundo paso fue explicar racional y con susten-
to empirico la naturaleza de los gases, en particular el proceso de la com-
bustién (este ultimo dominé la escena en el siglo XVIII). Para explicar la
combustion, primeramente se habia acudido a una teoria llamada del flogisto.
La idea basica era que todos los combustibles tenian una sustancia que perdian
precisamente en la combustién. Esta idea era parte de la tradiciéon arabe y
de los seguidores de un famoso médico aleman que se hizo llamar Paracel-
so [Theophrastus Philipus Aureolus Bombastus von Hohenheim (1493-1541),
fue un reformador médico que introdujo un nuevo concepto de enfermedad y
el uso de medicamentos quimicos. Estudié en varias universidades italianas
y empezé6 a practicar medicina y cirugia alrededor de 1520]. Aunque Becher
(1635-1682) y su discipulo Stahl (1660-1734) le dieron el nombre de flogisto a
esa sustancia, la teoria solo se aceptaria mayoritariamente hasta mediados del
siglo X VIII.

Los nuevos avances en la quimica se harian precisamente frente a la teoria
del flogisto. Primero el médico escocés Joseph Black (1728-1794) quien de-
mostréd que los gases eran parte integrante de los sélidos. Luego Joseph Priest-
ley (1733-1804) y Carl Wilhelm Scheele (1742-1786) descubrieron la existencia
de lo que hoy llamamos oxigeno (1774). Priestley también demostré que el
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oxigeno se emplea tanto en la combustién como en la respiracién por los seres
ViVOs.

Lavoisier

Fue Lavoisier quien llegé mas lejos demostrando que el oxigeno era el tinico
responsable de la combustién, contradiciendo expresamente la teoria del flo-
gisto. También demostré que las sustancias (incluyendo los gases) se pueden
ordenar de acuerdo a la combinacién y disasociacion de algunos elementos.
Antoine Laurent Lavoisier (1743-1794) aunque no descubrié nuevos elementos
e hizo pocas preparaciones, describio y sintetizé el conocimiento quimico. En
su texto Elementos de Quimica (1789) presentd su nuevo sistema de la quimica
basado en el concepto moderno de elemento quimico y utilizando la ley de la
conservacion de la masa en las reacciones quimicas.

Lavoisier demostrd que un ser vivo se comporta igual que el fuego: consume
las sustancias que hay en los alimentos y la energia que se produce la libera
como calor. Con ello Lavoisier daba una explicacion profunda a los procesos
de la respiracién y de la circulacién de la sangre (que se conocian desde hacia
2 siglos).

Durante la Revolucién Francesa, Lavoisier fue diputado de la nobleza (titu-
lo que habia heredado de su padre en 1775, quien lo habia comprado). A pesar
de sus importantes contribuciones y de otras para el desarrollo de la ciencia,
por ser un constitucionalista moderado y haber sido parte de una agencia
real de cobro de impuestos, Lavoisier fue guillotinado durante la Revolucion
Francesa (en el periodo que se llama el Reino del Terror). Una de las grandes
injusticias que se cometio en esa revolucion.

La Revolucién Francesa y la ciencia

La Revolucién Francesa tuvo un impacto muy grande en la historia de la
ciencia francesa y, si se quiere, europea en general. Todos los gobiernos revolu-
cionarios le dieron mucha importancia, recursos y depositaron en ella muchas
expectativas. Monge, Carnot fueron republicanos apasionados y participaron
activamente en las tareas revolucionarias. Mientras tanto otros como Bailly,
Condorcet y el mismo Lavoisier no pudieron sobrevivir por sus vinculos con el
orden politico y social anterior.

Las dos acciones mas importantes de los revolucionarios franceses con
relacion a la ciencia fueron:

= Kl establecimiento del sistema métrico decimal para los pesos y medidas

(una auténtica revolucién).
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= La segunda fue la reforma educativa mas importante realizada desde el
Renacimiento: se creé la Ecole Normale Supérieure, La Ecole de Médecine
y la Ecole Polytechnique.

Estas nuevas instituciones, que luego se adoptarian como modelo en varias
partes del mundo, se hicieron con base en academias cientificas y escuelas mil-
itares y no con base en las universidades, que habian permanecido en el marco
ideolégico del antiguo régimen. Las nuevas instituciones abrieron el camino
para la creaciéon de un nuevo régimen con profesores y cientificos asalariados
(con apoyo estatal), y no como sucedia antes que a lo sumo eran patrocinados
por algtin rico o por algin aficionado con recursos econémicos.

En la Revolucién Cientifica del siglo XVII se logro establecer sélidamente
una ruptura con el orden ideoldgico del medievo, recobrando el conocimiento
griego antiguo y resolviendo los problemas clasicos planteados por los antiguos
con nuevos métodos (descripcién matematica y experimentacion). En el siglo
XVIII los cientificos resolvieron con los nuevos métodos asuntos que los griegos
nunca pudieron sospechar. En este periodo la ciencia se vinculé esencialmente
a la produccién econdémica y a la técnica: a través de la quimica, la electricidad,
la ingenieria mecanica.

12.3. Ejercicios
FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta

1. La Revolucién Industrial fue decisiva para la astronomia.
2. La Revolucion Industrial tuvo su origen en la industria textil britanica.
3. Joseph Priestley y Carl Wilhelm Scheele descubrieron el oxigeno.

4. La Revolucion Francesa cambié la posicién social de los profesores y
cientificos de la época en Europa.

PREGUNTAS DE DESARROLLO

1. Senale dos caracteristicas sociales fundamentales para la evolucion de la
Revolucion Cientifica y la Revolucién Industrial en el siglo XVIII.
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., Cémo sintetizaria en pocas frases lo que fue la Revolucién Industrial?

. Qué ciencia tuvo un desarrollo cualitativo y revolucionario en el siglo
XVIIT? Explique.

. Qué decia la Teoria del flogisto?
Mencione dos resultados importantes de la obra de Lavoisier.

Senale las dos acciones mas importantes para la ciencia realizadas por la
Revolucion Francesa.

Explique las ideas que contiene el siguiente parrafo:

“El ritmo de progreso que la ciencia habia exhibido a media-
dos del siglo XVII disminuyé a finales del mismo siglo y en las
primeras décadas del siguiente. El Medievo sirvié como una
gran camisa de fuerza para la indagacion cientifica y, por eso,
el Renacimiento y la Revolucion Cientifica abrieron primera-
mente una critica al viejo orden intelectual y, en segundo lugar,
una afirmacién de nuevas ideas. Un movimiento expansivo se
dio entonces en el mundo del pensamiento, que debi6 esperar a
un desarrollo de la sociedad en varias de sus dimensiones para
poder ampliar y profundizar su onda expansiva.”



Capitulo 13

EL ANALISIS Y LAS
MATEMATICAS DEL SIGLO
X VIII

OBJETIVOS

s Mencionar algunas caracteristicas de las matemdticas en el siglo
XVIII

s Describir el significado historico del Analisis matemdtico.
= Mencionar algunas contribuciones de Fuler.
» FEzplicar algunos de los proyectos para fundamentar el Cdlculo.

s Senalar algunos aportes de Legendre y D “Alembert.

Los matematicos del siglo XVIII se concentraron en el Calculo y en sus
aplicaciones a la mecanica. Las principales figuras fueron el mismo Leibniz, los
hermanos Bernoulli [Jacques (1654-1705) y Jean (1667-1748) |, Euler (1707-
1783), Lagrange (1736-1813) y Laplace (1749-1827). Aunque debe incluirse a
los matemadticos franceses Clairaut (1713-1765), D“Alambert (1717-1783) y
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Maupertuis (1698-1759), los hermanos suizos Nicolaus (1695-1726) y Daniel
Bernoulli (1700-1782) [hijos de Jean |.

Podemos decir que la mayor parte de las matematicas y la fisica entre 1600
y 1900 estuvo asociada de alguna manera a los métodos establecidos por el
Célculo Diferencial e Integral. Estos han sido aplicados extraordinariamente
en todo fendmeno que exija una medicién tanto en mecanica, magnetismo,
electricidad, gravitacién, calor, luz, movimiento ondular. El Calculo es uno de
los fundamentos de la ciencia y la tecnologia modernas.

13.1. El caracter de las matematicas en los sig-
los XVII y XVIII

El caracter aplicado que predominé en las matematicas del siglo XVII se
amplié especialmente durante el siguiente siglo. Esto era coincidente, ademas,
con una demanda creciente hacia el uso de las ciencias en la vida social (en
la produccién). Los influjos de la economia, las técnicas o la vida social en
general afectan e influyen en la préctica matematica. Debe reconocerse este
tipo de factores a la hora de estudiar la historia de las ciencias. Pero debe
tenerse cuidado en no establecer condicionamientos muy mecanicos o simples.
Las capacidades humanas para la creacién intelectual suelen distanciarse de
los contextos materiales y sociales inmediatos, y dejar correr la imaginacion
y el razonamiento logico muy lejos. En el caso de las matematicas esto es
también cierto. El estudio de propiedades abstractas de la realidad (una vez
conceptualizadas) puede ampliarse al margen de la influencia directa de la
realidad social o material.

Un progreso cuantitativo y cualitativo

En menos de dos siglos los matematicos europeos lograron sobrepasar
con creces los limites de toda la produccion matematica de la Antigiiedad.
Eso se explica sin duda por las diferencias en las sociedades y en el trabajo
intelectual que existié entre ambos tipos de organizacién social. Es importante
senalar esta diferencia en tanto expresa la existencia de un ritmo muy elevado
en la produccion cientifica y matemaética que ha sido -desde entonces- decisi-
vo para el progreso de la cultura y la sociedad occidental. Debe subrayarse,
ademas, que no solo se amplié cuantitativamente el nimero de trabajos sino
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que hubo un progreso cualitativamente superior, tanto en la profundidad de
los métodos como en la creacién de nuevos conceptos y diferentes disciplinas
matematicas.

Los cambios en el siglo XVII

Los matematicos del siglo XVII terminaron de establecer varios cambios
fundamentales con relacién a las matematicas antiguas:

= Papeles diferentes para el dlgebra y la geometria: del dominio en métodos
y criterios de rigor basados en la geometria (en la Antigiiedad), se paso a
darle relevancia al algebra.

= Los resultados de las matematicas dejaron de percibirse como simples
idealizaciones de la experiencia y se empezo a favorecer —lentamente— un
tratamiento mas abstracto: de la idealizacién inmediata a la construccion
de conceptos y métodos.

= La introduccién del Célculo con métodos alejados de los estdndares de
rigor y deduccion de la geometria clasica promovié el uso de procesos
inductivos.

= La estrecha relaciéon entre matematicas y ciencias naturales condujo a
una interdependencia y fusion que no permitia muchas distinciones entre
ciencias y matematica.

En el siglo XVIII

Las matematicas del siglo XVIII, a diferencia de las del siglo XVII, fueron
esencialmente cuantitativas. Fue un siglo de un gran desarrollo matematico
conectado a la evolucion de las ciencias llamadas naturales. Configuraba, co-
mo veremos, una situaciéon que podriamos caracterizar como contradictoria.
Se tenia una gran produccién matematica, un gran éxito en la capacidad de
prediccién en la ciencia de los resultados matematicos y, al mismo tiempo,
segin muchos historiadores “un marasmo légico en los fundamentos”. El cen-
tro del Analisis era el Calculo y a pesar de la enorme oscuridad logica, a
pesar del uso “liberal”de los nimeros, éste experimenté un enorme desarrollo.
Los ntumeros irracionales eran admitidos a principios del XIX, aunque no los
negativos y los complejos.
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13.2. La época de Euler

El méas grande de los matematicos del siglo XVIII fue, sin duda, el suizo
Leonhard Euler, y el mas prolifico de todas las épocas: 886 libros y articulos,
sobre cada uno de los campos de la matemaéticas de su época.

Foto 13.1. Leonhard Euler (1707-1783)

Para que se tenga una idea de su productividad: Euler publicaba libros de
alta calidad a una velocidad de unas 800 paginas por ano.

Euler nacié en Basilea, Suiza, en 1707. Comenzd sus estudios superiores en
la Universidad de Basilea en 1720, donde conoci6 a Jean Bernoulli. En 1725 fue
a trabajar en la Academia de San Petersburgo, junto a Daniel Bernoulli (hijo de
Jean). En 1741 dejé San Petersburgo, donde habia inestabilidad politica, hacia
Berlin (Alemania), donde estuvo hasta 1766. Volvié luego a San Petersburgo y
alli permanecié hasta su muerte en 1783. Euler se quedé practicamente ciego
después de 1766, periodo en el que completd la mitad de sus obras.

Obra cientifica

El trabajo de este gran matematico permite apreciar la diversidad de los
usos matematicos y aplicaciones que podia tener el Calculo: ecuaciones difer-
enciales, geometria analitica y diferencial de curvas y superficies, series y célcu-
lo de variaciones. En la fisica, Euler usé la mecénica analitica (la aplicacién
del Célculo a la mecénica tradicionalmente geométrica). Calculé la pertur-
bacién de los cuerpos celestes en la érbita de un planeta y las trayectorias de
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proyectiles lanzados en medios con resistencia determinada. Estudio la propa-
gacion del sonido y la consonancia y disonancia musicales. Fue el tinico de los
cientificos del siglo XVIII que afirmé el cardcter ondulatorio de la luz (y no
corpuscular y analiz6 el calor como oscilacién molecular). Euler describié con
ecuaciones diferenciales el movimiento de un fluido (ideal) y aplicé su modelo
a la circulacion sanguinea.

Como escribié también libros de texto, en muchos asuntos su trabajo defi-
nio la forma y notacién que han subsistido hasta nuestros dias, por ejemplo:
nuestra trigonometria basada en valores y razones trigonométricas y la no-
tacion que usamos. La redaccién de textos que realizo en mecénica, algebra,
analisis matematico, geometria diferencial y calculo de variaciones, estable-
ci6 el modelo a seguir por cientos de anos.

Del Calculo al Analisis

Segun el parecer de algunos historiadores: Euler hizo por el Célculo infini-
tesimal de Newton y Leibniz lo que Euclides hizo por la Geometria de Eudoxo
y Teeteto, o Vieta por el algebra de Al-Khoarizmi y de Cardano. Con Euler
los resultados de Newton y Leibniz se integraron arménicamente al Andlisis,
concebido éste como el campo matemaético que engloba el estudio de los pro-
cesos infinitos. La obra que esencialmente realiza esta precision y ampliacion
del Célculo infinitesimal fue Introductio in analysin infinitorum, publicada en
1748. En este libro la idea de funcién, que estuvo presente de forma intuitiva
en sus predecesores es convertida por Euler en el concepto central del nuevo
analisis. Para Euler una funcion es “cualquier expresién analitica formada con
la cantidad variable y con nimeros o cantidades constantes”. La definicién
hacia referencia a funciones algebraicas (construidas por medio de las 4 opera-
ciones fundamentales y la extraccién de raices) y las funciones trascendentes
elementales (logx, e*, senx, etc.) El concepto de funcién y las funciones al-
gebraicas y trascendentes elementales ya habian sido introducidas en el siglo
XVII. En la consideracién de varios problemas cléasicos, Leibniz, Jacques, Jean
Bernoulli, L "Hopital, Huygens y Pierre Varignon usaron funciones conocidas
y construyeron muchas otras de mayor complejidad.
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Foto 13.2. Jean Bernoulli (1667-1748) y Jacques Bernoulli (165/-
1705)

Euler, por ejemplo, definié las funciones

e’ = lim (1 + {)n
n

n—oo

logz = lim n (a:% — 1)

n—oo

De la misma manera, aunque muchos otros habian dada tratamiento en forma
de serie para las funciones trigonométricas, Euler finalmente dio un tratamien-
to completo y sistematico de estas funciones (en un articulo de 1748 sobre las
desigualdades en los movimientos de Jupiter y Saturno).
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Foto 13.3. Guillaume Frangois Antoine L Hoépital (1661-1704) y
Alexis Claude Clairaut (1713-1765)

Funciones algebraicas y trascendentes

Para Euler, las funciones se diferencian de acuerdo a cémo se combinan las
variables y constantes que poseen. Las funciones trascendentes se diferencian
de las algebraicas en que las primeras realizan en ntimero infinito las combina-
ciones de las algebraicas (lo que queria decir que las trascendentes se podian
expresar por medio de series infinitas). Esta nocién de funcién reducida a ex-
presion analitica finita o infinita con el tiempo se fue generalizando hacia la
idea de funcién como combinacién de operaciones (sean cuales sean las opera-
ciones usadas). En ese sentido ya se expresaba en 1797 y 1806 el matemadtico
francés Lagrange.

En poco tiempo nuevas funciones trascendentes fueron construidas: las in-
tegrales elipticas indefinidas, la funcién gama y otras mas.
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El Calculo en varias variables

De la misma manera, en este siglo se desarrollé también el calculo de fun-
ciones de 2 y 3 variables. Aunque Newton, Jean y Nicolaus Bernoulli habian
realizado la diferenciacion en funciones de 2 variables, la teoria fue plenamente
desarrollada por varios matematicos: Alexis Fontaine de Bertins (1705-71), Eu-
ler, Clairaut y D’Alembert. Al principio se usé el mismo signo d para expresar
la derivada. La idea era simple: efectuar la derivada sobre una variable dejan-
do como constantes las otras. La derivacién “parcial” (para una variable) tuvo
mucha relevancia en las ecuaciones diferenciales. Con relacién a asuntos de
hidrodindmica (en los que aparecian las ecuaciones diferenciales), Euler hizo
un amplio tratamiento de la derivacion parcial. En 1734, por ejemplo, Euler
mostraba que si z = f(z,y) entonces

9z 0%z
oxdy  Oyox’

Entre 1744 y 1745, D’Alembert trabajando en dinamica extendio el calculo de
las derivadas parciales.

Los matematicos franceses del siglo XVIII

Aparte de Jean D’Alembert (1717-1783), Alexis Claude Clairaut y Eti-
enne Bézout (1730-1783), Francia tuvo una presencia muy importante en las
matematicas de la ultima parte del siglo XVIII, con personalidades vincu-
ladas o afectadas, de una u otra forma, con la Revolucién Francesa. Los seis
grandes matemaéticos de ese periodo fueron Lagrange (1736-1813), Legendre
(1752-1833), Laplace (1749-1827), Condorcet (1743-1794), Monge (1746-1818),
y Carnot (1753-1823). Todos ellos destinaron algunos de sus trabajos al Célcu-
lo diferencial e integral. Por ejemplo, Monge hizo contribuciones a la geometria
analitica y diferencial. También Carnot trabajé en geometria y, por otro lado,
Legendre hizo aportes al Célculo, a la teoria de funciones, la teoria de niimeros,
y la matematica aplicada. Probablemente, quien mas lejos llegé de este grupo
de franceses fue Lagrange, considerado muchas veces el mateméatico méas pro-
fundo del siglo XVIII (con Euler). Lagrange creé lo que se llama el célculo de
variaciones.
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Foto 13.4. Adrien Marie Legendre (1752-1833)y Pierre Simon Laplace (1749-
1827)

Laplace realiz6 contribuciones decisivas a las probabilidades, y a la mecanica
(en particular a la astronomia). Se ha considerado su libro Mécanique céleste
(1799-1825, 5 voltimenes) la culminacién de la teorfa newtoniana de la grav-
itacién universal. Laplace demostré que el sistema del mundo (descrito por la
matemética newtoniana) era estable. [Algo asi como que no era necesaria la
intervencién divina cotidianamente para el funcionamiento del universo |.

La amplia aplicacion fisica de las matematicas por parte de los matematicos
de este siglo originé expresiones como que las matematicas eran solo un instru-
mento para la fisica (Laplace), o que la historia se describia como una tran-
sicién de un siglo XVII de mateméticas a una era de mecanica (D’ Alambert,
Denis Diderot, 1713-1784). Sin embargo, también estaba la opinién (Lagrange)
de que la mecénica llegaria a ser parte del Anélisis.
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13.3. La Edad Heroica

La realidad es que el siglo XVIII contribuyé inmensamente en la direcciéon
abierta por Galileo y (de forma decisiva) ampliada por Newton en la expresion
matematica de las leyes del mundo. Podriamos llamar este siglo el de la fisica-
matemdtica.

Confianza en las operaciones y en las aplicaciones

El sentido de la demostracion entre estos matematicos si existia pero
estaba ligado a consideraciones fisicas y geométricas. Por ejemplo, en una
prueba muchos de los recursos usados se sacaban directamente de las figuras
dibujadas o planteadas sin que hubiera axiomas o teoremas que justificaran
€S0S Tecursos.

De la misma manera se dio un exceso de confianza en los simbolos y las
operaciones definidas. Se pensaba que era valida la manipulacién de simbolos
por medio de operaciones (aplicadas finita o infinitamente), sin preocuparse del
sentido del resultado o por la generalizacién de la validez de operaciones finitas
o infinitas. Para estos matematicos resultaba apasionante que la manipulacion
de féormulas y expresiones matematicas condujera a muchisimos resultados
nuevos.

El hecho de que sus resultados aplicados eran exitosos en las ciencias fisicas
(v hasta en el desarrollo de técnicas diversas), les brind6 una confianza en sus
productos sin preocuparse mucho por el fundamento 1égico de los mismos. Si
sus resultados tenian respaldo apropiadamente en el mundo, eso seria suficiente
para justificar su trabajo. Esta aproximacion de cualquier manera evidenciaba
una vision sobre las matematicas en la que el énfasis era puesto la armonia
con la realidad

Un detalle interesante de los matematicos del siglo XVIII es que no es-
tablecieron diferencia entre dlgebra y analisis. Esto resultaba asi porque no
se comprendia cabalmente la diferencia cualitativa que suponian los métodos
infinitesimales con relacién a la matematica cldsica, en particular que no era
simple extension del algebra. El concepto de limite, que luego seria convertido
en la base del Célculo, no estaba suficientemente comprendido en esta época.

Dificultades

Esta gigantesca productividad y riqueza matemaética que exhibieron Euler
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y, en menor grado, otros matematicos contemporéaneos, se dio aunque existier-
an en su trabajo vaguedad y ausencia de rigor légico; rigor que después se
haria un criterio dominante en la comunidad matematica. Para ofrecer una
idea de esto: los procesos infinitos se usaban sin mucho cuidado y se daba una
amplia experimentacién con los nuevos conceptos, se trabajaba bastante “in-
formalmentegon series infinitas, productos infinitos, integracion, uso de simbo-
los como oo, v/—1, ¥ se sacaban conclusiones que no todas han demostrado

ser correctas. Por ejemplo, Euler escribié como verdadera la expresion

n+n2+n3+...: n

1—n

(que es falsa). Precisamente porque avanzaron sin poseer mucha fundamentacién
légica (o preocupacién por ella) es que algunos historiadores le llaman a esta
época la “heroica’”.

Foto 13.5. Marqués de Condorcet (1743-1794) y Lazare Carnot
(1753-1823)
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Rigor en el siglo XVIII

Los matemaéticos del siglo XVII y XVIII no consideraban poco importante
el rigor logico en los nuevos métodos del Calculo. El modelo griego de establecer
las demostraciones légicas de los resultados matematicos no era puesto en
cuestion. El asunto era el énfasis metodoldgico. Unas frases del matemético y
fisico holandés Huygens nos indican con claridad esta situacion:

“Para lograr la confianza de los expertos no es de gran interés si
damos una demostracién absoluta o un fundamento tal que después
de verlo no tengan duda de que una demostracion perfecta se puede
dar. Estoy dispuesto a aceptar que debe aparecer clara, elegante y
de manera ingeniosa, como en todos los trabajos de Arquimedes.
Pero la primera y mas importante de las cosas es el modo mis-
mo de descubrimiento, que los hombres ilustrados se regocijan de
conocer” .

Durante el siglo XVIII, varios matematicos buscaron medios para obtener
rigor en el Célculo. Los britanicos, en general, buscaron encontrarlo en la ge-
ometria de los griegos (por ejemplo Colin Maclaurin, 1698-1746, quien traté de
evitar el concepto de limite). Los matemadticos continentales, més influencia-
dos por la aproximacion de Leibniz, buscaron en el algebra y la aritmética
los fundamentos del rigor: especialmente en la manipulacién de expresiones
algebraicas. De nuevo, es Euler quien buscaria fundamentar el Calculo en el
concepto de funcion a través de su representacién analitica.

La mayoria de predecesores de Euler habia considerado el Calculo difer-
encial asociado a la geometria. Este lo asocié més al estudio de las funciones
(sin necesidad de recurrir a los diagramas o conceptos geométricos). Euler fue
el primer matematico que le dio tanta relevancia al concepto de funcién. De
hecho, hizo un estudio sistematico de las funciones elementales, sus derivadas
e integrales.

Euler y los infinitesimales
Euler neg6 el concepto de infinitesimal. Por ejemplo en 1755 decia:

“No hay duda que toda cantidad puede disminuirse hasta el punto
que se desvanezca completamente y desaparezca. Pero una cantidad
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infinitamente pequena no es mas que una cantidad desvaneciéndose
y entonces ella misma es igual a cero. Esto esta en armonia, ademas,
con esa definicién de cosas infinitamente pequenas, a través de la
cual las cosas se dicen ser menores que cualquier cantidad asignable;
ciertamente ésta tendria que ser nada; porque a menos que sea 0,
una cantidad igual se le puede asignar, lo que es contrario a la
hipdtesis”.

De esta manera, para Euler, los diferenciales dx y dy desaparecian, eran 0. Esto
no explicaba bien como Z—Z = % podia ser un nimero. Es decir, la derivada j—g
no quedaba bien definida. Euler contestaba este tipo de observaciones diciendo
que puesto que x X0 = 0 entonces x = % y la derivada era una forma apropiada

para calcular 8. Lo anterior es confuso. Establece cantidades que son cero, pero
d

sus razones 5% no son cero, son nimeros finitos.

Este asunto de los infinitesimales excité la imaginacién de muchos: niimeros
infinitamente pequenos que a veces funcionaban como cero. Se puede decir que
se asumia la existencia de una cantidad constante menor que cualquiera otra.
Algo asi como que habian unos entes mateméaticos que hacian el papel de
atomos primarios. Euler decia que estos infinitesimales eran simplemente cero.
[Leibniz habia hablado en algiin momento de ceros cualitativos que mantenian
las caracteristicas de los otros nimeros finitos]. Euler, ademds, consideré la
existencia de infinitesimales de orden superior: dz?, dz?,.... En esto no habia
mucha claridad. Euler de cualquier manera se acerco a la vision moderna que
establece los infinitesimales dx y dy como variables que se hacen tender a cero.
Pero no prosiguioé en esa linea que lo habria conducido al concepto preciso de

limite que hoy se usa.

Lagrange

Otro intento de rigor en el XVIII lo ofrecié Lagrange. Lagrange en su libro
Théorie des fonctions analytiques de 1772 traté de reducir el Calculo al dlgebra
de cantidades finitas sin el uso de las cantidades infinitamente pequenas. Se
propuso obtener el rigor de las demostraciones de los antiguos pero reduciendo
el Célculo al élgebra, en particular usando las series infinitas (vistas como
extensiones de polinomios). Lagrange usé las series de potencias para intentar
lograr su proposito.
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Las series de potencias son de la forma
coter—a)telr—a?.  +elov—a)+...

y se denotan de la siguiente manera simbdlica:

Z cn(x —a)".

n=1

Si a = 0 entonces la serie quedaria:

Z cn(x)".

Un caso de series de potencia es cuando tenemos una funcién f(x) :

> alf@)]

Foto 13.6.  Joseph Louis Lagrange (1736-1813) y Jean Le Rond
D’Alembert (1717-1783)

Lagrange asumié que toda funcién puede expandirse en forma de series de
potencias, y esto no es cierto. Lagrange penso que no necesitaba el concepto de
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limite, aunque aceptaba que el Célculo se podia fundar en la teoria de limites.
No obstante, pensaba que los limites requerian una “metafisica” que no podia
ser parte del Analisis.

Tanto Euler como Lagrange buscaron el fundamento del Célculo separandose
de la geometria.

Lazare Carnot (1753-1823) buscé el rigor del Cdlculo en el método de
exhauscion (en la légica de este método), pero tampoco tuvo mucho éxito.

El camino hacia el “limitecomo concepto base

La precision del concepto de limite y su utilizaciéon como fundamento del
Célculo tuvo un importante recorrido en el siglo XVII. Un matemético poco
conocido que se acerco un poco mas a la idea moderna de limite fue el francés
Pierre Varignon (1654-1722), quien se autoafirmaba como el “mejor amigo
de Jean Bernoulli en Francia”. Establecié claramente que los diferenciales
dr no eran constantes sino variables. Mas lejos irfa el también francés Jean
D’Alembert quien rechazaba la idea de Euler de los diferenciales como simbo-
los para cantidades convergentes a cero pero diferentes de cero. Por ejemplo,
D’Alembert decia en 1767:

“Una cantidad es algo o nada; si es algo, aun no se ha desvanecido;
si no es nada, ya se ha desvanecido literalmente. La suposicién de
que hay un estado intermedio entre estos dos es una quimera”.

D’Alembert retomé la vision de Newton y la nociéon de limite como funda-
mento del Céalculo. Para él:

“Newton nunca entendié el calculo diferencial como un calculo de
infinitesimales, sino como un método de primeras y ultimas ra-
zones, es decir: un método para encontrar el limite de esas razones”

También decia:

“La teoria de limites es la verdadera metafisica del calculo. No
se trata de la existencia de cantidades infinitesimales en el calcu-
lo diferencial: se trata de limites de cantidades finitas. Por eso la
metafisica del infinito y de las cantidades infinitamente pequenas,
mas grandes o pequenas que otra, es totalmente inttil para el cdlcu-
lo diferencial”
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Para D’Alembert los infinitesimales eran una manera de hablar para reducir la
larga descripcién de los limites. Para D’Alembert la diferenciacion era hallar
“los limites de las razones de diferencias finitas de dos variables incluidas ...
7. Y llamaba a una cantidad el limite de una segunda cantidad variable, si
la segunda cantidad se puede aproximar a la primera tanto que la diferencia
entre ambas cantidades es menor que cualquier cantidad dada (sin que coinci-
dan nunca). De igual manera, Sylvestre Frangois Lacroix (1765-1893) pensaba,
también, que la razon de dos cantidades que tienden a cero, se acerca como su
limite a un nimero definido.

Durante casi todo el siglo XVIII los matematicos buscaron de una u otra
forma fundamentar el Célculo de Newton y Leibniz.

Esta formulacién que era todavia imprecisa para los criterios nuevos de
rigor seria perfeccionada en el siguiente siglo.

13.4. Ejercicios
FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta

1. Euler hizo por la geometria euclidea lo que Newton por el Célculo.
2. Euler fundamento el Calculo en la idea de variable.
3. Segun Laplace, las matematicas eran sélo un instrumento para la fisica.

4. Los matematicos del siglo XVIII privilegiaron el descubrimiento y no
tanto las demostraciones rigurosas.

5. Lagrange propuso basar el Calculo en el concepto de limite.

6. Euler y Lagrange buscaron el fundamento del Célculo separdndose de la
geometria.

PREGUNTAS DE DESARROLLO

1. Mencione y comente dos caracteristicas de las matematicas del siglo
XVII.
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2. ;Qué es el Analisis matematico?

3. ;Quién escribié y qué significado puede decirse que tuvo la Mécanique
Céleste?

4. jPor qué se llama al siglo XVIII la “Edad Heroica”de las mateméaticas?
5. (En cual concepto traté Euler de fundamentar el Céalculo?
6. Explique qué es un infinitesimal.

7. (Cudl fue el concepto que usd Lagrange para tratar de fundamentar el
Calculo? Explique la dificultad basica que poseia su método para darle
fundamento al Célculo.

8. (Cudl concepto usé D “Alembert para fundamentar el Calculo? Explique
cudl era la opinién de D’Alembert sobre los infinitesimales.

9. Explique las ideas contenidas en el siguiente parrafo escrito por Huygens:

“Para lograr la confianza de los expertos no es de gran interés
si damos una demostracién absoluta o un fundamento tal que
después de verlo no tengan duda de que una demostraciéon per-
fecta se puede dar. Estoy dispuesto a aceptar que debe aparecer
clara, elegante y de manera ingeniosa, como en todos los tra-
bajos de Arquimedes. Pero la primera y més importante de las
cosas es el modo mismo de descubrimiento, que los hombres
ilustrados se regocijan de conocer”.



Capitulo 14

PANORAMICA DE LAS
MATEMATICAS DEL SIGLO
XIX

OBJETIVOS

s Resenar las caracteristicas fundamentales de las matemdticas en el
siglo XIX.

s Sintetizar las contribuciones de Gauss y otros matemdticos de este
pertodo.

Durante el siglo XVIII las matematicas que se hicieron estuvieron basadas
en la intuicion y el sentido fisico de las mismas, que fue lo que las condujo y
no la logica. La confianza de su trabajo no residia ni en la consistencia ni en
las reglas formales, sino en la aplicacién de sus resultados.

14.1. La preocupacion por el rigor

Los problemas de la ausencia de fundamento l6gico si bien habian sido
tratados no ocuparon un lugar preponderante entre los matemaéticos hasta

189
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que, a principios de siglo XIX, se evidenciaron elementos de la matematica que
rompian supuestamente el esquema de la coincidencia matematica-naturaleza.
El surgimiento de las geometrias no euclidianas y la existencia de nimeros que
no segufan lo esperable en ellos (los cuaterniones de Hamilton), volcaron las
mentes sobre los fundamentos logicos. Si se miraba hacia el Anélisis no habia
fundamento ni en el dlgebra ni en la aritmética usadas, y en la Geometria
habia problemas. Se puso de manifiesto la existencia de un nuevo caracter en
las matematicas: una separacion entre las matematicas y la realidad. Mostré un
camino en el que la manipulacién formal y la consistencia légica ocupan un
papel muy importante. Sin embargo, lo nuevo no fue comprendido como tal
y, entonces, no se entendié la necesidad de un fundamento aparte al de las
verdades evidentes en el mundo fisico inmediato.

Foto 14.1.  William Rowan Hamilton (1805-1865) y George Boole
(1815-1864)
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Catalizadores de una nueva etapa matematica

Las geometrias no euclidianas y los cuaterniones fueron los resulta-
dos tedricos catalizadores que sacudieron el mundo matemadtico y se con-
virtieron en una palanca de la nueva etapa. Las nuevas condiciones en las
matematicas generaron un intento extendido por solventar las debilidades de
las mateméticas del XVII y el XVIII. Se sucedieron importantes intentos en
busqueda de la consistencia de las nuevas geometrias y en la rigorizaciéon del
Analisis y el algebra: Abel, Bolzano, Cauchy. El mejor intento en esta rig-
orizacion fue hecho por Weierstrass. Este dio una derivacion de las propiedades
de los irracionales a partir de los racionales, y Dedekind se coloco en la misma
direccién.

La légica moderna

Como consecuencia de los nuevos tiempos, la logica sufrié importantes
modificaciones. El resurgir de la logica en las islas britanicas fue iniciado en el
siglo XIX por Richard Whately. Sir William Hamilton y Augustus De Morgan
contribuyeron también; pero fue George Boole el verdadero fundador de la 16gi-
ca simbdlica moderna. Su aproximacion se va a inspirar en la vision del algebra
de Peacock, Gregory y De Morgan, pero sobre todo en las caracteristicas de
una nueva matemadtica (cuaterniones y geometrias no euclidianas apuntalaban
una visién axiomética y operativa, no cuantitativa). Los avances de Boole en
la 16gica son establecidos por la matematizacion de la misma (el simbolismo y
el caracter operatorio-aritmético).

Del Siglo XVII al XIX

En el siglo XVII se desarrolld el algebra, se iniciaron la geometria
proyectiva y la teoria de probabilidades, la geometria analitica y se resolvieron
muchos asuntos de la Antigiiedad, pero el principal logro fue la creacion del
Caélculo. En el siglo XVIII, el Calculo ampliaria los campos descubiertos y
desarrollaria nuevos: las series infinitas, las ecuaciones diferenciales, el cdlculo
de variaciones, la geometria diferencial, el andlisis de funciones con variables
complejas y muchas otras. Durante el siglo XIX, los grandes temas que se
desarrollarian fueron los siguientes: las geometrias no euclidianas, la teoria de
numeros, el andlisis con variables complejas, la geometria proyectiva, el alge-
bra y la teoria de grupos, la aritmetizacion del andlisis. En la segunda mitad
del siglo surgirian: la logica matematica y la teoria de conjuntos.
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Estos elementos estaban en el contexto intelectual de la época y debemos
tenerlos en la mente para comprender la historia propiamente del Célculo que
describiremos en las siguientes paginas.

Foto 14.2. Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

14.2. Gauss y las geometrias

Con relacion a los tres primeros temas la figura de Gauss sobresale notable-
mente. Para muchos historiadores, Gauss fue un puente entre las matematicas
del siglo XVIII y las del periodo que llega hasta nuestros dias.
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Gauss

Nacié Carl Friedrich Gauss en 1777 en la ciudad alemana de Brunswick,
y se educé en la Universidad de Gottingen. Gauss produjo resultados del mas
alto nivel en casi todos los campos de las matematicas puras y aplicadas. Su
trabajo le vali6 el titulo de “Principe de los matematicos”, y es considera-
do uno de los més grandes matematicos de la historia. En 1801 publico el
libro Disquisitiones Arithmeticae que abrio la teoria moderna de ntimeros. Hi-
zo contribuciones notables a lo que se llama geometria diferencial (geometria
con los métodos del Analisis), que se sintetizaron en el libro Disquisitiones
generales circa Superficies Curvas (1827). Este libro fue el resultado de sus
investigaciones en geodesia y construcciéon de mapas. En el mismo realizé un
tratamiento definitivo de la geometria diferencial de superficies en espacios de
3 dimensiones. Gauss formuld el concepto de una superficie como un espacio
en si mismo. Este concepto fue generalizado después por el aleman Riemann
abriendo nuevas perspectivas para la geometria no euclidiana.

Gauss también hizo contribuciones en dlgebra, funciones complejas y teoria
del potencial. En articulos no publicados mostré sus trabajos originales en
los campos de las funciones elipticas y en la geometria no euclidiana. Sus
intereses en la fisica también fueron muchos: astronomia, magnetismo teorico
y experimental. Su trabajo establecié una nueva relaciéon fructifera entre las
matematicas y la fisica, como habia sucedido con la obra de Newton.

Geometrias no euclidianas

Gauss al igual que el ruso Nikolai Ivanovich Lobachevsky (1793-1856), y el
hingaro Janos Bolyai (1802-1860), crearon independientemente las geometrias
no euclidianas. Gauss se adelanté en el tiempo a los otros matematicos, pero
no publicé sus resultados. Bolyai publicé en 1832 “Ciencia absoluta del es-
paciogomo apéndice en un libro de su padre (Farkas Bolyai, quien fue amigo
de Gauss). Lobachevsky present6 en 1826 un trabajo que contenia una “de-
mostracion rigurosa del teorema de las paralelas”, pero éste se perdié.
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Foto 14.3. Janos Bolyai (1802-1860) y Nikolai Ivanovitch
Lobachevsky (1793-1856)

En 1829 publicé en la revista Kazan Messenger un articulo titulado “Sobre los
principios de la geometria”, que constituye el nacimiento oficial de la geometria
no euclidiana.

La idea central de las geometrias no euclidianas nace de reconocer un hecho:
el axioma euclidiano de las paralelas no se podia probar como deduccién de
los otros 9 axiomas de la geometria euclidiana, y que un axioma adicional
era necesario para fundamentar esta geometria. Puesto que el axioma de las
paralelas era un hecho independiente, se justificaba (légicamente) la adopcién
de una proposicién contraria a ese axioma. Se trataba entonces de deducir
las consecuencias de un nuevo sistema donde se incluyera el nuevo axioma
(contrario al de las paralelas).

Riemann

El impacto de estos resultados fue extraordinario en la historia de las
matematicas del siglo XIX. Sin embargo, las geometrias no euclidianas no
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serian plenamente integradas a las principales lineas del desarrollo de las
matemadticas hasta el trabajo realizado por el aleman G. F. B. Riemann (1826-
1866). Riemann coloco a las geometrias no euclidianas en el marco teérico mas
general. En 1854 senalaba que la geometria debia verse como el estudio de lo
que llamé variedades de cualquier nimeros de dimensiones en cualquier tipo
de espacio. La geometria trataba no con puntos o rectas necesariamente sino
con conjuntos de n-tuples ordenados donde existen leyes para su combinacién.

Foto 14.4. Bernhard Riemann (1828-1866)
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La geometria proyectiva

Podemos decir que uno de los mateméticos franceses del finales del siglo
XVIII, Gaspard Monge, director de la Ecole Polytechnique, fue el primer es-
pecialista moderno en la geometria. A finales del XVIII public6 Géométrie
descriptive y, algunos anos después, en 1809, Application de ['analyse a la
géométrie. El primero contenia el corazén de lo que seria la geometria de-
scriptiva, y el segundo muchos de los métodos de la geometria diferencial.
Pero puede decirse que fue con Jean Victor Poncelet (1788-1867), discipulo de
Monge, que se sistematizé el desarrollo de las propiedades proyectivas de las
figuras creandose asi la geometria proyectiva propiamente. Sin embargo, ni su
definicion de proyectividad contemplaba todas las transformaciones graficas
de las figuras, ni sus métodos poseian el rigor que se empezaba a reclamar
en esa época. Su obra central fue Traité de propietés projectives des figures
(1822). Una continuacién més completa del trabajo de Poncelet fue realizado
por August Ferdinand Mobius, Michael Chasles y Jacob Steiner.

Foto 14.5. Gaspard Monge (1746-1818) y Victor Poncelet (1788-
1867)
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14.3. La teoria de grupos y el algebra moderna

Uno de los campos matematicos que mas desarrollo tuvo en el siglo XIX
fue el algebra.

Foto 14.6. Evariste Galois (1811-1832)

Galois

La contribucién del francés Evariste Galois fue muy relevante: la teoria
de grupos. Aunque con base en ideas anticipadas parcialmente por Lagrange
y el italiano Paolo Ruffini, Galois expreso las propiedades fundamentales del
grupo de transformaciones de las raices de una ecuaciéon algebraica. En par-
ticular, Galois apunt6 al papel central de ciertos subgrupos invariantes. Estas
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ideas eran de una capacidad extraordinaria de generalizaciéon y estructuraciéon
matematicas. Muchos problemas clasicos podian tratarse con la teoria de gru-
pos: la triseccién del angulo, la duplicacién del cubo, la solucion de las ecua-
ciones cubica y bicuadratica, asi como la solucién de ecuaciones algebraicas de
cualquier grado. Podemos decir que la teoria nacié en la busqueda por resolver
la ecuaciéon de quinto grado.

La comprension completa del trabajo de Galois tomaria tiempo, a través
de la labor posterior de matematicos como el francés Camille Jordan (1870) y
del aleméan Felix Klein y el noruego Marius Sophus Lie. En 1872, Klein sistem-
atizé toda la teoria de grupos en lo que se llamo el “Programa de Erlangen”.

Nuevos entes matematicos

Otra de las lineas de desarrollo del algebra fue el estudio de nuevos sistemas
de entes matematicos, con operaciones que no satisfacen necesariamente las
reglas ordinarias del dlgebra comin (por ejemplo que a X b = b X a, la lla-
mada conmutatividad). El inglés William Rowan Hamilton, también conocido
por su labor importante en la dindmica, cre6 un sistema de nimeros con 4
unidades: los cuaterniones. Este sistema precisamente cumplia todas las re-
glas ordinarias excepto la conmutatividad. Otro matematico que trabajé en
esa direccion fue Hermann Grassman. Cre6 una geometria en el espacio de n
dimensiones, que serfa la base (parcialmente) de lo que se llamaria después
analisis tensorial. Con asuntos de algebra y analisis vectorial también trato el
norteamericano Josiah Willard Gibbs y en el estudio comparativo de distintas
“4lgebras”trabajé Benjamin Peirce (también norteamericano). El hijo de este
ultimo Charles S. Peirce y el inglés George Boole (como mencionamos antes)
hicieron importantes contribuciones a la logica matematica.

Un amplio desarrollo matematico

La segunda mitad del siglo XIX vio el progreso extraordinario de los difer-
entes campos de las matematicas en mutiples direcciones, y la presencia de
una gran cantidad de mateméaticos de un gran nivel: Hermite, Darboux, Klein,
Hadamard, Tannery, Hilbert, Cantor, Poincaré y muchos otros. Describir con
mayor amplitud y detalle la evolucién de las matematicas del siglo XIX no es
nuestro propésito en este libro. Lo que hemos buscado es ofrecer una visién
panoramica que permita al lector comprender el gigantesco desarrollo de las
matematicas en la época y algunas de sus lineas de evolucién. Hemos deja-
do para el final la descripcién de una linea de desarrollo que tiene que ver
intimamente con el tema de este libro: el Calculo diferencial e integral. Esa
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linea de trabajo tedrico, que recorrié todo el siglo de diferentes maneras y que
recibio la influencia de las otras areas matematicas, es lo que se suele llamar
la Aritmetizacion del Andlisis.

14.4. Ejercicios

FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta

1.

En el siglo XVIII las matematicas estuvieron basadas en la logica y
también en el significado fisico de las mismas.

La logica se volvio importante en el siglo XIX.

. Gauss hizo trabajos en las matematicas aplicadas.

Gauss y Bolyai publicaron juntos en 1832 el articulo “Ciencia absoluta
del espacio”, que abrié la geometria no euclidiana.

Galois creé el llamado Analisis Tensorial.
Poncelet fue el primer matematico en desarrollar la geometria proyectiva.
Lobatchevsky fue el creador de la geometria no euclidiana.

La teoria de grupos nacié de la busqueda por resolver la ecuacion de
cuarto grado.

PREGUNTAS DE DESARROLLO

Resuma la idea central que produjo las geometrias no euclideas.

. Resuma en pocas frases el trabajo de Riemann en la geometria.

. Qué son los cuaterniones?

.,Cuales fueron los principales resultados matematicos que sacudieron al
mundo matematico a principios del siglo XIX?



Capitulo 15

LA ARITMETIZACION DEL
ANALISIS

OBJETIVOS

s Descripcion del proceso llamado Aritmetizacion del Andlisis.

» Descripcion de las acciones de rigorizacion del Cdlculo en el siglo

XIX.

» Mencion de elementos de las contribuciones de Cauchy y Weier-
strass en la Aritmetizacion del Andlisis.

» Faplicacion de las construcciones teoricas de los niumeros reales
dadas por Weierstrass y Dedekind.

A pesar de los grandes resultados obtenidos en la expansion de los métodos
del Calculo en el siglo XVIII, por diversos motivos se inicié en el siguiente
siglo un proceso de rigorizacién. Ciertos conceptos no estaban claros y bien
definidos. Por ejemplo, los de funcién, derivada e integral. Pero, también, se
usaban las series infinitas sin poner cuidado en si éstas eran convergentes o
divergentes, lo que habia generado muchas contradicciones y, en particular, la
representacion de funciones a través de series trigonométricas habia generado
confusién.

201
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Debe subrayarse que este proceso de rigorizacion del Célculo comienza en
el mismo periodo en el que se dan la emersién de las geometrias no euclidi-
anas creadas y la aparicién de los cuaterniones. Ambos resultados ponian en
cuestién la evidencia intuitiva. En un caso frente a nuestras percepciones es-
paciales (que se suponian expresadas en la geometria euclidiana) y, en el otro,
con relacion a propiedades aceptadas durante milenios. El cuestionamiento iba
dirigido hacia los fundamentos intuitivos de la matematica y a la busqueda de
una nueva base tedrica que subrayaba la consistencia y precision légicas.

Foto 15.1. Bernard Bolzano (1781-1848)

Ante el “descrédito’de la geometria euclidiana, y ante la emersion de un
sinnimero de resultados matematicos muy complejos, se buscd fundamentar
el Célculo en la aritmética y en la légica.
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15.1. El rigor a través del limite: Bolzano y
Cauchy

Podemos decir que fue en este preciso periodo histérico que se establece en
el seno de la comunidad matemaética, de forma definitiva, el criterio del rigor
légico como requisito. Con los griegos antiguos se introdujo el criterio de la
demostracion y la fundamentacion general (lo que se puede apreciar, por ejem-
plo, en los Elementos de Euclides. Pero se trataba de un logica “geométrica”,
las pruebas descansaban en ciertas premisas y reglas “visibles”de la realidad.
Los nuevos criterios basados en la aritmética, el dlgebra, y la légica abstracta
se volverian absolutamente dominantes en los siguientes anos y hasta la fecha.

Aunque de diferentes maneras, se puede decir que los procesos para es-
tablecer un nuevo rigor comenzo con varias matematicos notables: Bolzano,
Cauchy, Abel y Dirichlet. Pero seria el alemén Karl Weierstrass (1815-1897)
quien irfa mas lejos en la definicién del nuevo paradigma del rigor. Incluso
podria decirse que lo que se llama Andlisis matematico, en cierta medida, se
convirti6 en el Calculo sometido a los procesos de rigor y al tipo de fundamento
que finalmente le daria Weierstrass.

Bolzano

Bernhard Bolzano (1781-1848), cura, fil6sofo y matematico de Bohemia,
negé la existencia de los nimeros infinitamente pequenos (infinitesimales), o
infinitamente grandes (que antes senalamos fueron aceptados y usados por
Euler y los otros mateméticos del siglo XVIII). Bolzano dio ya en 1817, por
ejemplo, la definicién de continuidad asi:

f(z) es continua en un intervalo si para toda x en el intervalo, la
diferencia f(x + w) — f(z) puede hacerse tan pequena como uno
quiera tomando w suficientemente pequena.

Esta definicién es muy cercana a la nuestra. Desgraciadamente, su obra no
se conocié durante medio siglo, hasta que el matematico Hermann Hankel
(1839-1873) redescubrié su trabajo.

Cauchy

El trabajo tal vez mas importante seguido en esta direccion y el de mayor
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impacto en la comunidad matematica de la época fue el del matemaético francés
Augustin Cauchy (1789-1857), quien se suele comparar a Euler en su prolifica
produccién matemética. Su obra en torno a esta fundamentacion se sintetizé en
tres trabajos: Cours d “analyse de I’Ecole Polytechnique (1821), Résumé des
lecons sur le calcul infinitesimal (1823), y Lecons sur le calcul différentiel
(1829).

Foto 15.2. Augustin Louis Cauchy (1789-1838)

Variable, funcién y limite

Cauchy separé la idea de limite de su origen geométrico fisico e intuitivo
y apelé a las nociones de variable, funcién y limite. [Tratando de ilustrar
esto dijo que un numero irracional era el limite de varias fracciones racionales
que se le acercaban. Tiempo después se haria ver que esa definiciéon no era
suficientemente precisa en términos légicos, pues asumia la existencia de los
irracionales antes de construirlos por medio de esos limites|. También rechazé el
enfoque de su compatriota Lagrange sobre las series de potencias, y aceptd el
enfoque basico de D’Alembert de partir del concepto de limite.
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Con relacién a los infinitesimales, los definié con relacién al concepto de
variable:

“Una cantidad variable se vuelve infinitamente pequena cuando su
valor numérico decrece indefinidamente de tal manera que converge
al limite cero”.

A partir de la nocién de variable Cauchy defini6 el limite:

“Cuando los sucesivos valores que tome una variable se aproximan
indefinidamente a un valor fijo, de manera que terminan por diferir
de él en tan poco como queramos, este iltimo valor se llama el
limite de todos los demas”.

La derivada de la funcién f(z) con respecto a = la define mas o menos de la
siguiente manera:

s . : . ,

si Az = ¢ un incremento de z, se considera la razén

Ay _ fle+i) = flx)

Ax 7

y define la derivada f’(x) al limite de esta razén cuando i tiende a cero”.

La diferencial que habian usado primordialmente Leibniz y muchos otros
matematicos posee aqui un caracter secundario. La diferencial la define como
dy = f'(z)dzx.

De la misma manera, para Cauchy una funcién f(z) es continua entre
ciertos limites dados de z, si entre estos limites al darse un incremento in-
finitamente pequeno ¢ de x siempre se obtiene un incremento infinitamente
pequeno

flz+i) = f(z)

de la funcion. Esto es equivalente a la aproximacion de Bolzano, y a la que
hoy en dia se utiliza. Newton y Leibniz no habian sido tan claros y precisos
en la descripcién matematica.

Infinitesimales

A pesar de que Cauchy realizaba una formulaciéon muy precisa del in-
finitesimal en términos de las nociones de variable y de limite, éste seguia
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existiendo. Como veremos mas adelante, Cauchy al igual que Leibniz y mu-
chos otros matematicos creian en cantidades infinitamente pequenas o infini-
tamente grandes. De hecho, la nocién de “variable” que usaba Cauchy no era
la que hoy usamos, que es mas bien producto de Weierstrass.

Foto 15.3. Karl Weierstrass (1815-1897

Muchas veces los infinitesimales fueron considerados como nimeros, reali-
dades fisicas o entes cuasimégicos. Con base en la formulacién del limite, los
conceptos de derivada, continuidad e integral serian transformados.

El rigor de Cauchy, sin embargo, no llegaba todavia al que exhiben nuestros
textos actuales de matematicas. Cuando Cauchy definia el infinitesimal usaba
frases como “se vuelve infinitamente pequeno.® “decrece indefinidamente” que,
a pesar de que las podamos usar coloquial e introductoriamente en el estudio
del Célculo, no reunen los requisitos de precision y claridad l6gicas establecidos
por los matematicos.
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En otro orden de cosas, en el siglo XVIII se estudié la integracién esen-
cialmente tomando como base la derivada, es decir como antidiferenciacion.
El sentido geométrico original de la integral como limite de una suma en el
calculo de areas se dejé de lado. Cauchy retomo el sentido de la integracién
como limite de sumas y con ello, desde entonces, recuper6 el enfoque origi-
nal en la comunidad matematica. A partir de esta “recuperacion” han surgido
numerosas generalizaciones y aplicaciones del concepto de integral.

15.2. Weierstrass

El objetivo de Cauchy era solidificar y aritmetizar el Calculo y, para ello,
librarse de la influencia geométrica. Pero seria el matematico aleméan Weier-
strass quien irfa aun mas lejos. Criticd, precisamente, las frases anteriores de
Cauchy y la expresién “una variable se acerca a un limite”, porque sugieren
tiempo y movimiento (algo intuitivo). Weierstrass interpretaba una variable
como simplemente una letra para designar a cualquiera de un conjunto de val-
ores que a la letra se le puede dar. Una variable continua es una tal que si xg es
cualquier valor del conjunto de valores de la variable y  es cualquier nimero
positivo, existen otros valores de la variable en el intervalo

(x(] — (5, To + (5)

La definicion de limite

Alejandose de los términos que Cauchy y Bolzano usaban en sus defini-
ciones de continuidad y limite de una funcién, dio la definicién hoy domi-
nantemente aceptada, que en lenguaje moderno lo podemos poner asi: fz) es
continua en x = z, si dado € > 0, existe un ¢ tal que para todo x en el intervalo

|z =20 [<d, = f(x) = flwo) [<e

Una funcién f(z) tiene limite L en zy = 0, si dado € > 0, existe un 4 tal que
para todo x en el intervalo

|z —xz9|<d, =] f(x)—LI<e.

Aqui las frases “infinitesimal”, “variable que se acerca”, o “tan pequena como
uno quiera”, desaparecen en una formulaciéon mas precisa y sin referencia a la
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geometria o fisica. Este es el origen histérico de los € y § que aparecen en todos
los libros modernos de Célculo.

o A -z
Czo )
zog— 0 zo+ 0

Figura 15.1. El limite con e y

El asunto se puede plantear de una forma sencilla a partir de un ejemplo.
Consideremos la funcién f(z) = 2z + 1.
Fécilmente calculamos

Im2xr+1=2x1+1=3.

Z‘—)l

Usamos los € y § para demostrar eso. Sea ¢ > 0 = debemos encontrar un
0 > 0 tal que cuando

|z —11]<d
se tiene
| flx) =3 |=] 2z +1)—-3|<e€
o que
|2z 4+1-3|=|2z—2|<e¢
o

2z —1|<e¢
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€

—1|< -.
o —1< g

Si tomamos § = § por ejemplo, las cosas quedarian asf:

Dado un € arbitrario y si se toma ¢ = § se tiene que cuando

€
—1ll<dé=-
[z —1] 1

:$ﬂx—lkg

=2z —-1)-3|<

= fz) -3|<

DO | ™

CcOo1mo
€

2<e:>|f(a:)—3]< €.

., Qué quiere decir lo anterior? Es simplemente una precisiéon de la expresion:

“podemos hacer que f(z) esté tan cerca de 3 como queramos, sim-
plemente acercdndonos mas y més al z = 1.”

3 es, entonces el limite buscado:

h’rri 2x + 1.
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flz)=2x+1

/

Figura 15.2. €y d con f(z) =22 +1

Por ejemplo, si queremos que la distancia entre (2z + 1) y 3 sea no mayor que
0,001 tomamos € = 0,001. Por lo anterior, cualquier x que esté en

0,001 0,001
1— - 1 -
4 + 4

cumple
| (22 +1) —3|< 0,001.

Para hacer que f(x) esté ain més cerca de 3, digamos a menos de
107" = 0,0000000001,

basta con asegurarse que se tome la x mas cerca de 1, por ejemplo en

10—10 10—10
1-— 1
4 7 * 4

Este procedimiento constituye, en este caso, una justificacion formal y 16gi-
ca de un resultado al que podemos llegar facilmente geométrica e intuitiva-
mente. En el caso de funciones cuya apelacion a la geometria y la intuicion es
mucho menor, el procedimento puede resultar de mayor utilidad.
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Continuidad y derivacion

Con relacién a la derivada se realizé el mismo tipo de procesos de refor-
mulacién. D “Alembert decia que la derivada se debia basar en el limite de la
razon de las diferencias de variables dependientes e independientes: ﬁ—g
Fue Bolzano (1817) el primero en definir la derivada como limite: la canti-

dad f’(z) a la que la razén

f(z+ Az) — f(z)
Az

se aproxima indefinidamente cuando Az se acerca a 0 a través de valores
positivos y negativos. Bolzano sabia que f’(z) no era un cociente de ceros o
una razon de cantidades que se “evanecen”, sino un nimero al que se aproxima
la razon de arriba. Este es un detalle interesante: Euler habia explicado % como
un cociente de ceros, y otros matematicos como Lacroix lo siguieron en esto.
Esto da una idea de lo que significaba la precision realizada por Bolzano.

Cauchy definié la derivada esencialmente igual que Bolzano. Las expre-
siones en estas definiciones también serian sustituidas por los siguientes matematicos,
como Weierstrass, por formulaciones mas rigurosas. A pesar de la rigorizacién
desarrollada por Bolzano y Cauchy, Cauchy y la mayoria de los matematicos
de su época creyeron que una funcién continua (salvo en puntos aislados como
r =0 para y = %) tenia que ser derivable (lo que sabemos que no es cierto).
Bolzano si habia entendido la distincién entre continuidad y derivabilidad e
incluso dado un ejemplo famoso de funcién continua no derivable en ningtn
punto. En los anos siguientes se descubrieron muchas funciones continuas pero
no derivables, con lo que el espectro de funciones se amplié para su estudio
por parte de los matematicos.

El trabajo de fundamentaciéon y de emersion de nuevos criterios logré su
cometido en tanto libré al Calculo de las nociones geométricas o intuitivas
asociadas al movimiento fisico, y lo hizo tomando como sus nociones centrales
los de funcién, variable y limite, redefinidas en términos aritméticos y légicos.

15.3. La construccion de los nimeros reales

Los fundamentos légicos del Calculo se fueron elaborando a lo largo del siglo
XIX, sin embargo la problematica de la fundamentacién se trasladé hacia las
definiciones de los nimeros reales. Diferentes definiciones de nimeros reales
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fueron planteadas, por ejemplo, por Weierstrass, Richard Dedekind (1831-
1916), Georg Cantor (1845-1918), Charles Méray (1835-1911) y también el
filésofo britdnico Bertrand Russell (1872-1970) tiempo después.

Los numeros reales de Weierstrass

Las definiciones de Méray y Weierstrass acudian a la nocién de conver-
gencia y buscaban evitar el “error légico”de Cauchy: Cauchy habia definido
los reales como el limite de sucesiones convergentes de numeros racionales,
pero el concepto de limite habia sido construido asumiendo la existencia de
los niimeros reales; esto era légicamente inapropiado.

Veamos esto un poco mas de cerca:
Una sucesién de numeros racionales (a,,) es un conjunto ordenado de nimeros

a1,09,A3,...0p, ...

Se puede ver también como una funcién

fiN—Q
n— a,
o f(n)=a,.
[Aqui N simboliza el conjunto de niimeros naturales, y @ el de los racionales.]
Por ejemplo, f(n) = + define una sucesién.

Una sucesion es convergente si existe un L tal que

lim a, = L.

n—oo

Por ejemplo, sabemos que

lim — =0
n—oo N,
entonces (+) converge a 0.
n
Un criterio para determinar la convergencia de una sucesién es el “de
Cauchy” (o también “Bolzano-Cauchy”) que senalaba que si la diferencia en-
tre los términos se iba haciendo cada vez mas pequena, entonces la sucesion
converge. Lo que se pone asi:
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“Si la distancia entre a,4, y a, se hace tan pequena como uno
quiera para un n suficientemente grande, entonces la sucesion con-
verge”.

Es decir, dado un € > 0 arbitrario, se obtiene que, a partir de cierto n sufi-
cientemente grande:
| Upp — ap |< €.

Méray y Weierstrass consideraron las sucesiones que cumplian con el criterio
de Cauchy (sin hacer referencia previa a los nimeros que convergian) como
definicion de los niimeros reales. Por ejemplo, como a,, = % define una sucesion
(an) que cumple el criterio de Cauchy, se toma la sucesiéon como nimero real.

En este caso tenemos ]
lim — =0.
n—oo ’n,

Con esto se defini6 el niimero 0.

Puede haber diferentes sucesiones que convergen a 0, pero eso no importa.
En realidad, la teoria de Weierstrass es mas compleja y lo que se toma son
conjuntos de racionales mas que sucesiones ordenadas de racionales. Nuestro
proposito en lo anterior, sin embargo, es apenas sugerir una idea del tipo de
definicion.

Las “cortaduras”de Dedekind

Otra construccién de los nuimeros reales muy famosa fue la de Richard
Dedekind: el método de las “cortaduras”. Este hacia lo siguiente para definir
“con logica”los nimeros reales.

Dividase el conjunto de los niimeros racionales en clases disjuntas A y B,
tales que todos los nimeros de A sean menores que todos los niimeros de B.
Dedekind consideré entonces los nimeros en los que se hacia el corte: “la
cortadura”, y establecié que solo existia un nuimero real que producia esa
“cortadura”.
Si, ademéas, A contiene a su maximo, o B a su minimo, la cortadura define un
nimero racional.
Pero si ni A contiene a su maximo ni B un minimo, entonces se define un
numero irracional. Un ejemplo:
Consideremos esta “cortadura’”:

A={a€eQ/a®*<3} y B={beQ/v*>3}.
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A= {a/a® < 3} T cortadura

B ={b/? >3}

Figura 15.3. Una “cortadura”: \/3

Foto 15.4. Richard Dedekind (1831-1916)

Esta “cortadura”define un nimero que no estd en A como maximo ni en B
como minimo. Podemos concluir sin problema que esta cortadura define el
nimero v/3. [Resulta interesante mencionar que la definicién de nimero irra-
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cional dada por Dedekind posee una gran similitud con la teoria de Eudoxo
que aparece en el Libro V de los Elementos de Euclides.|

El gran filésofo inglés Bertrand Russell, tiempo después, propuso que se
identificase como nimero real no el que corta los conjuntos, sino un conjunto
de racionales. Por ejemplo, definir v/3 como el conjunto A, antes construido.

15.4. Un balance

Como vemos, este tipo de construcciones formales buscaron eliminar la re-
ferencia geométrica e intuitiva, para intentar sostener el edificio matemaético
con base en la aritmética y la 1égica. Aunque este tipo de construcciones haya
representado una poderosa fundamentacion y un llamado al rigor 16gico en los
matematicas, la realidad es que nos genera en algunos casos una sensacion de
artificialidad y de alejamiento de las nociones que dieron origen a la construc-
cion teodrica del Céalculo.

Muchos matematicos han considerado que la esencia de la matematica re-
side precisamente en ese tipo de construcciones logicas y formales, lo mas
separado posible de las nociones intuitivas, geométricas, empiricas que “con-
taminaron”los primeros momentos de esta disciplina. Muchos incluso han pro-
movido esto como lo principal a ensenar. Este tipo de visiones sobre la natu-
raleza de las matematicas es, en nuestra opinion, equivocado. No solo para la
ensenanza y aprendizaje sino también para la misma construcciéon matematica.
Pero dejemos aqui esta digresion.

La Aritmetizacion del Andlisis no se puede considerar un proceso mecanico
y simple de rigorizacion de resultados matematicos, sino que debe verse integra-
da a una nueva “visién.®® la evolucién de la matematica. La Aritmetizacion
se dirigia en el siglo XIX al abandono de la intuicién geométrica que habia
predominado en el Calculo del siglo XVIII; era la bisqueda por establecer la
validez l6gica como central.

Cantor

Los trabajos de Georg Cantor en lo que se refiere a los fundamentos del
Anélisis continuaron la obra de Weierstrass. En las definiciones de los reales
el problema residia en la forma de traducir el “paso al limite.? los enteros.
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Foto 15.5. Georg Cantor (1845-1918) y Bertrand Russell (1872-
1970)

Para Cantor, por ejemplo, “toda sucesién regular define un niimero; la clase
de todos los niimeros asi definidos es el sistema de los niimeros reales”. Para
Dedekind y también para Weierstrass esta presente una referencia al continuo
y, entonces, al infinito. Podemos decir que la nocién de continuo real implica
un proceso matematico (mental si se quiere) cualitativamente diferente al que
se manifiesta en la aritmética.

Aritmetizacion y fundamentos de las matematicas

La Aritmetizacion del Anélisis trataba simplemente de desgeometrizar el
Calculo y apuntar hacia mejores condiciones logicas en sus fundamentos; pero
ademds trataba de reducir diferentes nociones conceptuales (referidas a obje-
tos diferentes) a las nociones aritméticas. Este proceso sélo podia ser realizado
a partir de una nueva abstraccion y a partir de la introduccion implicita o ex-
plicita de supuestos tedricos sobre la existencia y la naturaleza de las entidades
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matematicas. La Aritmetizacion de las matematicas era la manifestacién, por
otra parte, de una intencién reduccionista de sus distintos componentes. Era
la busqueda de la unidad en la diversidad matematica. Esto obligaba a una
readecuacion de la visién sobre la naturaleza de la matematica e incluso del
conocimiento en general. Por eso resulté natural que el movimiento de rig-
orizacién del Calculo y de las matematicas, condujera a finales del siglo XIX
y la primera mitad del siglo XX a un debate filoséfico muy profundo sobre los
fundamentos generales de las matematicas. Los términos Logicismo, Formalis-
mo e Intuicionismo, estarian asociados con este debate filosofico y matematico.

15.5. Ejercicios
FALSO O VERDADERO

Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso
brinde una justificacion breve de su respuesta

1. Cauchy completo la Aritmetizacion del Analisis.

2. Cauchy retomo el sentido de la integral como limite de una suma en el
calculo de areas.

3. Bolzano definié la derivada como un limite.

4. Dedekind creé las definiciones formales del Céalculo donde se usan los
épsilon y delta.

5. A través del método que usa los € y § se encuentra el valor de los limites
y derivadas.

6. La esencia de las matemaéticas son las demostraciones formales.

PREGUNTAS DE DESARROLLO
1. ;Por qué se inicié en el siglo XIX un proceso de rigorizacién del Célculo?

2. ;Cual fue la idea central de Cauchy para fundamentar el Célculo?
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3. ;Cual era la posicién de Cauchy con relacion a los infinitesimales?

4. ;Qué sucede con términos como “infinitesimalesz “variable que se acerca.®®
la visién de Weierstrass?

5. Explique por qué podemos decir que Bolzano comprendié la diferencia
entre continuidad y derivabilidad.

6. De un ejemplo de “cortadura”de Dedekind para definir un nimero irra-
cional, y otro para dar un nimero racional (no use los ejemplos dados
en el libro).

7. Explique el siguiente parrafo:

“Los trabajos de Georg Cantor en lo que se refiere a los fun-
damentos del Anélisis continuaron la obra de Weierstrass. En
las definiciones de los reales el problema residia en la forma
de traducir el paso al limite a los enteros. Para Cantor, por
ejemplo, ‘toda sucesion regular define un numero; la clase de
todos los ntimeros asi definidos es el sistema de los nimeros
reales”. Para Dedekind y también para Weierstrass esta pre-
sente una referencia al continuo y, entonces, al infinito. La
nocién de continuo real implica un proceso matemético (men-
tal si se quiere) cualitativamente diferente al que se manifiesta
en la aritmética.”

8. Explique la relacién entre la Aritmetizaciéon del Andlisis y el papel de la
logica en las matematicas.



Capitulo 16

EL ANALISIS
NO-STANDARD Y LA
NATURALEZA DE LAS
MATEMATICAS

OBJETIVOS

s Descripcion de la teoria de los infinitesimales.

= Breve descripcion del Andlisis No-Standard, la teoria de los in-
finitesimales y el enfoque de Karl Weierstrass en la historia de las
matemadticas.

» Realizar una sintesis de la historia del Calculo, lo que se hace es-
tableciendo tres etapas basicas en su desarrollo.

» Analizar caracteristicas de la naturaleza de la evolucion de las
matematicas.

En este capitulo nos interesa poner en relevancia algunas de las carac-
teristicas de la historia de las matematicas. Para ello vamos a usar como un
medio el famoso tema de los infinitesimales, lo colocaremos en la perspectiva
moderna y sacaremos algunas concecuencias con relacion a la naturaleza de

219
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las matematicas y de las comunidades cientificas que las construyen.

16.1. Las matematicas del XIX: un balance
general

Como un balance de la actividad matematica del siglo XIX podemos senalar
los siguientes hechos: el algebra recibié un empujon importante, la geometria
volvio a ser considerada y, especialmente, recibi6 un cambio de perspectiva
y desarrollo con las geometrias no euclidianas, la reanimacién de la proyec-
tiva y la generalizacién realizada por la geometria riemanniana, la teoria de
numeros se convirtié en una teoria analitica de numeros, el Anadlisis se ex-
pandié notablemente con el progreso de la teoria de funciones complejas y el
desarrollo de las ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales.
Al final del siglo XIX, los resultados matematicos llegaron a un extraordinario
nivel que explotaron en centenares de ramas diferentes. Tres caracteristicas
deben subrayarse para entender bien ese siglo: aumento notable del niimero de
matematicos, especializacion creciente en campos limitados, y énfasis en el val-
or de las demostraciones rigurosas. Esta tultima caracteristica ha acompanado
a las matematicas hasta nuestros dias, aunque no todos los matematicos han
apoyado los enfoques mas formales.

El temor y la incertidumbre en la comunidad
matematica

Durante el XIX se dio un énfasis en la aritmética y el algebra, por
encima de la geometria. No tanto debido a las inconsistencias del Calculo
en la Epoca Heroica sino, sobre todo, como respuesta al impacto producido
por las geometrias no euclidianas. Para la mayoria de los matematicos, la ge-
ometria euclidiana se aceptd “acriticamente” por haber asumido la intuicion
como punto de referencia. La emersion de geometrias no euclidianas se enten-
di6 como el reclamo por eliminar la intuiciéon. Se puede decir, antonces, que
el énfasis en procesos demostrativos algebraicos y aritméticos respondié no
tanto a las necesidades conceptuales propiamente de las matematicas sino a
las necesidades de la comunidad matematica. El temor, la incertidumbre y la
inseguridad provocada por las nuevas geometrias en los matematicos de carne
y hueso fue factor central de la historia de las mateméaticas. Como siempre
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en la ciencia, los criterios dominantes responden también a las percepciones
(incluso temores) de la comunidad cientifica. Sobre esto citemos la opinién del
gran historiador de las matematicas Morris Kline:

“La rigorizacion de las matematicas pudo haber llenado una necesi-
dad del siglo XIX, pero también nos ensena algo del desarrollo de la
materia. La estructura légica fundada recientemente garantizo de
manera presumible la solidez de las matemaéticas; pero la geometria
era algo decorativo. Ningtun teorema de la aritmética, el algebra,
o la geometria euclidiana fue cambiado como consecuencia, y los
teoremas del analisis solamente tuvieron que ser formulados mas
cuidadosamente. De hecho, todo lo que hicieron las estructuras ax-
iomaticas y el rigor fue verificar lo que los matematicos ya sabian.
Asi, los axiomas tuvieron que ceder ante los teoremas existentes
mas que determinarlos. Todo esto significa que la matematica des-
cansa no sobre la logica sino sobre las solidas intuiciones. El rigor,
como ha senalado Jacques Hadamard, sanciona meramente las con-
quistas de la intuicién; o, como ha dicho Hermann Weyl: la légica
es la higiene que usan los matematicos para mantener sus ideas
fuertes y saludables.”

Morris Kline
Matemdaticas: la pérdida de la certeza
1982.

Sobre la naturaleza de las matematicas el papel de los métodos de rigor y
acerca de la evolucion de esta disciplina, uno de los temas mas apasionantes
lo constituye la historia del Analisis No-Standard.

16.2. Los infinitesimales y el Analisis No-Standard

A veces se piensa que la historia de las ciencias y las matematicas se ha
realizado de manera acumulativa, integrando los diferentes elementos teéricos
en un proceso lineal hacia adelante. Se considera las matematicas como ver-
dades aisladas separadas de la vida ordinaria, al margen de las condiciones so-
ciales, psicologicas, colectivas o individuales de las comunidades matematicas.
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Por ejemplo, ha sido tipico pensar que existe una linea continua entre New-
ton-Leibniz y Weierstrass, en la que cada uno de los mateméticos en el medio
hicieron contribuciones. En esta vision no se admite la divergencia entre matematicos,
teorias diferentes y contradictorias que sencillamente pueden cohabitar. Se

pasa por encima del hecho de que muchos resultados y teorias fueron exclui-

dos no por ser falsos, sino por no corresponder al modelo dominante en una
comunidad cientifica (fuera éste correcto o no). Uno de los ejemplos de esto lo
constituye este asunto de los infinitesimales.

Foto 16.1. Hermann Weyl (1885-1955)

La teoria de los infinitesimales

Se podria decir que fue Leibniz quien establecié una teoria de in-
finitesimales. Para él no existian solamente los nimeros reales que conoce-
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mos, sino que habian ademads dos tipos de cantidades diferentes: los infini-
tamente pequenos, y los infinitamente grandes. Los infinitamente pequenos
(infinitesimales) tenfan la caracteristica de poderse hacer tan pequenios como
uno quisiera sin ser cero: hacerse menores que cualquier nimero dado, y ser
diferentes de cero. Permitir la existencia de esos infinitesimales o de los infini-
tamente grandes hacia que el principio arquimediano no se cumpliera siempre.
Esta teoria fue dominante entre Leibniz y Weierstrass; y el mismo Cauchy la
habia asumido.

Los resultados de la época en el Célculo diferencial e integral se podian
obtener en el marco de esa teoria. No es sino hasta Weierstrass que se volveria
dominante la teoria que establece los resultados del Calculo sin acudir para
nada a los infinitesimales. En el conjunto de nimeros que Weierstrass acepta
el principio arquimediano es siempre valido para todos sus elementos. Esta ha
sido la vision dominante hasta nuestros dias y la que se ensena en colegios y
universidades.

Entre Cauchy y Weierstrass

La mayoria de los historiadores de las matematicas han tratado de ver una
linea continua entre Leibniz-Newton y Weierstrass, en particular incluyendo a
Cauchy en el mismo saco. Para muchos, Weierstrass anadio la Aritmetizacion
del Anélisis a lo que ya habia hecho Cauchy, sin que mediara entre ambos
realmente ninguna diferencia. Por ejemplo: se ha visto a Cauchy y a otros
como “weierstrassianos imperfectos” que cometieron errores (sin darse cuenta
que los “errores” en varios casos obedecian a que tenian un marco teérico de
referencia diferente). Uno de los ejemplos mas claros de estas consideraciones
injustas o inapropiadas, se puede apreciar con relaciéon a un famoso teorema
que establece que el limite de una sucesion de funciones continuas es también
una funcién continua. [El teorema se supuso cierto a lo largo de todo el siglo
XVIII]. Cauchy ofrecié una demostracién de este teorema, pero resulta que no
es cierto si se asume la Teorfa de Weierstrass (que no tiene infinitesimales),
pero si es cierto si se asume la Teorfa de Leibniz (donde si hay infinitesimales).
Siempre se dijo que el teorema habia sido un error de Cauchy. Por supuesto
que era un error para quien se colocaba en el marco weierstrassiano. De igual
manera, Cauchy usé los infinitesimales claramente:

“Cuando los valores numéricos sucesivos de una variable decrecen
indefinidamente hasta convertirse en mas pequenos que cualquier
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numero dado, esta variable se convierte en lo que se llama un in-
finitesimal, o una cantidad infinitamente pequena’.

La nocién de variable que usa Cauchy es diferente de la actual: para él son
sucesiones de ntiimeros reales. Las variables aqui no son solo nimeros fijos, sino
colecciones de ntimeros. Las cantidades infinitamente pequenas, los infinitesi-
males, son entonces sucesiones que convergen a cero. Los nimeros infinitos de
Cauchy son sucesiones ilimitadas de nimeros reales. Mientras que el continuo
de Weierstrass solo contiene niimeros reales, el continuo de Leibniz y Cauchy es
“mas grande”, contiene los infinitamente pequenos y los infinitamente grandes
(sucesiones que convergen a cero o que “van a infinito”).

La teoria de los infinitesimales y el continuo de Leibniz y Cauchy fueron
siempre criticados por falta de rigor y claridad, pero recientemente han sido
vistos con una nueva mirada. El gran matemético Abraham Robinson (nacié en
Alemania en 1918 y murié en los Estados Unidos en 1974), en la década de
los 60 de este siglo, cred el llamado Andlisis No-Standard que, precisamente,
demuestra que el continuo de Leibniz y Cauchy puede aceptarse plenamente y
establecer los resultados del Calculo con todo rigor.

Viejos modelos de pensamiento

En cuanto al Analisis No-Standard es conveniente tener la perspectiva mas
amplia en la historia de las matemaéticas. En la Antigiiedad griega las no-
ciones de infinitesimal y de infinito fueron excluidas, ya sea por la incapacidad
de entender la existencia de los irracionales, o de dar respuesta a paradojas
como las de Zendn. Infinitesimales e infinito aparecen en contradiccién con las
visiones dominantes que existieron entonces sobre el espacio y el tiempo. De
igual manera, la légica que sostenia la demostracion matematica no podia in-
tegrar en su seno este tipo de elementos que se les escapaban. Para los griegos
todos los numeros debian ser arquimedianos, es decir: si m y n son nimeros
tales que m > n, era posible repetir la suma de n suficientes veces (digamos
p veces) para que el resultado (np) fuera mayor que m. Y esto no lo cumplian
los infinitesimales.

La escogencia griega fue en algin momento aceptar que los puntos tenian
posicion pero no magnitud (Euclides), para asi evitarse las dificultades pre-
sentes en la aritmética de la época.

Tanto Euclides como Arquimedes fueron un paradigma del rigor légico de
los clasicos, y del rechazo de los infinitesimales y el infinito. El método de
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exhauscion de Eudoxo y Arquimedes, aunque hacia referencia al infinito e
infintesimales, fue planteado de una manera logica. De hecho, al circunscribir
e inscribir poligonos en el circulo, los razonamientos especificos (que en este
libro no describimos) eran esencialmente 16gicos, con base en lo que se llama
el método de la “reduccion al absurdo”.

Un paradigma como herencia

El paradigma griego fue trasmitido al mundo europeo occidental, y siem-
pre fue un punto de referencia frente al cual medir todos los resultados y
métodos matematicos nuevos. El Calculo diferencial e integral obligaba a usar
decididamente conceptos como el de infinito, continuidad y también infinitesi-
males, y esto entraba en contradiccion con el paradigma griego. Los principales
matematicos, incluyendo a Newton, de alguna u otra forma trataron de adecuar
sus resultados infinitesimales a los esquemas matematicos de la Antigiiedad.
Sin embargo, de la misma manera, otros buscaron lugar para los infinitesi-
males, incluso echando mano de la mistica. Kepler apelaba a la “intuiciéon” sin
racionalidad, y Pascal se referia a los infinitesimales y al infinito como “mis-
terios” creados para su admiracién y no su entendimiento. Leibniz, Newton,
los Bernoulli, Euler, L‘Ho6pital usaron infinitesimales (cada uno a su manera).
L‘Hopital lo establecia con claridad en el primer libro de texto de Calculo: si
la diferencia de dos nimeros (z — y) es infinitesimal (dx), los nimeros pueden
considerarse iguales (z = y). Entonces x = y+dx y también x = y. Esto ponia
en jaque las leyes del “=" pero también de la logica.

Reconciliar los métodos del Célculo diferencial e integral con el paradigma
griego (exclusividad de los nimeros arquimedianos) fue intentado durante el
siglo XVIII, pero no resultaria exitoso plenamente sino hasta el XIX. Durante
el XVIII, como hemos analizado en los capitulos anteriores, los infinitesimales
acompanaron un vigoroso desarrollo del Calculo que duré muchisimos anos.
Para que se tenga una idea de la profundidad de este tipo de asuntos, baste
mencionar que en fisica y matematicas aplicadas todavia se usan los infinites-
imales.

La confesion de Arquimedes

Una de las cosas mas admirables de esta historia es que aunque Arquimedes
fue asumido como la quintaesencia del paradigma mencionado, en realidad él
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uso nociones semejantes a los infinitesimales y uso el infinito en la construccion
de sus resultados. Este hecho sorprendente fue establecido recientemente. En
el ano 1906 fue descubierto un documento escrito por Arquimedes intitula-
do “Sobre el método”, donde se establecia con toda claridad que los hechos o
resultados mateméticos obtenidos no eran demostrados por los argumentos us-
ados en la demostracién: la construccion y descubrimiento de los resultados era
una cosa (donde podia haber por ejemplo infinitesimales) y la demostracién
era otra (donde no podia haber). Arquimedes que estudié la mecénica, cin-
ematica, la hidrostatica, y muchos otros campos cientificos acudia a la intu-
icién y a diversos recursos heuristicos en la obtencién de sus resultados. Lo que
se establecié como el paradigma de las matematicas fue lo que correspondia a
la demostracion y no a la creacion de los resultados. Este documento fue deci-
sivo para la comprensién no solo de las matematicas griegas, sino del caracter
mismo de las matematicas en todas los tiempos y, también, de la evolucion
misma de la disciplina.

Foto 16.2. Abraham Robinson (1918-1974)

El trabajo de Weierstrass con los € y ¢ se puede ver entonces como el de
restablecer en el siglo XIX el rigor euclidiano. Solo que en el nuevo momento
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histérico ya no era posible evadir los irracionales (como en la Grecia Antigua)
y, por eso, es significativo que Weierstrass mismo haya ofrecido una construc-
cién rigurosa de los niimeros reales. La época estaba madura para una mejor
comprension racional, tedrica y légica de los inconmensurables.

La comunidad matematica toma una decisién

Volvamos al Analisis No-Standard: la pregunta es ;jpor qué la teoria de
los infinitesimales fue derrotada?, jhabria sido posible un marco tedérico que
integrara infinitesimales e infinito en la primera mitad del siglo XIX?

Con relacién a la primera pregunta debemos decir: el peso de los paradigmas
heredados de la Grecia antigua era muy fuerte. Por otro lado, las leyes que
cumplen los infinitesimales y el infinito no son tan “naturales” a la logica
usual que usamos. También debemos decir, en especial, porque su capacidad
de explicacion y de desarrollo matematico era menor que la que tenia la Teoria
de Weierstrass. Pero también porque debe entenderse que no era intrascendente
el objetivo de brindar fundamento y rigor a los resultados matemaéticos que se
habian obtenido en los siglos XVII y XVIII. Y la existencia de nuevos entes
(los infinitesimales) que se comportaban muy diferentemente a los nimeros
conocidos, no aparecia como algo muy claro. El mismo Cauchy tuvo sus dudas
acerca de la validez de los infinitesimales: incluso él concedié que éstos eran
admisibles en las pruebas pero no en la formulacion de los teoremas.

Por otro lado: es dificil pensar que la comunidad matematica de la primera
mitad del siglo XIX tuviera los elementos tedricos suficientes para compati-
bilizar los requerimientos de rigor efectivamente necesarios para avanzar en
algunos campos matematicos con los infinitesimales.

En todo caso el asunto de fondo es que la comunidad matematica re-
queria un modelo de demostracion que le asegurara aceptablemente sus re-
sultados para proseguir hacia adelante. El Anédlisis Standard (weierstrassiano)
desempend ese papel plenamente. Lo que hoy podemos decir es que un mod-
elo que incluyera los infinitesimales también lo podria haber jugado, pero no
existieron condiciones tedricas, culturales y socioldgicas para que un modelo
asi se hubiera impuesto en la comunidad matematica de aquella época.

Que haya ganado la teoria de Weierstrass nos ofrece un ejemplo de cémo
funciona en verdad la historia de las matematicas y las ciencias en general. La
existencia de teorias rivales es un hecho. Y también es un hecho que las teorias y
los criterios matematicos o cientificos en general no se establecen al margen de
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las comunidades matematicas y cientificas. Los resultados de las matematicas
no son verdades ahistoricas, absolutas, infalibles, perfectas, en una linea de
progreso constante. Hay conflictos, retrocesos, atajos, el azar interviene y todos
los condicionamientos que siempre caracterizan la vida social.

Cuando aprendemos o ensenamos las matematicas deberiamos tener en
mente como ha sido las historia real de las matematicas. De lo contrario nunca
la aprenderemos bien ni mucho menos la podremos ensenar apropiadamente.

16.3. Una sintesis final

Si realizamos un balance general de la historia del Calculo Diferencial
e Integral podemos subrayar los siguientes momentos:

I- La emersiéon de métodos infinitesimales en la Grecia antigua, que no
pudieron expandirse por varias razones:

= predominio de una visién de mundo asociada a la geometria euclidiana,
» debilidad de la aritmética y el dlgebra y

= ausencia de importantes influjos provenientes de las ciencias fisicas y de la
tecnologia con sociedades muy estratificadas (que serian luego derrotadas
por la fuerza militar y politica de los romanos).

IT- Para el siglo XVII, si bien la geometria euclidiana predominaba, la
aritmética y el algebra habian hecho avances significativos gracias, especial-
mente, al trabajo de los drabes y los matematicos renacentistas, y existia un
influjo extraordinario de parte de las diferentes ciencias fisicas y del progreso
de la técnica y tecnologia, en un marco social que habia abierto espacios a la
indagacion intelectual.

El progreso de los métodos algebraicos se puede apreciar, por ejemplo,
precisamente en la construcciéon de la geometria analitica. El impacto de las
ciencias fisicas y las nuevas técnicas se condensé en la forma precisa como
nacio y se desarrollé el Calculo: fluxiones, mecanica, movimiento, etc.

El Célculo se desarroll6 asociado a la geometria y a las ciencias fisicas y, si
se quiere, lo que es el comun denominador, a una relacién con el mundo descrita
hasta ese momento por esas ciencias o por la misma geometria euclidiana. Todo
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esto a pesar de las tensiones que pudieran existir entre una geometria estatica
y la necesidad de una descripciéon matematica del movimiento, contradiccion
entre geometria y cinematica.

Durante los siglos XVIII y XIX las ideas y los métodos del Célculo Difer-
encial e Integral se expandieron extraordinariamente, al mismo tiempo que
muchos otros campos de las matematicas. El Analisis penetrd, amplié y se
desarroll6 en buena parte de los nuevos campos: geometrias no euclidianas,
analisis complejo y de varias variables, andlisis vectorial y tensorial, geometria
diferencial, analisis armonico, andlisis funcional, etc.. Todos los campos de la
ciencia fisica han llegado a utilizar extensa y profusamente el Analisis.

ITI- Podemos hablar de una tercera etapa cuando, durante el siglo XIX,
a la expansion en el uso, desarrollo y aplicacién del Célculo se le anadié una
dimensién tedrica adicional: la bisqueda por de fundamentar con rigor logico y
formal los que se habian producido o se estaban produciendo. Esta rigorizacion
se hizo histéricamente con la idea de separarse de cualquier apelacién al mun-
do empirico y sostener el edificio matematico estrictamente con la deduccion
légica y con un manejo “axiomatico”.

La nueva etapa que ha incluido como criterio el rigor 1égico y axiomatico,
la separacion de lo intuitivo o fisico, en la construccién matematica llega hasta
nuestros dias y estos criterios todavia influencian decisivamente la compren-
sion, la transmision, la elaboracion y la ensenanza de las matemaéticas.

. Qué no son las matematicas?

Este vector importante en el desarrollo de las matematicas ha sido entendi-
do a veces de maneras equivocadas. Por ejemplo, cuando se ha opinado que las
matematicas solo se refieren a entes abstractos, a razones logicas, axiomaticas
y formales, y sin referencia a la realidad material y social. Algunas veces se
ha perdido la comprension de que la logica, la axiomatica, el marco formal
y demas definen la expresién matematica y la forma de comunicacién, de en-
tendimiento y aceptacion, entre los matematicos, en la comunidad matematica.
Pero que en la construccion intelectual de las matematicas es imposible evadir
la referencia al mundo fisico, social, a las intuiciones humanas individuales,
a toda esa gama de influjos colectivos individuales, psicologicos que, aunque
en la expresién de resultados no aparezcan, son sustanciales en la elaboracion
matematica.
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La historia del Célculo es un ejemplo de cémo ha evolucionado la creacion
matematica, y en ella es posible apreciar como funciona la construccién matematica
propiamente. Este es un asunto de trascendencia no solo para el que hace
matematicas sino también para quien las usa o las aprende.

16.4. Ejercicios
FALSO O VERDADERO
Indique si los siguientes enunciados son falsos o verdaderos. En cada caso

brinde una justificacion breve de su respuesta

1. Poner énfasis en los procesos algebraicos y aritméticos obedecio a las
necesidades de la comunidad matematica del siglo XIX.

2. Los infinitesimales son niimeros mayores que cualquier otro niimero real.

w

Las variables para Cauchy son colecciones de niimeros.

-

Leibniz y Cauchy desarrollaron el Analisis No-Standard.
5. Para los griegos los puntos tenian posicién pero no magnitud.
6. Arquimedes nunca acudié a los métodos heuristicos y empiricos.

7. Las teorias matematicas se establecen al margen de las comunidades
matematicas y de la época.

8. Una tercera etapa en la historia del Célculo se dio con la rigorizacion y
la Aritmetizacion del Analisis.

9. La construccién matematica es resultado de la axiomatica y de los pro-
cesos de demostracion formal.

PREGUNTAS DE DESARROLLO

1. {Qué significa la siguiente frase de Hermann Weyl: “La logica es la

higiene que usan los matematicos para tener sus ideas fuertes y salud-
ables”?
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2. ;Cual era la teoria de los infinitesimales?

3. (Qué quiere decir que Euclides y Arquimedes fueron un paradigma del
rigor 16gico?

)

4. ;Cual podria decirse fue el significado del documento “Sobre el método’
de Arquimedes?

5. Brevemente, dé dos razones por las que fue derrotada la teoria de los
infinitesimales.

6. Comente el siguiente parrafo:

“La existencia de teorias rivales es un hecho. Y también es
un hecho que las teorias y los criterios matematicos o cientifi-
cos en general no se establecen al margen de las comunidades
matematicas y cientificas. Los resultados de las matematicas
no son verdades ahistéricas, absolutas, infalibles, perfectas, en
una linea de progreso constante. Hay conflictos, retrocesos,
atajos, el azar interviene y todos los condicionamientos que
siempre caracterizan la vida social.

Cuando aprendemos o ensenamos las matematicas deberiamos
tener en mente como ha sido las historia real de las matematicas.
De lo contrario nunca la aprenderemos bien ni mucho menos
la podremos ensenar apropiadamente.”



Parte 11
EJERCICIOS RESUELTOS
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PRESENTACION

Proporcionamos aqui la solucién detallada de varios de los ejercicios prop-
uestos en nuestro libro Elementos de Cdlculo Diferencial.

El propésito es que esta parte constituya un complemento practico al libro
mencionado, tanto para el profesor como para el alumno.

Por esta razén se resuelven con todo detalle algunos ejercicios selecciona-
dos, lo que sirve como un buen repaso de algunos aspectos tedricos. Se propor-
cionan referencias a la teoria, comentarios alusivos e indicaciones especificas
de manera que este material sirva como un valioso auxiliar al libro de texto
y pueda ser utilizado para complementar y aclarar algunas ideas y aspectos
importantes.

Esta parte esta dividida en correspondencia con los capitulos del libro FEl-
ementos de Cdlculo Diferencial, tanto del Volumen I como del Volumen II.
El esquema de presentacion consiste en: el niimero del ejercicio, el enunciado
completo del mismo y la solucion ampliamente detallada. En algunas ocasiones
se adjuntan recuadros que repasan la materia o que sirven para comentar al-
gunos aspectos especiales relacionados con la temfica del ejercicio, o bien, para
advertir sobre cuestiones importantes de las matemficas.

En general se seleccionaron ejercicios que tuvieran algin aspecto tedrico
interesante. Esto permite enfatizar y reforzar algunos conceptos importantes
que son muy ttiles en el Célculo Diferencial. Por ejemplo, se da mucho énfasis a
problemas que tienen que ver con el cdlculo de pendientes de rectas tangentes,
puesto que ésta es la interpretacion primigenia, desde el punto de vista ge-
ométrico, de la derivada. También hay algunos ejercicios de simple utilizacion
de formulas, pero éstos también fueron seleccionados de forma que su solucién
aporte una manera nueva o interesante de enfocar el problema, o que presente
algin detalle digno de tomar en consideracion.

235



236

Por lo anterior, usted observara que algunos capitulos tienen mas ejerci-
cios resueltos que otros. Los capitulos con mas ejercicios resueltos son los que
constituyen las partes centrales del libro y son, de hecho, los que conviene
repasar mas. Tal es el caso, por ejemplo del Capitulo 2, que es la parte cen-
tral del estudio de los limites y del Capitulo 5, que constituye el estudio de la
derivada.

Desde luego, se recomienda que usted resuelva cada ejercicio antes de con-
sultar su solucién. Posteriormente, ya sea que desee verificar su solucién o que
quiera consultar otra posible o, en algunas ocasiones, ver aspectos nuevos de
la misma, es recomendable que lea la solucién que aqui le presentamos.

Finalmente, insistimos que el material que aqui presentamos es complemen-
tario al texto y que, si bien es cierto puede ser un muy valioso auxiliar para la
comprension de algunos aspectos del Célculo, de ninguna manera puede susti-
tuirlo ni sustituir el trabajo que usted, por sus propios medios, debe realizar
con los ejercicios que en dicho libro se presentan.



Capitulo 1

LAS RAZONES DE CAMBIO
Y LA DERIVADA

EJERCICIOS RESUELTOS

Velocidad instantanea como limite de velocidades promedio

11. Seleccion tunica: Un objeto se mueve en linea recta de manera que a
los t segundos de iniciado el movimiento se encuentra a s(t) = t* + 1 metros
del origen. Si queremos estimar la velocidad instantanea del objeto a los 2
segundos, entonces podemos utilizar valores de t cada vez mas proximos a 2
para calcular el valor de la expresién siguiente:

246 t2 — 56 2 —4 245
b d
Wiy D5 €3  Wis
Solucién:

Segin se establece a través de este capitulo, la velocidad instantanea se
puede estimar considerando la velocidad media en intervalos de tiempo cada
vez menores. Para este caso, la velocidad media entre los 2 segundos y los ¢
segundos vendria dada por

s(t)—s(2) t*+1-5 t*—4

t—2 t-2  t-2
de manera que un estimado para la velocidad instantanea se obtendria eval-
uando esta ultima expresion en valores de t cada vez mas préximos a 2. La
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opcién correcta es (c).

De la velocidad promedio a la velocidad instantanea

En este ejercicio se hace referencia a un aspecto muy importante sobre la
velocidad: la velocidad instantanea es el limite de velocidades promedio.
Si un objeto se mueve en linea recta de manera que en el tiempo ¢ se
encuentra a una distancia d(¢) de un punto de referencia (el origen),
entonces la velocidad promedio en el intervalo de tiempo [a, t] estd dada
por

Vprom =

d(t) — d(a)

t—a
La velocidad instantanea en el momento a es el limite cuando t se
aproxima a a de vp,on,. Por otra parte, este limite es lo que se denomina
derivada de d(t) en a y se denota por d'(a).

Concepto de recta tangente

15. Falso o verdadero: Algunas rectas tangentes a una curva en un punto
pueden cortar a la curva en otro punto.

Solucion:

Recordando la definiciéon que usualmente se da en geometria para la tan-
gente a una circunferencia es muy facil conservar el concepto erréneo de que
cualquier tangente a una curva solo la puede “tocar” en un punto: el punto
de tangencia. Sin embargo el concepto de tangencia es algo mas general y se
refiere a una propiedad local de la curva: en la cercanias del punto de tangencia
la curva y la recta tangente “son casi lo mismo”, asi que no importa lo que
sucede en otras partes. Entonces, una recta que es tangente a una curva en
cierto punto bien podria cortar a la curva en otro u otros puntos. La afirma-
cién considerada es entonces verdadera. En la figura siguiente, la recta L es
tangente a la curva en el punto P y la corta en otro punto A.
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Y

v
s

Figura 1.1.

Derivada y pendiente de la recta tangente

20. En la siguiente figura se da la grafica de una funcién f y una recta L
tangente a la gréfica de la funcién en el punto (2, 1); si se sabe que f/(2) = -2,
calcule la ecuacién de la recta L.

Solucion:

Sea y = mz+b la ecuacion de la recta tangente. Observemos primero que el
punto de tangencia es (2,1). Por otro lado, debemos recordar que la derivada
de la funcion en un punto representa la pendiente de la recta tangente a la
grafica de la funcién en ese punto. En este caso, como f’(2) = —2 entonces
la pendiente m de la recta tangente a la curva en el punto (2,1) es m = —2.
Dado que la recta pasa por (2, 1) entonces tenemos que b =1 — (=2) -2 = 5.
La ecuacién de L es entonces

y=-—-2r+5
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La pendiente es igual a la derivada

Una de las interpretaciones fundamentales de la derivada, para efectos
del Célculo, es la de pendiente de la recta tangente. Esto es, la pendiente
de la recta tangente a una curva en un punto dado es igual a la derivada
de la curva evaluada en ese punto. Si la curva viene dada por la funcién
y = f(z) entonces la pendiente de la recta tangente a la curva en el
punto (a, f(a)) es m = f’(a) en caso de que esta derivada exista. De
hecho, si una funciéon no tiene tangente en un punto entonces no es
derivable en ese punto.

<

L: y=mz+b

P = (a, f(a)): punto de tangencia

> T
/VK—V recta tangente

m = f'(a)
Figura 1.2.

Derwada y pendiente de la recta tangente

21. De acuerdo con la siguiente figura, calcule ¢y f'(c).
Solucion:

Segun el dibujo, el punto (¢, 10) pertenece a la recta de ecuacién
y="7>5r—12,5

por lo tanto el punto (c,10) debe satisfacer la ecuacién de la recta. Se tiene
entonces que 10 = 7,5¢ — 12,5, es decir, despejando c¢, se tiene ¢ = 3.

Como la recta es tangente a la curva en (¢, 10) y la recta tiene pendiente
7,5 concluimos que

f'(c)=1,5.
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Cdlculo de la pendiente usando una tabla de valores

23. Use una tabla de valores para encontrar la pendiente de la recta tan-
gente a la curva y = 2°> + x — 1 en el punto (2,5).

Solucion:

Segun sabemos, la pendiente puede ser estimada considerando valores de
r cada vez mas préoximos a 2 en el cociente

xr—2 r— 2 N r— 2

y—5_x2—|—x—1—5 > +x—6

Realizamos una tabla de valores para estimar la pendiente:

z | 1,9]1,09]1,099]2,001]2,01]21
2206 14914,99 4,999 [ 5,001 | 5,01 5,1

z—2

De esta tabla concluimos que la pendiente de la recta tangente es igual a

De la pendiente de secantes a la pendiente de la tangente

Antes dijimos que la pendiente de una recta tangente a una curva en
un punto es la derivada en ese punto. En este ejercicio se hace uso del
hecho de que la derivada es precisamente un limite de cocientes. En
particular esto significa que la pendiente de una recta tangente en un
punto es un limite de pendientes de rectas secantes que cortan a la
curva en ese punto.
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La muerte de Arquimedes

“Nada afligié mas a Marcelo que la muerte de Arquimedes, quien
estaba, como si el destino lo supiera, tratando de resolver un prob-
lema a través de un diagrama; habiendo fijado su mente al igual
que sus ojos en el tema de su pensamiento, él nunca notd la in-
cursion de los romanos, ni que la ciudad estaba tomada. En este
estado de estudio y contemplacién, un soldado, que se le acerco in-
esperadamente, le ordend seguirlo hasta Marcelo. Arquimedes de-
cliné hacerlo hasta no obtener la demostraciéon para un problema.
El soldado, enfurecido, saco su espada y lo maté.”

Vidas Paralelas: Marceluss
Plutarco (45-120 d. C)

Este es parte del tinico relato que se conoce sobre la muerte de Arquimedes.
137 afios después, Cicerdn (106-43 a. C) buscéd y encontré la tumba en Sicilia
(Siracusa). Cicerdn realiza este testimonio precisamente en el libro Tusculan
Disputationes, libro V.
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Muerte de Arquimedes. Detalle de una pintura anénima.
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Grabado de parte de la portada de una traduccion ale-
mana de la obra de Ciceron Tusculan Disputationes.
Traduccion hecha por Xaver Weinzierl, Munich, 1806.



Capitulo 2

LIMITES

EJERCICIOS RESUELTOS

El limite de una suma

13. Falso o verdadero: Si f y ¢ son funciones tales que lim [f(x) + g(z)]

existe, entonces podemos asegurar que lim f(z) y lim g(z) existen.
r—c r—cC
Solucion:

Una de las propiedades de los limites establece que si el limite de dos
funciones en un punto determinado existen entonces también existe el limite
de la suma de las funciones en ese punto. Sin embargo no establece nada en
el sentido contrario, esto es, si el limite de la suma de funciones existe, ;existe
el limite de cada una de las funciones individualmente? La respuesta a esta
pregunta es negativa en el sentido que puede darse el caso de dos limites que
no existan y sin embargo si existe el limite de la suma de las funciones. Uno
de los casos mas simple que podemos dar es el siguiente:

Consideremos las funciones f(z) = % v g(z) = _71 Es evidente que

lfm [f(z) + g(z)] = lim F + _—1] — 1m0 =0

x—0 x—0 | x x—0

(el limite de la suma de funciones existe y es igual a 0.)
Mientras que no existe ni h'n% f(z) ni HI% g(x).
r— r—
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En conclusion, la afirmacién dada es falsa.

El contraejemplo

La situacion que acabamos de plantear, mediante la cual se comprueba
que una afirmacion dada no se cumple en todos los casos, se denomina
usualmente en matemadticas como un contraejemplo (es un ejemplo
contrario a lo que la proposicién enuncia).

Si se logra determinar un contraejemplo para una proposicién entonces
decimos que la proposicién es falsa.

El limite de un cociente

/()

3
14. Falso o verdadero: Si lim “——= = —, entonces podemos asegurar que

e—-1g(x) 5
lim g(x) # 0.
rz——1
Solucion:
La afirmacion es FALSA puesto que no tenemos ninguna certeza de ante-

mano que h’m1 g(z) sea diferente de cero. Por ejemplo, si g(z) = 22 + Tz + 6,

se tiene que ll'm1 g(x) = 0. Si f(x) = 2? 4+ 5z + 4 entonces

. f(x) . at+br+4 ., (z+1)(z+49) . r+4 3
lim — = lim ————— = lim = lim = —.
e—-1g(x) 2=-1224Tc+6 2-o-1(x+1)(x4+6) 2—>-124+6 5

. . ., . fle) 3.
Es decir, tenemos una situacion en la que hm1 ﬂ =z y sin embargo
z—-1 g(x

ll’m1 g(x) = 0 (hemos encontrado un contraejemplo), por lo tanto la afirmacion
T——

es falsa.
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Limite de un cociente

Recordemos que si f y ¢ son funciones tales que lim f(z) =1L y

Tr—cC

lim g(z) = M entonces

L
i L) L
z—c g(qj) M
siempre que M # 0. Esto es, el limite de un cociente es igual al cociente
de los limites siempre que el limite del denominador no sea igual a 0.

Limite con valor absoluto

2] — =

21. Seleccién unica: El valor de HH% 7
Tr— T —

@2 (1 (-1 (d)0

€s

Solucién:

Observamos que al sustituir directamente el valor x = 1 en la expresién

se obtiene una forma indeterminada %. Como la funcién contiene un valor

absoluto entonces debemos considerar los diferentes casos:
Recordamos que
T siz>0
2| =

—x six < 0.

Tenemos entonces que para valores de  mayores o iguales que 0 (excepto
para x = 1) se tiene que

2| -2 x—xz 0

= =0.
rz—1 z—1 r—1

Mientras que para valores negativos de x se tiene

lr| -2 —xz—-2 —2x

x—1 x—1 r—1

En resumen

z—1 — stz <0

|x|—x{ 0 siz>0,x#1
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Asi, al calcular el limite de esta funcién cuando x — 1, lo que interesa son
los valores de x cercanos a 1. Estos niimeros son positivos y entonces ahi la
funcion se hace 0, por lo tanto se tiene

x| —x
lim L =0
r—1  — 1

La opcién correcta es (d).

Un limite que no existe
2
c .. ot ar—2 .
24. Seleccion unica: El limite lim —————— es igual a

r—1 ‘x—1|

(a) 3 (b) =3 (c) 2 (d) No existe
Solucion:

Al sustituir directamente el valor x = 1 en la expresién se obtiene una
forma indeterminada %. Como la funcion contiene un valor absoluto entonces
debemos considerar los diferentes casos:

Tenemos que

o —1] = r—1 six>1
g ]l —x+1 siz<1

y por lo tanto

x2+$—2_{ e - N A |

|z -1 =T —=-r—-2 siz<l

De lo anterior se deduce que para valores mayores que 1 la funcion tiende
a 3, pero si consideramos valores menores que 1 la funcion se aproxima a —3
(vea la siguiente figura). Esto significa que el limite no existe y por lo tanto la
opcién correcta es (d).
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WY

Figura 2.1.

> T

Reconocer la variable para calcular el limite

25. Seleccién unica: El limite

es igual a

(a) x

Solucion:

(b) h

x4 2zh + h?
lm ————
h—0 r+h

(c) 0 (d) No existe

Aqui lo que debemos observar es que la variable, para efectos del limite, es
h. Una vez establecido esto, lo que sigue es muy sencillo:

lim
h—0

2?2 + 2xh + h? it
=11

T+ h

(x +h)(z+h)

h—0

La opcién correcta es (a).

T+ h

= }lLlir(l)(x—l—h) =z
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La variable en un limite

En algunas ocasiones pueden aparecer dos o mis variables dentro de un
limite. Es importante saber cuil debemos considerar como la variable
para efectos del cilculo de limite; sin embargo, es muy ficil reconocer
esto. Por ejemplo, si tenemos una funciin y = f(x), es claro que x es
una variable. Pero si queremos calcular un limite como

flx) = f(2)

lim ,

Z—T xr — Z
en este cilculo debemos considerar como variable a z, tomando x como
si fuera una constante. La clave es observar la expresiin z — z; la
variable es la que se encuentra a la izquierda de la flecha.

Factorizar dos veces para calcular el limite

47. Calcular
T x> — 3z +2
m— .
=174 —4x + 3

Solucion:

Observamos en primer lugar que al sustituir el valor 1 en la funcién se
obtiene %, es decir, un limite indeterminado. Puesto que 1 es un cero del
polinomio numerador y del polinomio denominador entonces, por el teorema
del factor sabemos que x — 1 es un factor de ambos polinomios. Podemos
utilizar el procedimiento de divisién sintética para factorizar los polinomios y

obtenemos:

, 13 —3r+2 , (x —1)(2? + 2 —2)

lim—— = lim

-1 % —4r+3 e—1 (x —1)(x® + 224+ 2 —3)
24 —2

m — 5 .
s—=lxd 4+ 2+ —3

Ahora, si sustituimos el valor 1 en la nueva fraccion, volvemos a obtener %.

Volvemos a factorizar:
©?+r—-2 (x —1)(x+2)

i = 1
s R R xﬂ(x—l)(x2+2x+3)
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, T+ 2
= lim ———
e—1 122 4+ 2z + 3
3 1
6 2

Doble racionalizacion para calcular un limite

56. Calcular

lim —V2+x_
w=2\/T+x—3

Solucion:

Al sustituir el valor x = 2 en la funcién se obtiene una expresién indeter-
minada de la forma, 2 o> por lo tanto debemos proceder “arreglando” la funcién.
En este caso, puesto que tenemos un radical en el numerador y otro en el
denominador, procedemos por “doble racionalizacion”:

gy V2Zre—2 (V247 -2) (V2He+2) (Ve +3)
wﬂ¢?15—3 T S (VTr2-3) (Vita+3) (V2ra+2)
L @rr ) (VTra+3)
W+x— 9) (V2+x+2)
—1m“ —2) (V7 +a+3)
=2 (z—2) (V2+ 2z +2)
VTHae+3 6

S 2tz+2 4

3
-

El limite de un producto

70. Suponga que f y g son funciones tales que

lim f(x) =0y lim[f(z) - g(a)] = L.

r—c Tr—cC

Explique por qué, bajo esas condiciones, se puede concluir que

lim g(x)

xr—c
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no existe.
Solucion:

Si supusiéramos que
lim g(z)

existe (digamos que es igual a L) y como

lim f(z)

r—cC

existe (es igual a 0), entonces podriamos aplicar la propiedad del limite de un
producto y tendriamos:

lim [f(x) - g(x)] = lim f(z) -lim g(x) =0- L =0,

Tr—cC Tr—cC r—cC

es decir si
lim g(z)

r—cC

existiera, el limite del producto no podria ser igual a 1. Esto significa que

lim g(z)

r—cC

no puede existir.

Prueba por contradiccion

La forma de proceder que hemos utilizado en este ejercicio para probar
el enunciado se llama prueba por contradiccion. Se supone lo contrario
a lo que se desea demostrar y a partir de ahi se encuentra algin tipo
de contradicciéon con las hipétesis dadas. De ello se concluye que la
suposiciéon que hemos hecho no es valida y por lo tanto lo correcto es lo
que se dice en el enunciado. Este tipo de demostracion es muy 1til en
situaciones como las de este ejercicio en donde se debe probar que algo
no existe (suponemos que si existe y llegamos a una contradiccion).
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Los limites y las raices de una ecuacion

71. Considere la ecuacién ax? + bx + ¢ = 0. Suponga que se mantienen
constantes los coeficientes b y ¢ (siendo b > 0). Si hacemos que el coeficiente a
se aproxime a 0, jqué sucederad con las raices de la ecuacién?

Solucion:

Recordemos, de la teoria de ecuaciones de segundo grado, que las raices de
esta ecuacién son

B —b+Vb? — 4dac —b—Vb? —4dac

o 2a Y 2= 2a
Estudiemos qué sucede con la raiz x;: Debemos calcular HH(I) x1, tenemos
(racionalizando):

) , —b++Vb?—4dac (—b + Vb — 4ac) (b +Vb? — 4ac)
lim z; = lim = lim =
a—0 a—0 2a a—0 2a (b + M)

i —b% + b — 4ac i —4ac i —2c
lim = lim - lim— =
a=02a (b4 Vb? —4dac) =0 2a (b+ V0> —dac)  a—0b+ Vb — dac

—2c —2c
= ues b >0
bV bib P )
_—c
b
Veamos ahora qué sucede con la raiz x9: Debemos calcular lim x».

a—
Observamos que, cuando a — 0, se tiene (—b — v/b?> — 4ac) — —2b # 0
mientras que 2a — 0. Entonces, cuando a es positivo, si se va acercando a 0,
la raiz xo decrece ilimitadamente mientras que si a es negativo (acercandose a
0) la raiz xo crece ilimitadamente.
En resumen: cuando @ — 0, una de las raices se aproxima a 3¢ y la otra se
hace muy grande en valor absoluto.
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H

Retrato de Isaac Newton realizado por Enoch Seeman en
1726.



Capitulo 3

LIMITES LATERALES Y
CONTINUIDAD

EJERCICIOS RESUELTOS

El concepto de limite por la derecha
8. Falso o verdadero: Suponga que g es una funcién tal que lim, 5+ g(z) =

5. En cada caso diga si la afirmacion es verdadera o falsa.

1. Necesariamente lim g(z) = 5.

r—2~

2. Necesariamente h/rr% g(x) =5.

3. Necesariamente existe un nimero ¢ > 2, muy cercano a 2 tal que g(c) =
D.

4. A medida que tomamos valores de £ muy proximos a 2, pero mayores
que 2, los valores de g(z) se aproximan a 5.

Solucion:

1. La informacién que se da en el encabezado es pertinente para lo que

sucede con la funcién g(x) para valores cercanos a 2 pero mayores que 2 (xr —
2 por la derecha), a partir de ella no podemos deducir absolutamente nada
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cuando x — 27. Por otra parte, puede suceder que una funcién tenga un
limite a un valor por la derecha y tenga uno diferente a ese mismo valor por
la izquierda. Por ejemplo, si

(z) = r+3 six>2
IE=Y 2-1 siz<?2

entonces tenemos que

lim g(z) =5 mientras que lim g(x) = 1.
z—2F T—2~
En conclusion, la afirmacion es falsa.
2. Puesto que no podemos asegurar que el limite por la izquierda sea igual
al limite por la derecha, tampoco podemos asegurar que

lim g(z) = 5.
r—2
Es decir, la afirmacion es falsa.

3. Para este caso, el concepto de limite establece que para valores de x
cercanos a 2 y mayores que 2, los valores de g(z) son cercanos a 5, pero no
podemos saber a ciencia cierta si hay algin valor cuya imagen sea exactamente
5. Por esto, la afirmacién es falsa.

4. Segun se indico en el punto anterior, lo que esta proposicién establece es
precisamente el significado de limite por la derecha, por lo tanto esta afirmacion
es verdadera.

Continuidad de un cociente

10. Falso o verdadero: Siempre que f y g sean continuas en c se tiene que

I es continua en c.

g
Solucion:

Una de las propiedades de las funciones continuas establece que si f y g

son continuas en c se tiene que L 65 continua en ¢, pero siempre y cuando g(c)
g

no sea igual a cero. En caso de que g(c) = 0, la funcién 5 no estaria definida

en ¢ y mas bien seria discontinua en c. De esta forma, en general no podemos
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asegurar la continuidad de £ en ¢ ain cuando tanto f como ¢ sean continuas
en c. Por tal razoén, la afirmacion es falsa.

Continuidad cuando hay un pardametro
17. Seleccién unica: jPara qué valor o valores de k la funcion

flz) = 22 +4 siz<k
)= 203 4+3 sixz >k

es continua en todo R?
(a) Solo para k = 1. (b) Para k=16 k = 2.
(c) Para cualquier valor de k. (d) Para ningtin valor de k.

Solucion:

Tanto 22 +4 como 2x®+ 3 son funciones continuas en todo R y en particular
en los intervalos | — 0o, k[ y |k, +00o[ respectivamente. Solo faltaria asegurarnos
que f sea continua en k. Para esto debemos tener que

lim f(z)= lim f(z) = f(k).

r—kt z—k—

Es decir:

lim (22° 4+ 3) = lim (2 +4) = k* + 4

z—kt z—kt
o sea,

2k% +3 =Kk + 4.

Resolviendo en R esta ecuacion se obtiene como tinica solucion k£ = 1. Asi,
f es continua en todo R solo cuando k = 1. La opcién correcta es (a).




258

Condiciones para la continuidad

Recordemos la definicién de continuidad en un punto: una funcién f
es continua en a si se satisfacen simultaneamente las tres condiciones
siguientes:

1. Existe f(a) (esto significa que la funcién estd definida en a).
2. Existe lim f(x), para esto en particular se requiere que existan
r—a

los dos limites laterales lim f(r)y 1f1’I1+ f(x) y que sean iguales.

3. f(a) = lim f(x)

r—a

Continuidad y limites laterales

19. Seleccién tnica: Si f es una funcién continua en 2 y se tiene que

lim f(z)=wy h’rg_ flz)=—w

r—2F

entonces podemos asegurar que

(a) w=1 (b) w puede ser cualquier niimero real (c) w=2
(d) w=0.
Solucion:

Una de las condiciones de la continuidad en un punto es la existencia del

limite en ese punto. En nuestro caso particular esto significa que lim, .o f(z)
existe, especificamente este limite debe ser igual a los dos limites laterales
dados y por lo tanto debemos tener que w = —w y entonces w = 0. La opcién
correcta es (d).

Continuidad y limites

21 Seleccion tnica: Sea f una funcién tal que f(4) =2y lim f(z) = 3.

r—4~

Entonces podemos afirmar lo siguiente:

(a) f es continua en z = 4 (b) 11'12{1+ flx)=2

(c) HIE_ flz)=3 (d) f es dicontinua en x = 4
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Solucion:

El hecho de que f(4) # h’ril_ f(x) significa que la funcién no es continua

en 4 (vea el recuadro en el ejercicio 17).

Discontinuidades evitables e inevitables

52. Determinar en qué intervalos es continua la siguiente funcién. Decir si
las discontinuidades son evitables o no.

2x siz < —2
flx) = L si—2<z<2yax#1
—3r+1 si2<uz.

Solucion:

En primer lugar observamos la existencia de un punto de discontinuidad en
x = 1 puesto que ahi la funciéon no esté definida. Por otra parte, tenemos que

z+1 ) , . N

h'n% f(z) = h’n% 7 1o existe. Por lo tanto éste es un punto de discontinuidad
r— r— —
inevitable.

Existen también otros dos posibles puntos de discontinuidad: z = —2 y
r = 2. Estudiaremos esos puntos.

En oz = —2: tenemos que lim f(x) = lim 2x = —4, por su parte,

T——2" T——2"
r+1 1

lim f(z) = lim

z——21 z——2tx — 1 3

Esto significa que h’m2 f(z) no existe pues los limites laterales difieren, por lo
T——

tanto x = —2 es otro punto de discontinuidad. La no existencia del limite dice
que la discontinuidad es inevitable.
En z = 2: tenemos que
1
lim f(z) = lim v 7= 3, v lim f(z) = lim (=3xz +1) = —5.

T—2~ r—2— T — z—2+ z—2+

También x = 2 es un punto de discontinuidad inevitable.
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La funcioén es continua en los demés niimeros reales, es decir, f es continua
en R—{-21,2}.

Dos tipos de discontinuidad: evitable y no evitable

Los dos tipos basicos de discontinuidad son la discontinuidad ewvitable
y la discontinuidad inevitable.

Cuando decimos que una funcion presen-
ta una discontinuidad evitable es porque
el limite existe pero no es igual a la im-
agen del punto. Cuando la discontinuidad
es inevitable es porque el limite no existe.
La siguiente grdfica presenta una discon-
tinutdad inevitable en x = a y una discon-
tinuidad evitable en x = b.

y@/
7

Figura 3.1.

> T

Continuidad cuando hay un pardmetro

54. Determine los valores de ¢ para los cuales g es continua en R:

() = 2ec+1 six <1
I =Y @e -2 siz> 1.

Solucion:

Tanto 2cx + 1 como ¢z — 2 son continuas en todo R, no importa cuél sea
el valor de c. Esto significa que la funcién g solo podria tener como punto de
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discontinuidad = = 1. Para que g sea continua en x = 1 debemos tener

lim g(x) = lim g(z) = g(1).

r—1— z—1t

Esto es, 2¢ + 1 = ¢? — 2. Resolviendo esta ecuacién se tiene

2e+1 = -2 =

2—-2c—3 = 0 =

(c=3)(c+1) = 0 =
c=3, c=—1.

La funcién g es continua solamente en caso de que ¢ =3 6 ¢ = —1.




Capitulo 4

LIMITES INFINITOS Y AL
INFINITO

EJERCICIOS RESUELTOS

Limite infinito y funcion creciente
9. Falso o verdadero: Si h’n% f(z) = +o0 entonces podemos asegurar que si
Tr—

a < b < 2 entonces f(a) < f(b).
Solucion:

Leyendo de otra forma el enunciado, lo que se asegura es que si h’r% f(z) = +o0
rT—

entonces la funcion es creciente a la izquierda de x = 2. La afirmacion es falsa
puesto que podemos conseguir funciones con la condicién h’r% f(z) = 400 que
Tr—

sin embargo no son crecientes a la izquierda de 2 (vea la siguiente figura).

Y

\

Figura 4.1.
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Concepto de limite al infinito

11. Falso o verdadero: Si 11’111 f(z) = 8 entonces existe un valor M tal

que para todo x > M se tiene que f(z) < 8.
Solucion:

La expresion h’gl f(z) = 8 significa que a medida que = crece ilimitada-
T— 100

mente entonces los valores de f(z) se aproximan a 8. Esta aproximacién se
puede dar por “arriba” (valores mayores que 8) o por “abajo” (valores menores
que 8) y bien podria suceder que la funcién oscile indefinidamente alrededor
del valor 8. Por tal motivo no podemos aseverar que a partir de un cierto valor
de x las imagenes sean siempre menores que 8. La afirmacion es falsa. En la
siguiente figura se tiene: en el grafico de la izquierda, a partir de x = 3 se tiene
que f(z) < 8; en el grafico del centro a partir de = = 3 se tiene que f(z) > 8
y en el grafico de la derecha a partir de = 3 se tiene que la funcién oscila
alrededor de 8

y y y
A \k A
8 8\ \ 8
. % . - .
/ 3 3 3
Figura 4.2.

Calculo de un limite a menos infinito
22. Seleccion unica: §Cudl es el valor de
Va4 4
lim ———7
z——o00 4x -+ 1
()0  (b)—4  (cJ1/4  (d)-1/4
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Solucion:

Tenemos

.Vt +4x . 2?1+ 4/x)
llm ——m = lim Y——F" 2~ =
z——oco 4r +1 a——oco (44 1/7)

.|zl 1+ 4/ i —xy/1+4/x

1
eovo w4+ 1/z)  eoee z(d+ 1/z)

_ITdE 1

lim —Y— = ——.
m—l>r—noo 4+1/ZE 4

1 4

(Puesto que cuando x — —oo se tiene que tanto — como — tienden a 0).
x x

La opcién correcta es (d).

La raiz cuadrada de un cuadrado

Aprovechamos este ejercicio para observar un asunto muy importante
y que muchas veces se pasa por alto: debemos recordar que V22 = |z|.
Esto significa que en caso de que x sea positivo o 0 se tiene Va2 = x,
pero si x es negativo se tiene V2 = —z. Si no tomamos esto en cuenta
en el ejercicio anterior obtenemos el resultado incorrecto 1/4.

Limite lateral con wvalor absoluto

33. Calcular
, |z —=1]+2
lim ——M—.

z—1t r—1

Solucion:

Para efectos de calcular este limite debemos tener presente que para valores

de x mayores que 1 se tiene que z — 1 > 0 y por lo tanto |z — 1| = x — 1. De
modo que
. |e—=1]+2 , r—1+2 , x+1
lim —— = lim —— = lim :
=1t x—1 =1+ x —1 z—1t T — 1
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Si evaluamos en 1 obtenemos un limite indeterminado de la forma % que es

infinito. Como se tiene, para x > 1, que x +1 > 0y  — 1 > 0 entonces el
limite es 4+oc.

Aproximacion del drea bajo una curva

56. Considere la funcién f(z) = 16 — 2 definida sobre el intervalo [0, 4].
Dibuje el area bajo esa curva. Dé una aproximacién del area:

(a) Usando cuatro rectangulos de igual base (dibuje la situacion).

(b) Utilizando ocho recténgulos de igual base (dibuje la situacién).

Solucion:

(a) El siguiente dibujo representa la situacion:

Yy

Figura 4.3.

La aproximacién viene dada por la suma de las areas de los cuatro rectangu-
los Ry, Ry, R3 y R4 (contados de izquierda a derecha en el dibujo). Como son
de la misma base y la longitud del intervalo es 4 entonces cada rectangulo
tiene base 1. La altura del primer rectdngulo es f(0) = 16, la del rectangulo
Ryes f(1) =15,lade Ry es f(2) =12y lade Ry es f(3) =T.

Se obtiene entonces que

a(R)) = 1-16=16


usuario1
Placed Image
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a(Ry) = 1-15=15
a(Ry) = 1-12=12

Luego, una aproximacién del area es A ~ 16 + 15+ 12 + 7 = 50.

(b) El siguiente dibujo representa la situacion:

BN

Figura 4.4.

La aproximacién viene dada por la suma de las areas de los ocho rectangulos
Ry, Ry, Rs3, R4, Rs, Rg, R7 y Rg (contados de izquierda a derecha en el dibujo).
Como son de la misma base y la longitud del intervalo es 4 entonces cada
rectangulo tiene base 0,5. La altura del primer rectangulo es f(0) = 16, la de
Ry es f(0,5) = 15,75, la de R3 es f(1) = 15, la de Ry es f(1,5) = 13,75, la
de Rs es f(2) =12, lade Rg es f(2,5) = 9,75, lade Ry es f(3) =7y lade
Rg es f(3,5) = 3,75.

Luego, una aproximacion del area es

A~ 0,516 4 15,75+ 15 + 13,75 + 124+ 9,75 + 7 + 3, 75) = 46, 50.



usuario1
Placed Image
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Aproximacion del area: por exceso y por defecto

En este ejercicio, en ambos casos se tiene una aproximacion por exceso
puesto que tomamos rectangulos cuya suma excede el area por calcular.
En ambas situaciones podriamos también considerar aproximaciones
por defecto si tomamos como altura de los rectangulos las imagenes
de los extremos inferiores de los subintervalos, en lugar de tomar como
alturas las iméagenes de los extremos superiores de los subintervalos.
Cualquier érea bajo una curva podria ser estimada considerando areas
por exceso y por defecto, lo que nos permitiria saber entre cuales valores
se encuentra el valor del area.

T
i
O L, . R R

rr—r-rTt

. REVA L P ECETT A | T LN R T I T

T
1 2 3 "
Por exceso Por defecto
Figura 4.5.

El drea bajo una curva como un limite

57. Exprese el area considerada en el ejemplo anterior como un limite y
calctlelo.

Solucion:


usuario1
Placed Image
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Si consideramos el intervalo [0,4] dividido en n subintervalos iguales en-

tonces tenemos que cada uno de ellos tiene como longitud %. Los subintervalos
o 46-1) 4

481 eli-ésimo: [A=D 4]
n n n

son: el primero: [0, 2], el segundo: [ ..y el dltimo:
[4(71—1) 4]

Tomando como altura la imagen del extremo superior de cada subintervalo
entonces, la altura del i—ésimo intervalo es

de este modo, la aproximacién del area, usando n subintervalos de igual lon-

gitud, es
162
syt (1) ] -0 -3 -
4 L6 — 16n(n +1)(2n + 1) _ 4 L6 — 16(2n3 + 3n? + n) '
n 6m2 n 6n2
Por lo tanto el area se calcula mediante
4 16(2n3 2 4 2 2 12
im 2, @+ 4 0) . ., 64 32 32) 128
n—-+oo 1 6n? n—-00 3 n  3n? 3

Un limite al infinito con un radical

59. Considere f(x) = Va2 + 22+ 8 —

(a) Complete la siguiente tabla:

2 [10[50 [ 100 | 1000
f(z)

(b) Tomando como base los resultados obtenidos en (a) dé un estimado de

lim (Va2 + 2x 4+ 8 — x).

r—00

(c) El resultado en (b) se puede obtener algebraicamente. Hagalo.
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Sugerencia:

o SN (Va2 +2x+8 —x) (Va2 +2x + 8+ 1)
Vat4+2r+8+x

Solucion:

(a) Utilizando una calculadora se obtienen las imdgenes y la tabla queda
de la siguiente manera (solamente hemos conservado cuatro cifras decimales):

x 10 20 100 1000
f(z) | 1,3137 | 1,0685 | 1,0346 | 1,0034

(b) De acuerdo con la tabla podemos estimar que el limite es 1.

(c) Observe que el limite tal como esta escrito es una forma indeterminada
00 — 00; si queremos calcularlo analiticamente debemos realizar algin tipo de
transformacion algebraica. La idea de la sugerencia que se nos presenta es la
de racionalizar la expresion con el fin de evitar la forma ideterminada antes
mencionada. Procedemos:

ViIZ+ 2 +8—2) (Wil + 22 + 8
lim [Va? + 2z +8 — 2] = i V&2 20+ 8 —a)(Va? + 22 + 8 + )

, 2x + 8
= lim
v—oo /32 + 2 + 8+
z(2+8/x)

fm
2= g[\/1 +2/x + 8/22 + 1]

Tablas de valores y limites

Como hemos dicho antes, el valor que podemos obtener a partir de
una tabla solo es un estimado “provisional”, esto es, en general no
podemos tener certeza de que el limite que obtenemos con solo ver
valores en una tabla sea realmente el limite que deseamos calcular.
Para tener seguridad del valor de un limite se deben utilizar técnicas
de transformacion u otras que den validez al resultado obtenido.




Capitulo 5

LA DERIVADA

EJERCICIOS RESUELTOS

Desigualdad de funciones y derivada

6. Falso o verdadero: Si f y ¢ son funciones derivables tales que f(x) > g(x)
para todo x entonces f'(z) > ¢'(x) para todo z.
Solucion:

La afirmacién es evidentemente falsa. Basta considerar por ejemplo las si-
guientes funciones: f(z) = 2% + 4, g(x) = 2% Es claro que f(x) > g(z), sin
embargo, f'(x) = 2z y ¢'(z) = 2z, es decir f'(z) = ¢'(z), en contra de lo que
establece el enunciado.

Puntos de no derivabilidad
16. Selecciéon unica: {En que valores de x no es derivable la siguiente fun-
cién?
3—x siz>1
f(x) = ?+r si0<z<l1
lt+1—1 siz <0
(a) Soloen —1y1 (b)En—1,1y0
(c) Soloen =1y 0 (d) Soloen 1y0
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Solucion:

Primero debemos considerar los puntos donde la funcién cambia de criterio,
estoesr=1yx=0.

Para x = 1: la derivada por la derecha es —1, mientras que la derivada
por la izquierda es 3 (se deriva 2 + = y se evaltia en 1). Puesto que ambas
derivadas difieren se tiene que f no es derivable en 1.

Para z = 0: la derivada por la derecha es 1. Para la derivada por la izquierda
debemos ver que si z es menor que 0y “muy cercano” a 0 entonces |[t+1|—1 =
r+1—1==xyladerivada es 1. Tenemos entonces que por ambos lados la
derivada es 1 y entonces f si es derivable en 0.

Existe otro punto de no derivabilidad: x = —1 puesto que |z + 1| — 1 no es
derivable en x = —1 (forma un “pico”).
Los puntos donde la funcién no es derivable son x =1y x = —1, de modo

que la opcién correcta es (a).

Derivabilidad de las funciones definidas por partes

Una particularidad de este ejercicio es que podemos ver que, si bien es
cierto para la mayoria de las funciones definidas “por partes” los puntos
donde cambia el criterio corresponden a puntos donde la derivada no
existe, no podemos hacer de esto una regla general; la funciéon f del
ejemplo es derivable en el punto z = 0 aunque en él hay cambio de
criterio para f.
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Deriwvabilidad en un punto

18. Seleccién tnica: Si f es una funcién derivable en x = 3y f/(3) = 2,
entonces podemos afirmar que:

(a) 1im %_39 =2 (b) lim f(z) =2

r—3

Solucion:

La afirmacién f'(3) = 2 significa que

0= f@)

r—3 r—3
Esto elimina (a) como opcién correcta pues estariamos considerando que f(3) =
9 lo cual no es necesariamente véalido pues no conocemos la funcién.
La afirmacion: f es derivable en = 3 significa, entre otras cosas, que f es
continua en 3 y por lo tanto

lim f(z) = £(3) (%),

r—3

Segun esto, la opcién (b) es incorrecta pues estarfamos suponiendo que f(3) =
2, de lo cual no podemos estar seguros.

La opcién (c) es incorrecta puesto que la informacién brindada por el enun-
ciado no nos permite decir nada sobre ese limite.

La opcién (d) es la correcta segin lo indicado en (*).

Las preguntas de seleccién tnica

Podemos considerar dos tipos bésicos de preguntas de seleccién unica.
En algunos casos se trata de realizar algin tipo de calculo y comparar
el resultado obtenido con las opciones brindadas. En otras ocasiones se
dan afirmaciones en el enunciado que nos permiten obtener cierto tipo
de informacién, especialmente de tipo cualitativo, y luego con base en
esa informacion se analizan las diferentes opciones. Este segundo tipo
es usualmente mas interesante y por lo general requiere de un buen
conocimiento de los aspectos teodricos del tema.
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Aprozimacion de la derivada en un punto

21. Para cierta funcién diferenciable f sabemos que f(1,03) = 3,85 y
f(1,05) = 3,82. Dé un valor estimado razonable de f'(1,03); justifique su
respuesta.

Solucion:

De acuerdo con la definicién de derivada en un punto se tiene

£(1,03) = lim f(x) - £(1,03)

z—1,03 z—1,03

Segun la definicién de limite, esto significa que para valores de z suficiente-
mente cercanos a 1,05, el valor de la expresién

— (%)

z—1,03

es aproximadamente igual a f’(1,03). De manera que si evaluamos la expresién

(*) en 1,05 obtenemos una aproximacién razonable de esta derivada, es decir,

f(1,05) — f(1,03) 3,82-3,85 —0,03 15
1,05—-1,03  1,06—1,03 0,02 7

1(1,05) ~

Aproximacion de la derivada en un punto

34. En cada una de estas figuras se representa la grafica de una funcion f.
Utilice en cada caso la informacion dada en el dibujo para calcular de modo
aproximado el valor de f’(1) (sugerencia: calcule la pendiente de la recta dada
en el dibujo).

(a) (b)

2 2
1,75 1,75
1,5 1,5
1,25 / 1,25 |+
1 P L N
0,75 — 0,75 N\,
0,5 —1 0,5 \\
0,25 0,25 N
0,5 1 1,5 2 0,5 1 1,5 2

Figura 5.1. Figura 5.2.
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Solucion:

(a) Recordemos que la pendiente de la recta tangente a una curva en un
punto dado es igual a la derivada de la funcién en ese punto, de modo que
para calcular la derivada podemos calcular la pendiente de la recta tangente.
Observando la grafica vemos que la tangente contiene los puntos (0,25, 0,5)
y (2,25, 1), de manera que su pendiente es

1-0,5 0,5

2 20 25,
29502 2 0%

Podemos decir entonces que
(1) =0,25.

(b) Para proceder como en la parte (a) prolongamos la recta tangente y
vemos que ella contiene los puntos (0, 2) y (2, 0,25), por lo tanto
L 0,25-2  —1,75

/
1 — = = — .
f'="5= ; 0,875

Calculo de la velocidad instantdnea

72. Un objeto se mueve en linea recta de manera que a los ¢ seg. se en-
cuentra a d(t) = V12 + 4 metros del origen. Determine su velocidad a los 4
seg.

Solucion:

Solamente debemos recordar aqui que una de las interpretaciones de la
derivada es que representa la velocidad instantanea en un momento dado. De
manera que en este caso la velocidad a los 4 segundos es d’(4).

Tenemos .

Vi +4

d'(t) =
y por lo tanto la velocidad es

4 2
= — m/seg.

L 4
d(4>_\/42+4_\/% V5
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Cdlculo de la recta tangente

74. Determine la ecuacién de la recta tangente a la curva y = en el

punto (2, 1).

1
241

Solucién:

Segun dijimos antes, la pendiente de la recta tangente a una curva en un
punto dado es igual a la derivada de la funcién correspondiente evaluada en
ese punto. En este caso tenemos

, —2x

y = (z2 + 1)?

de manera que la pendiente de la recta tangente y = max + b es

(@) _ 4

m:y/(Q) <2+1>2:§.

(evaluamos en 2 puesto que el punto de tangencia es (2, 1)).

5
Por otro lado tenemos que

b—l —4 2_1_1_8_13
5 25 © 5 25 25
La ecuacién de la recta tangente es
4 +13
Y= 95" T os

Cdlculo de la recta tangente y de la recta normal

76. Determine la ecuaciéon de la recta tangente y la de la recta normal a la
curva y = 2% + 2z — 1 en el punto (1, 2).

Solucion:
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Calculamos la ecuaciéon de la recta tangente de modo andlogo al ejercicio
74. Tenemos 3y’ = 32? + 2 y por lo tanto m = ¢/(1) = 5. Por otro lado,
utilizamos el punto (1,2) para calcular la interseccién: b =2 —-5-1= -3y
entonces la ecuacion de la recta tangente es

y = dr — 3.

Recordemos ahora que la recta normal a una curva en un punto dado es
la recta perpendicular a la recta tangente en ese punto. Como la pendiente
de la recta tangente es 5 entonces la pendiente de la recta normal es _?1 La
interseccién de esa recta se calcula usando el mismo punto (1,2) y es igual a

— =l 1=2+ % = 1—51 La ecuacién de la recta normal es

5
-1 1
=—z+—.
¥=75 5

Las pendientes de dos rectas perpendiculares

Un recordatorio: si dos rectas oblicuas son mutuamente perpendiculares
(esto es: se cortan formando dngulo recto) entonces el producto de sus
pendientes es igual a —1. Asi, si la pendiente de una de ellas es m, la
pendiente de la otra es %

Calculo de la recta tangente y de la recta normal

78. Determine la ecuacion de la recta tangente y la recta normal a la curva
23y3 — 4oy +y* =1 en el punto (2,1).
Solucion:

Este ejercicio pide lo mismo que el ejercicio 76, pero tiene la particularidad
de que la funcién y aparece dada implicitamente, de manera que al calcu-
lar la derivada utilizamos el método de derivacién implicita. Para calcular 3’
derivamos a ambos lados la ecuaciéon dada

oy — Aoy +yt =1
considerando a y como funcién implicita de z. Tenemos entonces:

322y + 323y — Ay +xy) + 4Py =0
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y de aqui despejamos '

o 4y _ 317293
 3x3y? — dx + 43

Y

La pendiente de la recta tangente y = max + b se obtiene evaluando 3’ en el
punto (2, 1), entonces

4.1-3-2%2.13 -8 =2
m = [ —
3-28.12—-4.2+4-13 20 5’
mientras tanto b = 1 — %2 2=1+ % = % La ecuacién de la recta tangente es
-2 n 9
=—x+4 -.
V=TS
De acuerdo con lo anterior la pendiente de la recta normal es g y su inter-
seccion es 1 — g -2 = —4. La ecuacion de la recta normal es
5
=—xr—4.
Y73

Rectas tangentes paralelas

80. Una recta L, es tangente a la gréfica de f(z) = 23+ 2% — x en el punto
(1,1). Otra recta Ly es tangente a la misma curva en el punto (¢, f(c)). (Cudl
debe ser el valor de ¢ para que las rectas Ly y Lo sean paralelas?

Solucion:

Recordemos que las dos rectas L; y Lo son paralelas si ambas tienen la
misma pendiente. Calculamos primero las pendientes de estas rectas; para ello
derivamos la funcién f:

f'(z) = 32% + 22 — 1.

Para L;: la pendiente my de Ly es my = f'(1) = 4.
Para Ly: la pendiente my de Ly es my = f'(c) = 3¢ + 2¢ — 1.
Tenemos entonces que

=3 +2c—1
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y resolvemos esta ecuacion:

3242c—5 = 0 =
(Bc+5)(c—=1) = 0 =
-5

= =1
c 5 c

Tangentes a una parabola

81. Existen dos puntos de la pardbola y = 22% + 2 — 1 para los cuales se
tiene que la pendiente de la recta tangente es igual a la ordenada del punto.
., Cudles son esos puntos?

Solucion:

Supongamos que (¢, f(¢)) es un punto con las condiciones que enuncia el
ejercicio. Como 3 = 4x + 1 entonces la pendiente de la recta tangente en
(¢, f(c)) es m = 4c + 1. La ordenada del punto es f(c) = 2¢> + ¢ — 1. El
ejercicio dice que la pendiente y la ordenada deben ser iguales, esto es:

de+1=2F2%4+c—1

y por lo tanto
22 —3¢—2=0,

[y

es decir ¢ =

son (5, y(5

6 ¢ = 2. Los puntos que satisfacen las condiciones del ejercicio
-1

)= (54 —1) v (2,4(2)) = (2,9).

~— DN

Determinar el punto de tangencia

82. Larecta de ecuacién y = %a:—?) es tangente a la curva f(x) = 2z+/x.

Determine el punto de tangencia (esto es, de acuerdo con la figura, se trata de
calcular (a, f(a))).

Solucion:
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Nuevamente utilizamos el hecho de que la pendiente de la recta tangente
es igual a la derivada en el punto de tangencia. Tenemos

N 1

y por lo tanto la pendiente m es f’(a):

1
m=f'(a) =2+ —.
La ecuacién de la recta tangente nos dice que la pendiente es %, por lo tanto
tenemos que

? 2+ ! =
4 2\/a
- 1 va N
4 2va
oy
2 Va
(1 2 1 \?

t — - =

) - (@)
1 N
4 a
a = 4.

El punto de tangencia es entonces (4, f(4)) = (4, 6).

Problemas sobre rectas tangentes

Observe que en muchos de estos ejercicios en los que se dan condiciones
sobre rectas tangentes, de lo que se trata es de establecer una ecuacion.
Para ello usualmente se calcula la pendiente de la recta tangente de dos
maneras diferentes y luego se igualan para obtener la ecuacion.

Una tangente que no existe

84. Pruebe que no existe ninguna recta tangente a f(x) = 2% + 222 cuya
pendiente sea igual a —2.
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Solucion:

En caso de existir una recta tangente a f(x) = x + 22® cuya pendiente
fuese —2, se tendria que para algin valor de x:

f/<£L') = -2, (*)

es decir,
3% + 4r = —2

0, de modo equivalente,
322 +4r+2=0.

Pero el discriminante de esta ecuacién cuadratica es
A=16—-24 = —8.

Como A es negativo, la ecuacién no tiene soluciones en R y por lo tanto nigin
valor de z satisface (*), es decir no hay ninguna tangente a la curva que tenga
pendiente —2.

Rectas tangentes perpendiculares

85. Una recta L; es tangente a la curva y = z? en el punto (1,1). Otra

recta Ly es tangente a la misma curva en el punto (c,c?). ;Cuél debe ser el
valor de ¢ para que las rectas L, y Ly sean perpendiculares?

Solucion:

Tenemos que 3y’ = 2x, la pendiente m; de la recta L; es esta derivada
evaluada en 1, es decir, m; = 2. La pendiente ms de la recta Ly es la misma
derivada evaluada en c, es decir, my = 2c¢.

Para que ambas rectas sean perpendiculares debe cumplirse la condicion
de que el producto de sus pendientes sea igual a —1, en este caso:

y por lo tanto
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La derivada para resolver un problema geométrico

1
86. La curva de la figura corresponde a la funcién f(x) = —. La recta L es

tangente a la curva en el punto P. Pruebe que no importa cual sea el punto
P siempre se tiene que el area del triangulo AOB es igual a 2.

Solucion:

Debemos calcular el area del triangulo AOB, para ello primero debemos
saber qué punto es A y qué punto es B. Para esto tenemos que calcular la
ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto P.

Digamos que P = (a, é), como la recta L es tangente a la curva en Py

—1
como f'(r) = — entonces la pendiente de L es
x

-1
La interseccién de L con el eje y es
1 -1 2
b= —- — —a=-,
a a
de modo que la ecuacion de L es
-1 2
y=-r+—.
a a

El punto A es la interseccion de L con el eje y es decir

1= (02)
a

El punto B es la interseccién de L con el eje x, de manera que tenemos que
resolver la ecuacion

-1 2
— T+ - =0,
a a
de donde se obtiene
T = 2a,

es decir B = (2a,0).
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WY
NA
2 )]\
a \\\\
=" T
2a AN
Figura 5.3.

De lo anterior se deduce que el area del tridngulo AOB es

2a-% 4
2 2

tal como queriamos probar.




Capitulo 6

LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS Y EL
CALCULO

EJERCICIOS RESUELTOS

Limite de funciones trigonométricas
COST — Sen x

6. Seleccion tnica: Del limite lim ——————— podemos afirmar que

z—x cos 2x

(a) No existe (b) Es igual a 0

(c) Esigual a1l (d) Es igual a ‘/75

Solucion:

Sabemos que cos 2z = cos? x — sen? z, por lo tanto

,  COST —senwx ,  COST —senw
lm —————— = lim — 5 =
z—7 cos 2x z—7 COS* T — sen‘x

) CoST —senzx ) 1 1 V2
lim =lm — = —=—.
e—T (cosz —senx)(cosz +senx) z—T cosr+senzr /2 2

La opcién correcta es (d).

285
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Derivadas de las funciones trigonométricas

Para utilizar en algunos de los ejercicios siguientes recordemos las
derivadas de las funciones trigonométricas:

(senz) =cosw, (cosx) = —senx, (tanz) =sec’x

(cotz)' = —cscx, (secx) =secxtanz, (cscx) = —cscxcotz.

Derivada de funciones trigonométricas

9. Seleccién unica: Si f(x) = sen?(2x) entonces f'(7/6) es igual a

(@)1 (b) V3 (c) 1/4 (d) v3/2

Solucion:
Utilizando la regla de la cadena tenemos que
f'(z) =2-sen2zx - cos 2z - 2 = 4 sen 2x cos 2.

Evaluando en 7/6 se obtiene:

f(7/6) = 4sen(r/3) cos(m/3) = 4(?)(%) _ V3.

La opcién correcta es (b).

La regla de la cadena

Cuando se trata de derivar una composicién de funciones se utiliza la
propiedad de las derivadas llamada regla de la cadena: si f y g son
funciones derivables entonces (f o g)'(z) = f'(g9(x)) - ¢'(z) (se deriva la
funcién “de afuera” y se evaliia en la “de adentro” y luego se multiplica
por la derivada de la de adentro.

Seno de una suma
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13. Falso o verdadero: sen(30° + 0) = § + sen 6 para todo 0.
Solucion:

En este ejercicio se trata de utilizar la formula del seno de una suma:

1
sen(30? + 6) = sen 30° cos § + sen 6 cos 30° = 5 cos 0 + g send.

De acuerdo con esto, la afirmacion es falsa.

Observe que en este caso tal como esta propuesta la igualdad en el enunci-
ado se afirma que el seno de una suma es la suma de los senos, error bastante
frecuente en el uso de las identidades trigonométricas.

Limite de funciones trigonométricas

42. Calcular el limite
1—2x% —2cosx + cos®x

lim
z—0 32

Solucién:

Observe en primer lugar que si evaluamos directamente obtenemos un
limite indeterminado de la forma %. Se trata entonces aqui de transformar

la funcion para reducirla a limites conocidos. Tenemos

1 —22%2—2cosz + cos’z 1 —2cosx + cos’x — 22?2
lim = lim =
z—0 312 z—0 32

o (LT C0s2)® =20 | (1—cosw)? | 2 2 2
z—0 312 2—0 32 70 32 3 3

Dos limites importantes

Recordemos aqui dos limites de suma importancia cuando se trata de
las funciones trigonométricas:

. senz . 1—coszx
lim =1 y lm——— =0
z—0 I x—0 €x
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Cdlculo de la derivada usando la definicion

44. Utilice la definicién de derivada para calcular la primera derivada de
f(z) = sendux.

Solucion:

Recordemos que la derivada de f(x) es

o) — 1 1D 1),

h—0 h

En el caso particular de la funcién dada tenemos

sen(4x + 4h) — sen 4x

fi(z) = lim .
~ lim sen 4x cos 4h + sen 4h cos 4 — sen 4x
h—0 h
B sen4x(cos4h — 1) 4 cos 4z sen 4h
s h
= (sen4x) lim cosdh =1 + (cos4r) lim sen 4h
h—0 h h—0

= sendx -0+ cosdx -4

= 4cos4dz.

Derivacion implicita

62. Calcular ¢ en z%y — sen(zy) = 5.
Solucién:

Aqui se trata simplemente de utilizar el método de derivacién implicita.
Derivando a ambos lados de la ecuacién obtenemos:

2zy + 2’y — (coszy)(y + zy') =0,
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y despejando ¥’ se tiene:

, ycoszy — 2wy
¥y =2 — T cosxy

Uso del Teorema de Intercalacion
65. Suponga que K es un numero real no negativo y que f es una funciéon

tal que 0 < f(z) < K para todo x. Pruebe que

lim 2% f(z) = 0

z—0

(use el teorema de intercalacion).
Solucién:

Recuerde que el teorema de intercalacion dice que si en un intervalo abierto
que contiene a c se tiene que g(z) < f(x) < h(x) para todo x en el intervalo
(salvo tal vez para ¢) y si lim g(z) = lim h(z) = L entonces también se tiene

xr—c xr—c

que lim f(x) = L.

r—C

Aqui nos estdn dando una funcién que cumple la condicién 0 < f(z) < K,
para algtin valor constante K. De esto se deduce (multiplicando por z?) que

0 < 2%f(z) < 2°K.

Tenemos que 1fm 0 = 0 y también lim 22K = 0, por lo tanto, de acuerdo con

z—0 z—0

el teorema de intercalacion, obligatoriamente también

lim 2 f(z) = 0.

z—0

Uso de la recta tangente para un calculo geométrico

66. La figura representa la gréfica de la funcién f(x) = tan z en el intervalo

] = %, 5[ Larecta L es tangente a la curva en el punto (c,tanc). Pruebe que
2

el area del triangulo PQR es igual a % sec? ¢
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Solucion:

Para determinar el area del triangulo debemos conocer cudles son sus
vértices y asi determinar cudl es su base y cudal su altura. Para ello primero
obtenemos la ecuacién y = mx + b, de la recta L.

Como L es tangente a la gréfica de la funcién entonces su pendiente es
igual a la derivada de la funcion evaluada en el punto de tangencia. Tenemos
f'(z) = sec’z, por lo tanto la pendiente es m = sec? c. La interseccién b se
calcula mediante b = tan ¢ — csec? c. La ecuacién de L es

y = (sec? ¢)x + tanc — csec’ c. ()
El punto P es el punto de interseccién de L con el eje y, es decir P =
(0, tan ¢ — csec? ¢). El punto Q es entonces Q = (7/2, tan ¢ — csec? ¢). El punto
R es la interseccién de L con la recta x = /2, entonces para conocer el valor
de la ordenada de R evaluamos la ecuacion (*) de la recta L en z = w/2:

y = (sec® ¢)(m/2) + tanc — csec® c.

Asi, R = (7/2, (sec? ¢)(7/2) + tan ¢ — csec? ¢).

La base del triangulo es la distancia entre los puntos P y @, es decir la
base es /2 — 0 = w/2. La altura del tridngulo es la distancia entre los puntos
Q y R, es decir: (sec? ¢)(m/2) +tan c — csec? ¢ — (tan c — csec? ¢) = (7/2) sec? .

Figura 6.1.

De lo anterior tenemos que el area del triangulo es

(/2)(m/2) sec? ¢ T e

2 8
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Calculo de la recta tangente y de la recta normal

68. Determine la ecuacion de la recta normal y la ecuacién de la recta
tangente a la curva dada por y = 2senx + tan z en el punto (0,0).

Solucion:

Para conocer la pendiente de la recta tangente derivamos la funcion y
evaluamos en 0. Tenemos i’ = 2cosz + sec? z y evaluando en 0 obtenemos la
pendiente m de la recta tangente: m = 2 cos 0 +sec? 0 = 3. Como la recta pasa
por (0,0), entonces su interseccién es 0. La ecuacién de la recta tangente es

Yy = 3.

La recta normal es perpendicular a la tangente, por lo tanto la pendiente de
la normal es %1 Esta recta también pasa por (0,0) y entonces su interseccién
es 0. La ecuacion de la recta normal es

WY
,
/
~qnormal /
N /
\\ 7/
N / tangente
N\
N //
N /
N y
V4
T
N\
N
AN
N\
AN
7
/ N
/ N
/
/
/

Figura 6.2.
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Detalle de una ilustracion del planisférico hecho por el
astronomo Jacobi Bartsch (1599-1632), publicado en
1611.



Capitulo 7

LLAS FUNCIONES
LOGARITMICAS Y
EXPONENCIALES Y EL
CALCULO

EJERCICIOS RESUELTOS

Derivada de funciones logaritmicas y exponenciales

9. Seleccién tnica: Si a es mayor que 1, f(z) = a® y g(z) = Inx entonces
para todo x en el dominio de ambas funciones se tiene

(a) f'(x) >0y ¢'(x) <0 (b) f/(x) >0y g'(x) >0
(¢) fi(z) <0y g'(x) <0 (d) fi(x) <0y g'(z)>0

Solucion:

En primer lugar debemos observar que x tiene que ser positivo para que
tenga sentido Inz. Tenemos f'(z) = a®Inay ¢'(z) = 1. Puesto que z > 0 se
tiene que % > (. Como a > 1 entonces Ina > 0 y por lo tanto a” Ina > 0. Esto
es, ambas derivadas son positivas. La opcién correcta es (b).

Limite de funciones exponenciales

295
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24. Calcule el limite

, (3+x)i
lim )
x—0 3

La idea es transformar la funcién para utilizar el valor conocido:

Solucion:

lim(1 + )"/ = e.

z—0

1 1
, 3+x\* 1 \*
iy (%5) = (1 30)

Ahora realizamos un cambio de variable h = %x Cuando z tiende 0 entonces
h también tiende a 0 y ademds 1 ?%h Sustituyendo todo esto tenemos que

m_

Tenemos

1 \=
h’m(1+§x) — lim (1+h)%

z—0 h—0

==

— lim [(1+h) }1/3

h—0

==

- [h’m(1+h) }1/3

h—0
= el/3,

Cambio de variable

El método de cambio de variable que utilizamos en el calculo de este
limite constituye un buena herramienta en el calculo de algunos limites.
También se utilizan cambios de variable en otros tipos de célculos, tales
como en la integracion. Observe que es fundamental que el cambio sea
completo. Es decir, en todo lugar donde aparece la variable original debe
escribirse la expresion correspondiente que involucra la nueva variable
(no se pueden hacer cambios parciales).

Uso de la derivacion logaritmica
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42. Utilizar derivaciéon logaritmica para calcular la derivada de

(2) = (x+3)v2x+1
N P K |

Solucion:

Recordemos que el método de derivacion logaritmica consiste en aplicar lo-
garitmo a la funcion con el objeto de utilizar sus propiedades para simplificar
el calculo de la derivada. En este caso procedemos asi:

(x+3)V2x +1

= =
9@ = v =T
2 1
ng(x) = In (x +3)v2z + _
(x—3)\3/21x—1 X
Ing(x) = In(x+3)+ 3 In(2x 4+ 1) — In(z — 3) — 3 In(2x — 1) =
! 1 1 2 1 1 2
g'lx) _ s _ 1 N
g(x) r+3 2 2x+1 x—-3 3 2z-1
@) = gle) | b -
g -7 r+3 2x+1 x-3 6x—3

/() (x+3)V2r+17] 1 1 1 2
Xz = — _ )
g (r—3)VZr—T|o+3 20+l z-3 6z—3

Uso de la derivacion logaritmica

45. Utilizar derivacion logaritmica para calcular la derivada de g(t) = t*t*.
Solucion:

Como en el ejemplo previo, aplicamos In a la funcién con el objeto de
simplificarla:

g(t) = 3 =
Ing(t) = In¢*¢* =
g(t) = 2Int+ 3tint =
g'(t)

2+31t+& ! =
= —_— n Pp—
g(t) t t
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2
gty = g(t) ;+3lnt+3 =

2
Jgt) = t** ¥+31nt+3

Derivacion implicita

50. Calcular ¢/ en In(2z + 2y) + 2 = 3.
Solucion:

Debemos utilizar el método de derivacién implicita para calcular 3/

In(2z + 2y) + 22 = 92 =
(2x + 2y)’
T L on = oy =
2x + 2y e v
2+2y ,
oy = -2 =
w+2y Y v
1 /
Y _ 2y = —2x =
T+y
1+y =2y (z+y) = —2u(z+y) =
Yy (1 —2xy —2¢y%) = —22%—2ay—1 =
;o —22% — 22y — 1
T 2xy — 2y?

Tangente horizontal

57. Determine los puntos donde la recta tangente a la curva y = e* — x es
horizontal.

Solucion:

Recuerde que una recta es horizontal si su pendiente es igual a 0. Por otra
parte la recta tangente a la curva en un punto es igual a la derivada de la
funcién evaluada en ese punto. En resumen, lo que debemos determinar en
este caso son los valores de = para los cuales la derivada es igual a 0.
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Tenemos iy’ = e” — 1. Ahora resolvemos 3’ = 0, es decir ¢* — 1 = 0:
e"—1=0 =e"'=1 =zx=0.
Solo hay una tangente horizontal y el punto de tangencia es

(0,9(0)) = (0,” = 0) = (0,1).

Uso de la recta tangente para un calculo geométrico

58. La figura representa la gréfica de la la funcién f(x) = Inz. La recta L
es tangente a la grafica en el punto P. Pruebe que para cualquier P con estas
condiciones se tiene que el segmento AB tiene longitud 1.

Solucion:

Debemos determinar los puntos A y B, pero para eso requerimos conocer
la ecuacién de la recta L. Digamos que P = (a,Ina), al ser L tangente a la
curva en P, su pendiente es igual a la derivada de la funcién evaluada en a.
Tenemos f'(z) = %, por lo tanto la pendiente de la tangente es m = % Su

1

interseccién es b =1Ina — - -a =Ina — 1. Asi, la ecuacién de L es

1
y=—-x+Ina—1.
a

De acuerdo con esto, B = (0,Ina) y A = (0,lna — 1), la distancia entre ellos
eslna — (Ina — 1) = 1, como lo dice el enunciado.

Recta tangente paralela a una recta dada

59. Determine los puntos de la grafica y = 22 + 4Inx en los que la recta
tangente es paralela a la recta de ecuacién y = 6z — 3.

Solucion:

Tenemos que 3’ = 2x + %. Si una recta es tangente a la gréafica en el punto
de abscisa x = a entonces la pendiente de esa recta es la derivada evaluada en
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a, en este caso la pendiente es m = 2a+ %. Como la recta tangente es paralela a
la recta y = 6x—3, entonces ambas rectas tienen que tener la misma pendiente,
esto es,

4
2a+-=6
a
y resolviendo esta ecuacién se obtiene que a? — 3a + 2 = 0 y entonces a = 2,

a = 1. Hay dos puntos que satisfacen las condiciones del ejercicio: (1,y(1)) =
(L1) y (2,9(2)) = (2.4 + 41n2).




Capitulo 8
ALGUNAS APLICACIONES

EJERCICIOS RESUELTOS

Interés simple e interés compuesto

1. En la figura se presenta la gréafica de dos funciones. Una corresponde al
interés compuesto del r % devengado por un capital inicial durante 10 anos
y la otra corresponde al interés simple devengado por el mismo capital a la
misma tasa de interés y durante el mismo periodo. Responda: ;cudl curva
corresponde al interés simple y cudl al interés compuesto?, ;cudl es el capital
inicial? y ;jcudl es el valor de r?

Solucion:

Recordando lo visto en el capitulo correspondiente, sabemos que el capital
crece mas rapidamente con el interés compuesto, por lo tanto la curva que
corresponde al interés compuesto es la que “sube més” en el dibujo, la otra
corresponde al interés simple. De acuerdo con la figura ambas curvas arrancan
en 10000, por lo tanto este es el capital inicial.

La curva de capital simple es la més 1til, en este caso, para conocer la tasa
de interés. En efecto, con interés simple al r % anual al cabo de 10 anos el
interés devengado es 10000 - 155 - 10 = 1000r. Por otro lado, de acuerdo con
la curva, el interés devengado en ese plazo fue de 30000 — 10000 = 20 000.

Debemos tener entonces que

10007 = 20000

301
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y por lo tanto » = 20. La tasa de interés es del 20 % anual.

Cdlculo de la altura mdzxima y la velocidad

10. Un objeto se lanza verticalmente hacia arriba del suelo con una ve-
locidad inicial de 40 metros por segundo. Su altura a los ¢t segundos es s(t) =
40t — 4, 9t* metros.

(a) ;En qué tiempo alcanza la méxima altura y cudl es ésta?

(b) (En qué momento toca el suelo y con qué velocidad lo hace?

Solucion:

(a) Puesto que la funcién que describe el movimiento es una parabola con
coeficiente principal negativo, el maximo se alcanza en el vértice, es decir en
el punto en que la derivada es 0. Tenemos s'(t) = 40 — 9,8t = 0, entonces
t = 4,08. La altura maxima es d(4,08) = 40 - 4,08 — 4,9 - (4,08)? = 81,63 m.

(b) Para saber cuando toca el suelo igualamos la altura a 0, es decir

40t — 4,9t> = 0,

resolviendo esta ecuacion tenemos ¢t = 0 y ¢t = 8, 16. Cae al suelo a los 8, 16 seg.
Para saber con qué velocidad, evaluamos s'(t) en 8,16. Cae entonces con ve-
locidad de s/(8,16) = 40 — 9,8(8,16) = —39,96 m/seg.

La velocidad negativa indica que el objeto viene cayendo.
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s— altura maxima

81,63 4

toca el suelo

.

)

# Yt
4,08 8,16

Figura 8.1.

Crecimiento de poblaciones

12. Cierta poblacién de insectos crece en un recipiente. A las ¢ semanas el
nimero de insectos en el recipiente es N(t) = 12¢* — t1 + 5.

(a) ;Cuédndo deja de crecer la poblacién?

(b) ;En qué intervalos de tiempo es positiva y en qué intervalos es negativa
la tasa de crecimiento de la poblacién?

Solucion:

Recordemos que la razén de crecimiento de la poblacién es la derivada de
la funcién que d4 el nimero de insectos, en este caso es N'(t) = 24t — 4t3. Que
la poblacién deja de crecer significa que la tasa de crecimiento es 0, es decir:

Ut — 443 =0

Resolviendo tenemos 4t(6 — t?) = 0; esta ecuacién tiene tres soluciones t = 0,
t=—6 yt= V6. Para efectos de la situacién del problema la solucion valida
es t = /6; las otras dos no sirven porque una se refiere a un tiempo negativo
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y la otra, t = 0, es el momento inicial en el conteo de los insectos. Entonces la
poblacién deja de crecer a las t = V/6 semanas.

(b) Tenemos que N’(t) = 4t(v/6 +t)(v/6 — t). Cuando la derivada es neg-
ativa, la tasa de crecimiento serd negativa y cuando N’ es positiva, la tasa de
crecimiento es positiva.

N'(t) consta de tres factores, como estamos considerando el tiempo positi-
vo, 4t > 0y v/6 4+t > 0. Por otra parte v6 —t > 0si t €]0,v6[y v6 —t <0
si t > /6. De manera que N'(t) > 0 si t €]0,v/6[ y N'(t) < 0sit > /6. En
conclusién, hasta las v/6 semanas la tasa de crecimiento es positiva y a partir
de ese momento es negativa.

Soluciones admisibles

En la solucion de este ejercicio se presentd una situacion especial que se
da en muchos de los problemas aplicados. Muchas veces al resolver una
ecuacion que proviene de modelar una situacién dada, aparecen varias
soluciones; es de suma importancia saber determinar, a la luz de las
condiciones de la situacién, cudles de esas soluciones son admisibles y
cuales no. Es decir, debemos analizar cada solucién para saber si satis-
face o no los requerimientos del problema. Este es uno de los aspectos
mas importantes en las aplicaciones de las matematicas a situaciones
concretas.

Calculo del mdzimo y el minimo

16. Determinar el maximo y el minimo absoluto de

h(z) = en [—1,4]

Solucion:

Recordemos que tanto el maximo como el minimo absoluto de una funcién
en un intervalo cerrado pueden ser la imagen de uno de los extremos del
intervalo o la imagen de alguno de los valores criticos. Los valores criticos
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se obtienen en aquellos puntos en los que la derivada de la funcién se hace 0 o
en los que la derivada no existe.
Calculo de los valores criticos: primero derivamos la funcién

o (142 —x-(22) 1—a?
Wiz) = (1+22)2 T (1t 22

Podemos ver que esta derivada esta definida en todo el dominio y que se hace
0 cuando x =1 6 x = —1. El valor x = —1 no es critico pues es uno de los
extremos del intervalo. El tinico valor critico es x = 1.

Ahora evaluamos en los extremos del intervalo y en el valor critico: tenemos
f(=1) =3 f(1) =1y f(4) = . El menor de estos tres valores es 5+, éste
es el minimo absoluto de la funcién; el mayor es %, éste es el maximo absoluto.

Y

;.mammo

N|=
|

_14
2

minimo

Figura 8.2.

Uso de la regla de L’Hopital
26. Utilice la regla de L’Hopital para calcular

r+1—¢"

lim 5

r—0 €

Solucion:

En primer lugar observamos que al sustituir el valor 0 en la funcién se
obtiene la forma indeterminada %; esto quiere decir que se puede aplicar la
regla mencionada.
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La regla de L’Hopital dice que este limite es igual al limite del cociente de
la derivada del numerador entre la derivada del denominador, asi:
r+1—e" (x+1—e") 1—e®

lim —— = lim = lim
z—0 [L’2 x—0 (xQ)’ x—0 21’

Otra vez, al evaluar en 0 se obtiene la forma indeterminada g y podemos
aplicar nuevamente la regla:

m-——> = =——.
z—0 2 z—0 (21})/ z—0 2 2
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Pdgina de una version griega del siglo IX de los Ele-
mentos de Euclides (Libro XI, Prop. 31-33). Es sobre
los volumenes de solidos paralelepipidales. Se encuentra
en la Biblioteca del Vaticano.



Capitulo 9

TEMAS ADICIONALES: UNA
INTRODUCCION

EJERCICIOS RESUELTOS

Area bajo una curva

3. Falso o verdadero: El area de la region sombreada en la figura se puede

4
calcular mediante la integral / f(z)dx.
—4

I |
T T ~ =

T

Figura 9.1.
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Solucion:

Sabemos que en caso de que f(x) sea positiva en un intervalo [a, b] entonces
el area se puede calcular mediante

/a ) de.

Sin embargo, segiin podemos ver en el dibujo, la funciéon no es positiva en
todo el intervalo [—4, 4], sino que tiene una parte negativa. Cuando se calcula
la integral propuesta, la parte positiva aporta una cantidad positiva y la parte
negativa aporta una cantidad negativa. En este caso, dada la simetria que
presenta la figura, la integral es 0, que no corresponde con el area de la region.
La afirmacién es falsa.

Foéormula para el area bajo una curva

La férmula general del drea bajo una curva en un intervalo dado [a, b]
es

A= [y@ia

El propodsito del valor abso-
luto es convertir las partes
negativas en partes positivas
conservando el drea de la re-
gién. Por ejemplo, la region
del ejercicio se convertiria en
la regién de la figura y su
area se calcularia mediante

A= [@ia= [ oy [

Figura 9.2.




CAPITULO 9. TEMAS ADICIONALES: UNA INTRODUCCION 303

Norma de una particion

8. Seleccion tnica: Suponga que deseamos aproximar el drea bajo la curva
y = 22 en el intervalo [1, 3] usando una particién que consiste en 10 subinter-

valos de la misma longitud, entonces la norma ||A|| de la particién es
(a)5 (b) 55 ()10 (d)5

5 10

Solucion:

Puesto que la longitud del intervalo es 3—1 = 2 y queremos 10 subintervalos
de igual longitud, entonces cada uno de ellos mide 1% = % La longitud méxima
es % y ésta es entonces la norma de la particién. La opcién correcta es (a).

Una ecuacion diferencial para modelar un problema geométrico

13. Seleccién unica: El problema de obtener la ecuacion de la curva que

pase por un punto dado y que en cada uno de sus puntos (x,y) la pendiente

2 . . .,
de la recta tangente sea ¥, se puede resolver mediante la siguiente ecuacién

diferencial.
(a) 2yy' =2 =0 (b)2yy' +x=0 (c)ay —2y=0 (d)zy' +2y=0

Solucion:

Sabemos que la pendiente de la recta tangente es ¢/, como queremos que
sea igual a 2;3/ entonces debemos tener y' = %y o, de forma equivalente,

xy — 2y =0.

La opcién correcta es (c).

Soluciones de una ecuacion diferencial

24. ;Cudles de las siguientes funciones son solucién de la ecuacién diferen-
cial
y'—y =6y =07 (%)
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(e) f(z) =senx
Solucion:

En cada caso debemos calcular las dos primeras derivadas de la funcién y
sustituir en (*) para ver si satisface o no la ecuacién.

(a) f'(z) =2-€e*, f"(x) = 4- >, sustituyendo tenemos
A28 9. 020 .2 — ). 2
Esta no es solucién de la ecuacién (*).
(b) f'(z) = e, f"(z) = e*, sustituyendo tenemos
ef —e"—6-e"=—6-¢€"
Esta no es solucién de la ecuacién (*).
(c) f'(x) =2z, f"(x) = 2, sustituyendo tenemos
2z — 2 — 62° = —62” 4 2z — 2
Esta tampoco es solucién de la ecuacién (*).
(d) f'(x) = =272 f"(x) =4 e 2*, sustituyendo tenemos
4oe? 42 6. =0
Esta si es solucién de la ecuacién (*).
(e) f'(x) = coszx, f"(x) = —senx, sustituyendo tenemos
—senz —cosx — 6Gsens = —cosx — Tsenx

Esta no es solucién de la ecuacién (*).

Solucion de una ecuacion diferencial con un pardmetro
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25. Sabiendo que y = sen kx es solucion de la ecuacién diferencial y” +9y =
0, determine el valor o los valores de k.

Solucion:

Tenemos y' = k cos kx, iy’ = —k?sen kx. Sustituyendo en la ecuacién:
—k*senkx + 9senkx = 0.

Entonces (—k? + 9)sen kz = 0, como esto es para todo z, entonces debemos
tener —k? +9 =0 y por lo tanto k = 3 6 k = —3. Las funciones y = sen 3z y
y = sen(—3x) son soluciones de la ecuacién diferencial dada.

Vida media de una sustancia radiactiva

29. Se llama vida media o semivida de un material radiactivo al tiempo
que tarda en reducirse a la mitad de la cantidad inicial. Suponga que se tienen
400 gramos de un material cuya vida media es de 8 horas. ;Cudnto tardard en
reducirse a 100 gramos?, jcudntos gramos habra a las 4 horas? (use calculado-
ra).

Solucion:

Recordemos que la ecuacion diferencial que describe la situacion de la desin-
tegracion radiactiva es y' = ky, cuya solucién viene dada por y = Ce**, donde
C es la cantidad inicial de sustancia. En este caso particular C' = 400 y en-
tonces se tiene y = 400e**. El valor de k lo podemos determinar a partir de la
informacion sobre la vida media.

Si se tienen C' gramos inicialmente y al cabo de 8 horas se reduce a la
mitad, esto significa que

g = Ce®,

o, de forma equivalente, 0,5 = €* y por lo tanto k = £ In(0,5) = —0, 0866.

De todo lo anterior tenemos que la cantidad de material presente al cabo
de x horas es y = 400e 00866z

A las 4 horas habrd y(4) = 400e~%08664 = 238 gramos.

Como la vida media es de 8 horas, a las 8 horas quedaran 200 gramos, en
8 horas mas, es decir 16 horas después del inicio, habra 100 gramos.
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Una funcion de dos variables para describir una situacion

30. Una zapateria produce zapatos de hombre y de mujer. Producir cada
zapato de hombre le cuesta 600 colones y producir cada zapato de mujer le
cuesta 650 colones; ademas tiene costos fijos (agua, luz, teléfono, alquiler, etc.)
semanales por un monto de 200000 colones. Si en una semana produce un
nimero x de zapatos de hombre y un nimero y de zapatos de mujer, escriba
la funcién de costo C' como una funciéon de las variables x e y.

Solucion:

Producir cada zapato de de hombre le cuesta 600 colones, como produce x
zapatos de hombre, el costo total de produccién de los zapatos de hombre es
de 600x colones. El costo total de producir y zapatos de mujer es 650y (cada
zapato de mujer le cuesta 650 colones). El costo total de produccién es el
costo de producir los zapatos de hombre mas el costo de producir los zapatos
de mujer més los costos fijos, es decir

C = 600z + 650y + 200 000.




Capitulo 10

DEFINICIONES Y METODOS
FORMALES

EJERCICIOS RESUELTOS

Uso de la definicion de limite en un punto

6. Falso o verdadero: Dado que

entonces podemos asegurar que existe 6 > 0 tal que si |x — 1| < 0 entonces

2—=x
T

< 1.

Solucion:

De acuerdo con la definicién de limite,
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Tomando ¢ = 3 la expresién (*) se convierte en

1 1 - 1
r 2 2
0, lo que es lo mismo,
2—ux < 1
2x 2
o sea, multiplicando por 2:
2—x
< 1. Kk
2= ()

Pero todo esto es con la condicién de que |z — 2| < §, no podemos asegurar la
existencia de un ¢ tal que si |x — 1| < § se cumpla (**). La afirmacion es falsa.

Uso de la definicion de limite infinito
12. Use la definiciéon para probar que

1

xlinl\:z:—l\ -

Solucion:

La definicién de limite infinito dice, para este caso, que VM > 0 existe
d > 0 tal que si |z — 1| < ¢ entonces
1
— > M.
o= 1]
Debemos entonces encontrar el § que satisface esa condicién para un M arbi-
trario.
> M, esto se logra si |z — 1] < 7. Esto

Como debemos tener que
71
significa que si tomamos § = ﬁ se tiene la condicion pedida.
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Uso de la definicion de limite en un punto

15. Dada f(x) = z*, determine ¢ tal que para |z| < § se tenga

1
3
< -
2" 1000
Solucion:
Observe que se tiene que
1
3
< -
al 1000’

esta condicién se satisface si

2] < s 1 1
T =
1000 10

L se tiene la condicién pedida.

Entonces, tomando § = 15

Aplicacion del Teorema de los Valores Intermedios

18. Pruebe que la ecuacién
2’ =22 +2* -3z +1=0 (%)
tiene al menos una solucién en el intervalo [1, 2].

Solucion:

La idea de este ejercicio es utilizar el teorema de los valores intermedios
que dice que si f es una funcién continua en [a,b] y que si m es un valor entre
f(a)y f(b) entonces existe ¢ €]a, b[ tal que f(c) = m.

Tomemos f(z) = 2°—2x*+1x?—3z+1, tenemos que f(1) = =2y f(2) = 15.
Puesto que 0 es un valor entre f(1) y f(2) y la funcién f es continua, entonces
existe un valor ¢ en |1,2[ tal que f(c) = 0. Esto es, la ecuacién (*) tiene una
solucion en ese intervalo.
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Aplicacion del Teorema de los Valores Intermedios

19. Si f(z) = 2% — 2z en [—1, 4], {por qué se puede garantizar la existencia
de un valor ¢ tal que f(c) =57

Solucion:

También en este caso se trata de la aplicacién del teorema de los valores
intermedios. Tenemos que f(z) = x? — 2x es una funcién continua en [—1,4].
Ademés f(—1) =3y f(4) = 8. Como 5 es un valor entre f(—1)y f(4) entonces
existe ¢ en el intervalo | — 1, 4] tal que f(c) = 5.

Figura 10.1.
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