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PREFACIO

Elementos de Cdlculo Diferencial esta dirigido fundamental-
mente a los estudiantes de Secundaria, aunque también, por su
amplitud y profundidad académicas, a los universitarios que nece-
siten una sélida introduccién al Célculo Diferencial e Integral: in-
strumento fundamental para todas las ciencias y la tecnologia mod-
ernas.

Este libro posee varias caracteristicas que lo hacen especial-

mente util en Ima ensenanza y aprendizaje de los conceptos y métodos
del Célculo:

e Contiene un repaso selectivo de la geometria, el algebra, la
trigonometria, y las funciones necesarias para el desarrollo
de los temas del Célculo. Este recuento se hace por medio
de recuadros intercalados debidamente a lo largo del texto vy,
también, cuando se requiere mas amplitud, con pequenas sec-
ciones introductorias especiales (por ejemplo: trigonométricas,
exponenciales y logaritmicas).

e La aproximacion es intuitiva y no formal; es decir: no se fa-
vorece las definiciones y demostraciones formales, que son de
interés sobre todo para los matematicos. Mas bien se enfa-
tiza la comprension de las ideas principales y se promueve
un sentido practico, operatorio y visual de las matematicas.
Se suele iniciar los temas con ejemplos y situaciones de los
que arrancan las ideas matemaéticas, para luego ascender a
los conceptos generales. Por eso mismo es que se da una gran
relevancia a la representaciéon grafica, una gran utilizacion de
la geometria analitica, con el propdsito de que el estudiante
pueda visualizar constantemente los conceptos y métodos vy,
por ello mismo, facilitar su comprension y dominio. No ob-
stante, para quienes requieran o deseen un conocimiento de
las definiciones y métodos formales matematicos, hemos in-
cluido un capitulo especifico al final del Volumen II.

e Se pone un especial cuidado en los aspectos de cdlculo numérico
y aproximativo, con el proposito de evidenciar esta dimension
de las matematicas.

e Para hacer ver la cercania entre el Calculo y otras areas del
conocimiento, hemos incluido un capitulo especial de apli-
caciones de los limites y la derivada (Capitulo 8) tanto en
las ciencias fisicas, quimicas, biologicas, econémicas, sociales,
en la tecnologia, como en otras dimensiones de las mismas



matematicas. Las aplicaciones se incluyen cuando su inclusién
tiene sentido tedrico y pedagdgico (no artificialmente), es de-
cir: una vez que se posee el conocimiento de los conceptos y
los métodos matematicos que se van a aplicar. El nivel de las
aplicaciones es introductorio, y solo se busca que el estudiante
aprecie el tipo de usos que tiene el Calculo.

e Para favorecer un sentido de realidad y “terrenalidad” del
Calculo y de las matematicas, hemos incluido notas y sec-
ciones historicas a lo largo de todos los capitulos. La historia
de las matemadticas permite comprender que sus resultados no
son verdades infalibles o absolutas, sino construcciones real-
izadas por personas de carne y hueso y en sociedades partic-
ulares.

e El Capitulo 9, “Temas adicionales: una introduccién”, busca
crear una ventana por la que el y la estudiante puedan mirar
hacia otras partes del mundo de las matematicas, y formarse
una vision con una perspectiva mas amplia. Por eso la aprox-
imacién que se le ha imprimido es apenas introductoria.

e Las secciones de ejercicios han sido divididas conforme a tipos
distintos de préactica y evaluacién: seleccién tnica, falso y
verdadero, desarrollo. Esto favorece la comprensién de los
conceptos (y no solo la mera aplicaciéon de procedimientos y
“recetas”), pero, ademds, prepara a los estudiantes para las
diferentes evaluaciones que tendran que realizar (como en las
pruebas del Bachillerato). Para beneficio de la autoevalu-
acion ofrecemos las respuestas de todos los ejercicios impares
propuestos.

El primer volumen contiene un tratamiento completo del tema
de los limites, pero lo hace dandole significado al concepto de limite
dentro del Calculo Diferencial. Es decir, los métodos infinitesimales
solo tienen significado en su utilizacién tanto en las derivaciéon como
en la integracién; en si mismos resultan abstractos y vacios. Por eso
es que en el Capitulo 1 del Volumen I se introduce intuitivamente
la derivada, lo que conduce a la necesidad de los limites y luego,
en el ultimo capitulo de este volumen, se desarrolla la derivada
plenamente usando los limites. De esta manera el estudiante com-
prendera mejor la utilidad de los métodos infinitesimales.

El segundo volumen desarrolla plenamente el Célculo en las fun-
ciones trigonométricas, exponenciales y logaritmicas (capitulos 6 y
7). Hasta aqui llega el tronco del libro. Los ultimos tres capitulos
de este volumen son complementarios y buscan fortalecer los resul-
tados estudiados o abrir una perspectiva mas amplia del Calculo.
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Estos capitulos, al igual que todas las secciones histéricas del li-
bro, se prestan muy bien para trabajarlos en grupo o en proyectos
especiales para algunos educandos.

Hemos escrito este libro con la conciencia de que las necesidades
de los estudiantes o las instituciones educativas a lo largo del pais
son diferentes. Por eso se puede seguir estrategias distintas en la
utilizacion de este texto; proponemos tres opciones:

e Completa: Volimenes I y IT completos (excepto el Capitulo
10, que debe quedar solo para algunas personas interesadas
especialmente).

e Basica: Volumen I, y Secciones 8.2 y 8.3 del Volumen II.

e Reducida: Capitulos 1, 2 y 3, Secciones 4.1, 4.2, y 5.1,y 5.2.,
del Volumen I.

Como complemento y apoyo adicionales, puede usarse nuestro
libro Elementos de Cdlculo Diferencial: Historia y Ejercicios resuel-
tos, publicado por la misma Editorial de la Universidad de Costa
Rica, que contiene una amplia historia de los principales temas del
Calculo Diferencial e Integral (dentro del contexto més amplio de
la historia de la ciencia y el pensamiento) y, ademds, la solucién
detallada de una parte de los ejercicios propuestos en el texto que
usted tiene en sus manos.

Por ltimo, los autores deseamos expresar nuestro agradecimiento
a la Editorial de la Universidad de Costa Rica por su apoyo en la
publicacion de este libro de texto. Esperamos que FElementos de
Cdlculo Diferencial pueda servir a los propésitos de fortalecer la
formacién matematica nacional de cara a un nuevo milenio donde
las matematicas, las ciencias, y la tecnologia jugaran un papel de-
cisivo para el progreso individual y colectivo.

Angel Ruiz

Hugo Barrantes
Escuela de Matematica,
Universidad de Costa Rica,

Ciudad Universitaria Rodrigo Facio,
11 de Octubre de 1996.
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El Método de exhauscion de la Antigiiedad servia para calcular dreas.
Por medio de poligonos regulares se puede calcular el drea del circulo.
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El conjunto de Mandelbrot, figura construida utilizando un fractal.
Se podria decir que un fractal es una manera de ver el infinito.



INTRODUCCION

El Célculo Diferencial e Integral constituye una de las grandes
conquistas intelectuales de la humanidad. Una vez que se con-
struyd, la historia de las matematicas ya no sera igual: la ge-
ometria, el algebra y la aritmética, la trigonometria, se colocarian
en una nueva perspectiva tedrica. Los nuevos conceptos y métodos
tendran también un impacto extraordinario en la descripcion y ma-
nipulacion de la realidad fisica. El objetivo de este libro es, precisa-
mente, iniciar al lector en el estudio de los conceptos y métodos del
Célculo Diferencial, transmitir esa perspectiva radicalmente nove-
dosa con relacion a las mateméticas cldsicas (que ocupa la mayoria
de las matemaéticas preuniversitarias), y sugerir el significado de sus
aplicaciones en nuestra relaciéon con el mundo.

Lo primero que debe quedar claro es que el Calculo no significa
un poco mas de algebra (unas nuevas férmulas), o una consecuen-
cia especial de la geometria euclidiana o de la trigonometria usual;
el Calculo cristaliza conceptos y métodos cualitativamente difer-
entes, que la humanidad estuvo tratando de dominar por mas de
20 siglos. Una larga lista de personas lidiaron con los métodos “in-
finitesimales”, como Zenoén de Elea, Eudoxo de Cnido, Arqurhedes
de Siracusa desde la Grecia Antigua. Pero se tuvo que esperar, sin
embargo, hasta el siglo XVII para tener la madurez social, cientifica
y matematica que permitiria construir el Calculo que hoy aprende-
mos en los colegios y universidades.

Aplicaciones

Sus aplicaciones son dificiles de cuantificar porque toda la matematica
moderna, de una u otra forma, ha recibido su influencia; y las di-
ferentes partes del edificio matematico interactiian constantemente
con las ciencias naturales y la tecnologia moderna.

Para dar una primera idea: mencionemos problemas sencillos
que se resuelven facilmente con los métodos del Calculo:

4 Si una nave espacial pesa en la superficie del planeta Tierra
150 toneladas, jcudnto trabajo (término fisico W = Fuerza X
Distancia recorrida) se requiere para elevarlo de la superficie
de la Luna a una altura de 80 metros?

4 Un finquero de Paraiso de Cartago quiere construir un corral
en forma de rectangulo y dividirlo por una valla paralela a
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uno de los lados. Tiene 160 metros de valla. ;Cuédles son las
dimensiones del corral de drea maxima que puede construir?

¢ Una erupcién volcanica hace que la ceniza caiga de manera
gradual al suelo. A una distancia [ del volcan, la altura de
la ceniza depositada es Be ! metros, con B y K constantes
positivas. Determinar el volumen total de ceniza que cae den-
tro de una distancia a del volcan.

¢ Se inyecta intramuscularmente una sustancia farmacéutica a
un paciente. Después de ¢ horas la concentracion del farmaco
en la sangre viene dada por

4
60+ 13

;, Cuando serd maxima la concentracion?

¢ Tacos Costa Rica sabe que la demanda por mes de sus tacos

se describe por
~ 40000 — X

18000

Cuando el nimero de tacos X es 18 000 ;cual seria el aumento
de ingresos por cada taco?
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¢ La Mutual San Juan tiene 60 condominios para alquilar en
Alajuela. Se sabe que cuando el alquiler es de 60 000 colones
todos se ocupan. Pero cada vez que la Mutual aumenta en
8000 colones el alquiler, queda vacio un condominio. Para
cada uno de los condominios alquilados se gasta ¢ 9000 al
mes en mantenimiento. ;Cudl serfa el alquiler que se debe
cobrar para que la Mutual obtenga el maximo beneficio?

¢ A h kilémetros de altura, la presién de nuestra atmoésfera es  Cohete despegando
de
1000(0, 88)" milibares.

Un cohete sube a 10 kilémetros por segundo de manera verti-
cal. ;Si la altura del cohete es 80 kilémetros con qué rapidez
cambia la presién atmosftica?

Los conceptos y métodos del Calculo son parte del lenguaje
actual de la ingenieria, la biologia, la fisica, la farmacia, la electronica, Lenguaje de las cien-
la demografia, la economia y, en general, de todas las dreas del «cias y la tecnologia
conocimiento tedrico y aplicado. Pero ;cudl fue el origen del Célculo? modernas



Un poco de historia

Los grandes creadores del Calculo diferencial fueron el inglés Isaac
Newton (1642-1727) y el aleman Gottfried Wilhelm Leibniz (1646
1716). De manera diferente pero independientemente estos grandes
intelectuales de los siglos XVII y XVIII sistematizaron y gener-
alizaron ideas y procedimientos que habian sido abordados (de
diferentes maneras) y con éxito parcial desde la Antigedad. Antes
de Newton y Leibniz fueron realizados diversos aportes de impor-
tancia asociados al nombre de grandes personalidades, como por
ejemplo: Gilles de Roberval (1602-1675), Johannes Kepler (1571
1630), RenDescartes (1596-1650), Pierre de Fermat (1601-1665),
Galileo Galilei (1564-1642), Christiaan Huygens (1629-1695, amigo
de Leibniz), John Wallis (1616-1703, amigo de Newton), Bonaven-
tura Cavalieri (1598-1647, discipulo de Galileo), Evangelista Tor-
ricelli (1608-1647, discipulo de Galileo), Isaac Barrow (1630-1677,
maestro de Newton).

Para tener la perspectiva cientifica e histérica apropiada, debe
decirse que una de las contribuciones previas decisivas para el tra-
bajo de Newton y Leibniz fue la Geometria Analitica (la expresién
de puntos geométricos en coordenadas y el uso de métodos alge-
braicos), creado independientemente por Descartes y Fermat.

La construccién del Calculo fue parte importante de la Rev-
oluciéon Cientifica que vivid la Europa del siglo XVII.

Aparte de los nombres que hemos mencionado, los de William
Harvey (1578-1657), Francis Bacon (1561-1626), Pierre Gassendi
(1592-1655), Robert Boyle (1627— 1691), Robert Hooke (1635-
1703) estii vinculados a grandes contribuciones en la anatomia, la
fisica, la quimica y los nuevos métodos en el conocimiento.

Debemos senalar que el nombre de Newton no solo se asocia
a la creacién del Caélculo, sino también a lo que fue la principal
expresion de la Revolucién Cientifica del siglo XVII: la sintesis
de la astronomia y la mecanica que realizo en su obra Principios
matemticos de la Filosofd Natural, publicada en 1687. Al mostrar
matematicamente que el sistema del mundo se sostenia por la Ley
de la Gravitacion Universal, sus textos se convirtieron en la “bib-
lia” de la nueva ciencia. La fisica newtoniana solo va a empezar
a ser “superada” por la fisica relativista de Albert Einstein en los
comienzos del siglo XX.

Los nuevos métodos enfatizaban la experiencia empirica y la
descripcién matematica en nuestra relacion con la realidad. La Re-
volucion Cientifica supuso una ruptura con las formas de pensar,
estudiar y vincularse con la naturaleza que dominaron casi absolu-
tamente en Europa entre los siglos V y XV d.C. Estas ruptura y
salto en la historia del conocimiento estuvieron precedidos por las
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importantes transformaciones que se vivieron durante los siglos XV
y XVI con el Renacimiento y la Reforma protestante. Los cambios
intelectuales, culturales, politicos y sociales, que se dieron en el
Renacimiento y, al mismo tiempo, aquellos que se cristalizaron en
la revolucién cientifica y matematica, constituyeron los fundamen-
tos de la sociedad occidental moderna. En esa medida el Célculo
Diferencial e Integral esta en el corazén del tipo de conocimiento,
cultura y de sociedad del que, esencialmente, somos parte.

Problemas de partida

Cuatro tipos de problemas fueron los que de manera directa moti-
varon la creacion del Calculo:

¢ Uno de ellos fue la determinacion de la velocidad y la acel-
eracion de un cuerpo si se conoce la distancia en funcién del Y punto mdzimo
tiempo.

¢ Otro fue el cédlculo de longitudes, areas y volimenes determi-
nados por curvas o superficies.

4 El tercer problema era determinar cuando una funcién (que
describe un fendémeno real) alcanzaba un valor maximo o

s WY recta tangente
minimeo. .

L

4 El cuarto problema estaba asociado a la geometria, y era cémo
calcular las rectas tangentes y normales a una curva en un
punto.

Newton y Leibniz demostraron que con métodos infinitesimales
se resolvian los cuatro tipos de problemas planteados.

El Calculo infinitesimal fue ampliamente desarrollado durante
el siglo XVIII en sus métodos propiamente mateméticos como,
también, en sus aplicaciones a las diferentes ciencias de la nat-
uraleza. Los nombres de Leonhard Euler, los hermanos Jacques
(1654-1705) y Jean Bernoulli (1667-1748) , Alexis Claude Clairaut
(1713-1765), el mismo Leibniz y muchos otros, estédn asociados a ese
periodo. No podriamos olvidarnos de mencionar en el periodo de
fines de siglo XVIII y principios del XIX a los grandes matematicos
franceses Joseph L. Lagrange (1736-1813), Adrien M. Legendre
(1752-1833) y Pierre Simon Laplace (1749-1827), Lazare Carnot
(1753-1823), el Marqués de Condorcet (1743-1794) y Gaspard Monge
(1746-1818).

El siglo XIX abriria una nueva etapa en la historia del Calculo,
enfatizando, si se quiere, la necesidad de dotarlo de un mayor rigor
l6gico que el que habia exhibido antes. Los nombres de Niels
H. Abel (1802-1829), Bernhard Bolzano (1781-1848), Augustin

recta mormal

xii



Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) se refieren a
algunos de los muchos matematicos que realizaron sus trabajos en
esta nueva fase.

En Costa Rica

Para ir dando fin a esta introduccién, resulta interesante men-
cionar que el Célculo diferencial e integral aparentemente se em-
pezia ensenar en Costa Rica en 1864. Le correspondié el honor
de su introduccion al ingeniero mexicano Angel Miguel Veldzquez,
quien habia sido contratado para la apertura de las carreras de In-
genierfa Civil, Arquitectura y Agrimensura de la Universidad de
Santo Tomas.

Las matematicas tienen un rostro humano

Con la perspectiva histérica que hemos sugerido en los parrafos
anteriores y que nos acompanara siempre en este libro, buscamos
compartir con el lector una visig’n del Calculo y de las matematicas
en general. Una visién que entiende los resultados matematicos
como construcciones intelectuales realizadas por hombres de carne y
hueso, participes de comunidades cientificas con los vicios y virtudes
presentes en todo colectivo humano.

Los resultados de las matematicas deben verse como el producto
del trabajo de muchas personas en diferentes momentos y no como
conjuntos de verdades fuera del “mundanal ruido”, no “contami-
nadas” o producidas exclusivamente por mentes privilegiadas. Las
creaciones o descubrimientos matematicos tienen una historia, a
veces muy larga, antes de ser definitivamente formuladas. Muchas
veces nos presentan las matematicas ya acabadas y libres del error,
tratando de hacernos olvidar todos los andamios, todos los inten-
tos, las pruebas fallidas, los errores, que antecedieron los resultados
finales. Con la recurrencia a la historia de las matematicas bus-
caremos mostrar, en alguna medida, el rostro humano que siempre
ha tenido esta disciplina (al igual que las otras ciencias), que no
siempre ha sido mostrado en la mayoria de textos de matematicas,
pero que es fundamental para comprenderlas y aprenderlas de la
mejor manera.
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Cuadrado y circulo en la figura humana.
Fragmento de un manuscrito de Leonardo da Vinci.



2 Elementos de calculo, volumen 1

CAPITULO 1

LAS RAZONES DE CAMBIO
Y LA DERIVADA

El verdadero viaje hacia el descubrimiento no
consiste en buscar nuevos horizontes sino en
tener nuevos ojos

Marcel Proust

Muchos de los aspectos de nuestra vida diaria como los de las
ciencias y las técnicas tienen que ver con el cambio de las cosas,
y en especial con el cambio de una cosa con relacion a otras. La
velocidad de un automovil, por ejemplo, representa un cambio de su
posicién con respecto al tiempo (que también cambia). La razdn de
cambio de la poblacion o de la demanda de un producto industrial
o de la inflacién con relacién al tiempo son otros ejemplos que nos
reafirman que continuamente, a veces sin darnos cuenta, estamos
usando razones de cambio.

Las matematicas y en particular la rama de ellas que se llama
Célculo ofrecen la posibilidad de establecer modelos que permiten
estudiar este tipo de fenomenos. En este Capitulo discutiremos
algunos de estos problemas y veremos cémo ellos motivaron la
definicion de ciertos conceptos matematicos, que han resultado ser
de mucha importancia tanto en el desarrollo de la matematica
misma como en sus aplicaciones.

Se puede decir que el concepto central en el estudio del Calculo
es el concepto de variacion o cambio continuos.

“No existe el movimiento”

En el siglo V a.C., en la Grecia Antigua vivié un famoso filésofo
(discipulo de otro fildsofo: Parménides) llamado Zenén de Elea.
Una de las cosas que se propuso fue demostrar que el movimiento
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no era posible.

Para ello formul6 una “paradoja” que ha despertado el interés
de los matematicos y cientificos de todos los tiempos. Esta paradoja

la podemos reformular de la siguiente manera:

Un corredor debe alcanzar una tortuga que se encuentra parada

a 1 km de distancia.

Zenoén dirfa: Para alcanzar a la tortuga el corredor deberd recor-

rer una primera distancia

d; = la mitad de la distancia = 500 m.
También debera recorrer la distancia:

dy = la mitad de la mitad = 250 m.
Y sucesivamente una tercera distancia:
ds = la mitad de la mitad de la mitad = 125 m.

Una cuarta: dy = 62,5 m.
Una quinta: ds = 31,25 m.
Una sexta: dg = 15,625 m.
Podriamos resumir la situacion anterior en una tabla

Tabla 1.1

dq do ds dy ds dg

500m 250m [ 1256m | 62,5m |31,25m | 15,625m

y podriamos calcular

Tabla 1.2

La paradoja de la Di-
cotomia de Zenon

dy dg dao dso

d100

7,8125m | 3,90625m | 0,00095367432m | 8,8817842 13 m

7,8886091~28 m

Como el proceso se puede repetir indefinidamente, el corredor
debera recorrer un numero infinito de distancias en un tiempo finito.

Zenoén dirfa: eso no es posible; entonces no hay movimiento.

Aquiles y la tortuga

En realidad Zenoén formulé cuatro paradojas parecidas a la anterior.
Otra de las més famosas se llama la de Aquiles y la tortuga. El
gran escritor argentino Jorge Luis Borges la plante6 de la siguiente

manera:
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“Aquiles, simbolo de rapidez, tiene que alcanzar la tor-
tuga, simbolo de morosidad. Aquiles corre diez veces
mas ligero que la tortuga y le da diez metros de ventaja.
Aquiles corre esos diez metros, la tortuga corre uno;
Aquiles corre ese metro, la tortuga corre un decimetro;
Aquiles corre ese decimetro, la tortuga corre un centimetro;
Aquiles corre ese centimetro, la tortuga un milimetro;
Aquiles el milimetro, la tortuga un décimo de milimetro,
y asi infinitamente, de modo que Aquiles puede correr
para siempre sin alcanzarla. Asi la paradoja inmortal.”

Jorge Luis Borges
“La perpetua carrera de Aquiles y la tortuga”
1930.

., Qué piensa usted? ;Es el movimiento producto de nuestra
imaginacion?

Los métodos que condensaria el Célculo Diferencial e Integral
en el siglo XVII responderian con toda precisiéon a este tipo de
paradojas. Pero para eso la humanidad tuvo que atravesar un
largo periodo desde el siglo V a. C.

1.1 RAZONES DE CAMBIO

., Como se mide la variacion?

Podemos distinguir algunas maneras de medir la variacion o cam-
bio, por ejemplo el cambio absoluto o incremento y el cambio
relativo.

Ejemplo 1. Variacion absoluta

Juan abrié una cuenta de ahorros con ¢ 500, al cabo de dos meses
Juan fue al Banco a averiguar su saldo. Le dijeron que ahora tenia
¢ 520. Esto es, Juan tiene ahora ¢ 20 més; el cambio absoluto en la
cuenta de ahorros de Juan fue de ¢20. Por otra parte, Juan tiene
ahora un 4% mas de lo que tenfa en un principio; el cambio relativo
en su cuenta fue de 4%. A

El cambio absoluto o incremento es una diferencia: lo que tiene

El Cidlculo responde a
la paradoja de la Dico-
tomia de Zenon

Se repasa en esta seccién, en
primer lugar, el concepto de
variacion de una cantidad.
Luego se estudia el concepto
de razon de cambio, con es-
pecial énfasis en el caso par-
ticular de la velocidad.

Incrementos
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al final menos lo que tenia al comienzo. Si Cy es la cantidad final y
C; es la cantidad inicial entonces el cambio absoluto se denota por
AC' y se calcula como

AC =0y - .
En el caso de la cuenta de ahorros de Juan se tiene que Cy = 520,
C; = 500 y entonces
AC = Cy — C; = 520 — 500 = 20.

El cambio relativo es un cociente: El cambio absoluto dividido
entre lo que tenia al comienzo, es decir

AC
C;
En el caso de Juan:
AC 20
= _— = 4
C; 500 0,04,

que se escribe como 4%.

Otra forma de medir la variacion es comparando el incremento
de una cantidad variable con relacién al incremento de otra canti-
dad variable. Esto se conoce como variaciéon promedio o razén
promedio de cambio de una cantidad con respecto a la otra.

Ejemplo 2. Variacion promedio

Volvamos a la cuenta de ahorros de Juan. El incremento en la
cantidad de dinero fue
AC = ¢ 20.

Si consideramos el momento en que abrio la cuenta de ahorros como
el mes 0, entonces el momento en que hizo la consulta fue el mes 2.
La variacién absoluta en el tiempo fue

At =2 — 0 = 2 meses

(es decir, transcurrieron 2 meses). Podemos calcular el cociente

AC  ¢20
At 2 meses = ¢ 10/mes.

Este resultado es un promedio y se puede interpretar diciendo
que la cantidad de dinero en la cuenta de ahorros de Juan crecio a
una razon promedio de ¢ 10 por mes. JAN

AC
—

I |

0 C
Figura 1.1. Cambio

luto

Razon promedio

T

Cy

abso-
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En las aplicaciones a las ciencias muchas veces estamos intere-
sados en cémo se comporta una variable y cuando otra variable x
se aproxima a un valor dado ¢, esto es, cuando x varia de manera
que sus valores son cada vez mas proximos a c.

En estas circunstancias ambas variables tienen que estar rela-
cionadas: y debe ser una funcién de x (vea el recuadro sobre fun-
ciones). Esto se presenta por ejemplo cuando tratamos con veloci-
dades, aceleraciones, etc.

EL CONCEPTO DE FUNCION

Recuerde que una funcién es una relaciéon que asocia a cada elemento de un conjunto A (llamado dominio
de la funcién) un tdnico elemento en un conjunto B (llamado codominio de la funcién). Si la funcién
se denota por f entonces se escribe f: A — B. Si x es un elemento de A, su elemento asociado y de B
se llama la imagen de z, a su vez se suele decir que = es preimagen de y. Los dos elementos x e y son
variables, es decir, pueden tomar diferentes valores; x se llama variable independiente porque puede
tomar cualquier valor en A, por su parte, y se llama variable dependiente porque una vez que usted
le da un valor a x, el valor de y es la imagen de = y no cualquier elemento de B.

Por lo general, cuando se trata con funciones reales de variable real, esto es, funciones en las que tanto el
dominio como el codominio son subconjuntos del conjunto de los niimeros reales R, es posible describir la
relacion mediante una férmula que permite encontrar la imagen de cada elemento particular del dominio.

Por ejemplo, si decimos,
f:R—TR con f(z)=2>-2,

entonces lo que se estd indicando es que tenemos una funciéon f cuyo dominio es R, cuyo codominio es
R y se dice ademds que para cada valor x de R su imagen se calcula mediante la férmula f(z) = 2% — 2.
As, si x = 2 entonces su imagen es

la imagen de x = —5 es
f(=5) = (=5)> =2 =25 -2 =23,

Recuadro 1.1: Funciones

Ejemplo 3. Variacion de una funcién en un punto
2 _

Sea f(x) = T ;qué sucede con los valores de f(x) si x estd
I’ _—

x
cada vez mas proximo a 17
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Solucion: La primera observacion que se puede hacer es que z = 1
no esta en el dominio, pues si se sustituye x = 1 en la expresion

x?—1

z—1

se obtiene

12-1 0

1-1 0
lo que no esté definido (es una forma indeterminada). Sin embargo,
sigamos adelante: utilizamos una calculadora para calcular los val-
ores de f(z) con x cercano a 1. Tome en primer lugar = = 2 (2 estd
alejado una unidad de 1, hacia la derecha); tenemos

o 22-1 4-1
2—-1 1

f2) 3,
tomemos ahora z = 0 (0 estd alejado una unidad de 1, hacia la
izquierda); tenemos

02—-1 0-1

fO="—7T == ="

Hagamos lo mismo con z = 1,5 (media unidad hacia la derecha de

1):
(1L)2—1 2,25—1 1,25

1,5) = = = =25
J(1,5) 1,5 -1 0,5 0,5 ’
y con = 0,5 (media unidad a la izquierda de 1):
0,5)*—1 0,25—-1 —0,75
fo,5 = G =10 = ——=1,5.

0,5—1  —=0,5  —=0,5

Podemos continuar de esta manera. En la siguiente tabla de
valores aparecen los resultados utilizando valores de x cada vez
méas proximos a 1 tanto por la izquierda (menores que 1) como por
la derecha (mayores que 1).

Tabla 1.3

x se acerca a 1 por x se acerca a 1 por

la izquierda & y la derecha
1

T 091 099 0999 | 1,001} 1,01 | 1,1

)] 1,9] 1,99] 1,999 | 2,001 | 2,01]| 21

f se acerca f se acerca a 2

a 2 por la izquierda por la derecha

Aprozimacion
tablas de valores

con
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Asi, de la tabla 1.3 deducimos que lo que sucede con f(z) es
que sus valores se aproximan cada vez mas a 2 cuando los valores
de z se aproximan a 1.

Tome usted una calculadora y haga varios calculos tomando
cada vez valores mas préximos a 1, por ejemplo tome

x = 1,0001, luego

x =1,000001 y
x = 1,0000001
.qué sucede?, jcomo explicaria esta situacion? A

Veamos ahora lo que sucede de manera gréfica:

\>l\’>4/
T
|
\é

/ x se acerca a 1

/|

] A

Figura 1.2. f(z) = %

Como se ve, hay un “hueco” en el punto (1,2), pero la funcién
cuando x se acerca a 1, irfa “naturalmente” al valor y = 2.

La velocidad es una razén de cambio

Sabemos que viajando por carretera la distancia entre San José y
Puntarenas es

La rapidez es la magnitud de la velocidad.

Cuando en el lenguaje corriente decimos que la velocidad de un ob-
jeto es de 10m/seg sin especificar la direccién, en realidad nos estamos
refiriendo a la rapidez. de aproximadamente 120 km. Suponga que
un amigo suyo viajo de San José a Puntarenas; saliéo de San José a
las 2 : 00 pm y llegd a Puntarenas a las 4 : 00 pm.

Su amigo recorrié 120 km en un lapso de 2 horas. La velocidad
promedio fue de

La velocidad es una
cantidad vectorial, esto
es, tiene magnitud y di-
reccion.
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120 km

En general, la velocidad promedio es el cociente: distancia
recorrida entre tiempo transcurrido:

distancia recorrida

velocidad promedio =

tiempo transcurrido

Se acostumbra a denotar la velocidad promedio como vVprom, la
distancia recorrida por Ad y el tiempo transcurrido por At, de
modo que podemos escribir:

Ad
Vprom = E

Ejemplo 4. Velocidades promedio

La figura 1.3 representa las ciudades A, B, C', D y las correspon-
dientes distancias entre ellas.

Un viajero sali6 cierto dia a la 1 : 00 pm de la ciudad A, llegd
a la ciudad B a la 1 : 30pm y siguié hacia la ciudad C' a la cual
lleg6 a las 2 : 30 pm, sin detenerse continud su camino y llegé a la  Figura 1.3. Camino recorri-
ciudad D alas 4 : 30 pm (todo el mismo dia). do

a) ¢ Cual fue su velocidad promedio entre la ciudad A y la ciudad
B?

b) ;Cual fue su velocidad promedio entre la ciudad C'y la ciudad
D?

c¢) ;Cudl fue su velocidad promedio en todo el recorrido real-
izado?

Solucion

a) La distancia entre Ay B es de 40km y el tiempo que tardé fue
de 30 minutos, es decir 0, 5 horas. Aqui la velocidad promedio
fue

40km

Vprom = 0,_5h = 80k3m/h
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b) La velocidad promedio entre C'y D fue

100km

Uprom = oh = 50km/h

c) La distancia total de A a D es

40km + 60km + 100km = 200km,

el tiempo transcurrido fue de 3 horas y media, es decir 3, 5h,
por lo tanto la velocidad promedio del recorrido entre A y D
fue

200km
rom — "5 =1 57, 1428k h.
U 3.5h m/

. Es suficiente la velocidad promedio?

Enfatizamos el término velocidad promedio puesto que lo que se da
es una medida promedio de la variacion. Sin embargo, por ejem-
plo, en el caso de su amigo que viajé a Puntarenas no sabemos
con certeza su velocidad en cada momento. No podemos, con la
informacion dada, saber cudl fue su velocidad al ser las 2 : 30 pm.
En algin momento posiblemente se detuvo, desde luego en ese mo-
mento su velocidad fue de 0 km/h; en otras ocasiones de seguro
superé los 60 km/h.

El conductor de un automdévil puede darse cuenta de la veloci-
dad a la que va en algin momento dado observando el velocimetro
del carro (si tal instrumento se encuentra en buen estado). Pero
nosotros, con la informacion del tiempo transcurrido y la distancia
recorrida, solo podemos calcular un promedio y no podemos saber
lo que sucedi6 en cada instante.

Otro de los aspectos importantes de las ciencias es la prediccion.
Esto es, a partir de datos dados referidos a una situacién, poder
predecir con un grado aceptable de aproximacién algunas cosas que
podrian suceder en esa situacién o en otra situacién semejante.
Asi, por ejemplo, para el movimiento de un objeto podria resultar
importante saber cudl es su velocidad en algin instante preciso
dado y no la velocidad promedio en ese momento.

Velocidad promedio vy
velocidad instantdnea
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Calcular las velocidades y aceleraciones instantaneas fue uno de

los problemas que cautivo la atencion de los principales matematicos
del siglo XVII.

1.2 CAIDA LIBRE Y CALCULO DE
RECTAS TANGENTES

Uno de los asuntos mas interesantes en la historia de las ciencias
fue el de la caida libre de los cuerpos. La pregunta es: si se lanzan
dos cuerpos de diferente peso desde lo alto de un edificio ;cudl
cae mas rapido? Supodngase que el aire no produce resistencia ni
friccién en ninguno de los dos cuerpos. Antes de seguir leyendo:
,como contestaria usted esa pregunta?

La respuesta correcta fue dada por el gran cientifico italiano
Galileo Galilei (1564-1642), quien descubrié que en el vacio (sin
resistencia ni friccién del aire) los cuerpos caen con la misma ve-
locidad, caen al mismo tiempo. Es interesante senalar que Galileo
descubrié este principio observando que las velocidades con la que
caen dos cuerpos difieren menos en el aire que en el agua. Algo asi
como que si disminuye la resistencia del medio, la diferencia entre
las velocidades de dos cuerpos disminuye, llegando esta diferencia
a ser nula en el vacio.

Galileo no solo descubrié eso sino que describié el movimiento
en caida libre matemadaticamente:

d = 4,9t

(si el cuerpo se deja caer).

Suponga que usted se para en lo alto de un edificio y deja caer
una piedra hacia el suelo (note que no la lanza, solo abre su mano
para que caiga) y suponga que la tnica fuerza que actia sobre la
piedra es la gravedad. Sea t el tiempo (medido en segundos) que
transcurre desde el momento en que usted deja caer la piedra y
algin instante determinado, y d la distancia (medida en metros)
recorrida por la piedra hasta ese instante. Como d depende de t,
escribimos d(t) en vez de d. Como dijimos antes, Galileo descubri6
que se tiene la relacion

d(t) = 4,9t%.

Aqui se estudia, en primera
instancia, el concepto de
velocidad instantdnea medi-
ante el caso de un cuerpo
en caida libre. Posterior-
mente se estudia la pendi-
ente de una recta tangente a
una curva en un punto dado.

Galileo descubrio la
ley de los cuerpos en
catda libre

Torre de Pisa
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Por ejemplo, 1 seg después de haber soltado la piedra, ésta ha recor-

rido

d(1) = 4,9(1)* = 4,9 m.

A los 2 seg la distancia recorrida por la piedra habra sido

d(2) =4,9(2)* =4,9-4=19,6 m.

En la tabla 1.4 se dan algunos tiempos y la correspondiente

distancia recorrida.

Tabla 1.4
t seg 1 1.5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 5,5 6
d(t) m || 4,9 | 11,025 | 19,6 | 30,625 | 44,1 | 60,025 | 78,4 | 99,225 | 122,5 | 148,225 | 176,4

. Podemos predecir cual sera la velocidad de la piedra exacta-

mente 5 segundos después de haberla soltado?

Aproximacion de la velocidad instantanea

Sabemos que esta velocidad instantanea no se puede calcular como
una velocidad promedio, pero vamos a ver cémo a partir de ella

encontramos la velocidad instantanea.

e Podemos suponer que la velocidad a los 5 segundos no andara
muy lejos de la velocidad promedio un poco antes de los 5 se-
gundos; por ejemplo, en el ultimo segundo transcurrido antes

de los 5 segundos.

En el segundo 4, la piedra ha recorrido 78,4 metros (vea la

tabla anterior).

En el segundo 5, la piedra ha recorrido 122, 5 metros (vea la

tabla anterior).

La distancia recorrida en ese segundo fue 1225 — 78,4m =

44,1m

La velocidad promedio fue

44, 1m
1seg

= (44,1 m/seg

Esta es solamente una aproximacion de la velocidad buscada.

Primera aprorimacion
a la velocidad
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e Podemos suponer que nos acercaremos mejor a la velocidad
en el segundo 5 con la velocidad promedio en el intervalo que
transcurre entre el tiempo 4,9 seg y 5 seg. Calculemos:

En t = 4,9seg tenemos

d=4,9(4,9)*m = 117,649 m

La nueva velocidad promedio es

122,5m — 117,649m 4,851 m
oseg —4,9seg 0, 1seg

= 48,51 m/seg Sequnda aproxi-
macion

Esta es una nueva aproximacion a la velocidad en 5 seg.

= Nétese la considerable diferencia que existe entre ambas
aproximaciones. —

Calculemos ahora la velocidad promedio en un intervalo atn
mas cercano a 5: entre 4,99 y 5.

GRAFICAS DE FUNCIONES

Dada una funcién real de variable real, generalmente podemos ’ - ‘ @) =222
hacer una representacion grafica que nos permita conocer mejor
la funcién. Existen técnicas en el Célculo que nos permiten dibu-
jar una funcién con bastante detalle. Sin embargo, para ciertas
funciones “simples” podemos dibujar su grafica a partir de unos
cuantos puntos.

Si tenemos la funcién f: A — B, con y = f(z), representamos en
un sistema de ejes coordenados pares ordenados de niimeros reales
(x,y), donde y es la imagen de x (siendo x elemento de A). Yy

Por ejemplo, para representar la funcién f : R — R tal que f(z) =
2 — 22, consideramos una tabla de valores.

De la tabla se obtienen varios pares ordenados de niimeros reales que
corresponden a puntos que van a estar en la grafica de la funcién.
Estos son: (—2,-2), (—1,1), (0,2), (1,1), (2,—2). De modo que
en el sistema de ejes dibujamos esos puntos y luego trazamos una
curva que los contenga. El dibujo resultante es un bosquejo de la
grafica de la funcién dada.

Recuadro 1.2: Graficas
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Sit = 4,99 entonces tenemos

d=4,9(4,99)*m = 122,01049 m

La velocidad promedio es:

122 —122,0104 48951
,ODm ;01049m  0.4895 m 48,951 m /ses

bseg — 4,99 seg ~0,01seg
e Si calculamos la velocidad promedio entre 4,999 y 5seg ob-
tendremos:
122,5m — 122,451 0,0489951
i oo 2 T _ (48,9951 m /seg
dseg — 4,999 seg 0,001 seg

Calcule usted la velocidad promedio entre 4,9999 y 5. Use la
calculadora.

Si seguimos el proceso con intervalos de tiempo cada vez mas

pequenos nos aproximaremos mas a la velocidad instantdnea en 5
segundos, que se aproxima mas y mas a un nimero fijo:

El limite y la velocidad

Tenemos entonces una sucesion de varias velocidades promedio:

44,1 48,51 48,951 48,9951

que se aproximan al valor

49.

Este tultimo valor fijo decimos que es la velocidad instantdnea de
la piedra en el tiempo t = 5 seg.
Este valor se llama el limite de las velocidades promedio.

Se podria criticar con justicia que la escogencia de los tiempos
es muy arbitraria. Por eso veamos ahora cémo se generalizaria este
procedimiento para calcular velocidades instantaneas:

Tercera aprorimacion

Cuarta aproximacion

La velocidad m-
stantanea
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Un método mas general

Consideremos la misma ecuacién d = 4,9t%. Llamemos D la dis-
tancia recorrida por la piedra en 5 seg, es decir

D =4,9(5)% = 122,5.

Ahora vamos a designar

con la letra T" un intervalo de tiempo, de tal manera que (5+7)
es un tiempo que puede estar antes o después de 5 seg.

Por ejemplo: si 7' = 0,1 seg entonces

5+T =540,1=05,1seg,

si T'= —0,1 seg, entonces
5+T =5+ (—0,1) =4,99seg.
La distancia recorrida en (5 + 1) seg es:

Dr = 4,95 +1T)*
= 4,9(5* +2-5-T+1T?)
= 122,5 + 49T + 4,972,

La distancia que se recorre en el intervalo de T seg, es decir entre
5y (5+T),es:

Dy — D = (122,5 + 49T + 4,9T?%) — 122,5 = 49T + 4, 97>

Entonces la velocidad promedio entre 5 seg y (5 + T) seg es:

Dy —-D 49T + 4,9T?
T T
Ahora obsérvese: si T se hace muy pequeno entonces 4,97

también se hace muy pequeno y si T se hace muy cercano de 0,

4,97 también estard cercano a 0.

Por ejemplo: si 7' = 0,0000000001 = 10~1°, tenemos que 4, 9T =
0,00000000049, y entonces tenemos Vprom = 49,00000000049 lo
que es practicamente 49. Podemos decir que las velocidades prome-
dio se aproximan a 49. Esta es la velocidad instantanea en ¢ = 5.

Vprom - - 49 -+ 4, 9T

Note que en nuestro caso el valor instantaneo 49 se encontro
poniendo 7" = 0 en la ecuacion Vprom = 49 +4,97'. Veremos luego
que esta sustitucién no se puede hacer en todos los casos.

T es un intervalo
cualquiera de tiempo

La velocidad promedio
en términos de T'

c"-‘-\‘.
o | tangente
4

7 |,
o

secante

Figura 1.4. Secantes y tan-

gentes
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El problema de las tangentes

Retomemos la situacion descrita en el ejemplo de la velocidad de la
piedra en caida libre.

Alli consideramos un desplazamiento que satisface la relacién
funcional d(t) = 4,9¢*, donde la variable independiente ¢ repre-
senta el tiempo y la variable dependiente d representa la distancia
recorrida. La tabla 1.5 nos permite hacer un bosquejo de la gréafica
de la funcién.

Tabla 1.5: Valores de d(t) = 4, 9t2

t segundos 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4.5 5 5,5 6

d(t) metros | 4,9 | 11,025 | 19,6 | 30,625 | 44,1 | 60,025 | 78,4 | 99,225 | 122,5 | 148,225 | 1764

El problema de la velocidad que estudiamos en esa ocasion
puede verse, desde el punto de vista grafico, como un problema
de rectas tangentes.
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.
LA ECUACION DE LA RECTA

Recuerde que la ecuacién de una recta (no vertical) estd dada por y = ma + b.

El valor m se llama la pendiente de la recta y es una medida de la inclinacién de la recta con respecto al
eje x;

el valor b se llama y—interseccion y determina la ordenada del punto en que la recta corta al eje y.

Y

Si los puntos (x1,y1) v (x2,y2) pertenecen a la recta
entonces podemos calcular la pendiente mediante la
férmula

Y2 — Y1
m =
9 — I1

v la interseccion se puede calcular mediante

b=y1—mz1 o0 b=ys— mxo.

/ Y2 — Y1
m=—-

Por ejemplo si una recta ¢ contiene los puntos (—1, 3) T2 T
y (2,4), entonces
4—-3 1 1 2 10
= ° b=4— - .2=4-—2="",
BE o R 3 373
De manera que la ecuacién de la recta es
110
=3y W
Recuadro 1.3: Rectas
La figura 1.5 corresponde a la gréfica de la funcién y = 4, 922.
Esta es la misma funcion que vimos antes solo que usando otros 19, 64------------------ ‘
nombres para las variables. Considere las tres rectas que se dan en
la figura 1.6.
4,9)-— ‘
0 i 5 v

Figura 1.5. d(t) = 4,9t
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secantes

tangente

(4.5, 99.225)

Figura 1.6. Secantes y tangentes

Las rectas Ly y Lo son secantes y cortan a la grafica en dos
puntos. Mientras que intuitivamente vemos que la recta L3 es una
recta tangente y solo “toca” a la gréfica en el punto (5, 122,5).

Podemos calcular las pendientes de las rectas Ly y Lo utilizando
la férmula que se da cuando se conocen dos puntos pertenecientes
a la recta (vea el recuadro 1.3), asi obtenemos que

e La recta Ly pasa por los puntos (4, 78,4) y (5, 122,5), por lo
tanto la pendiente de la recta L es

122,5 - 178,4
mlzﬁzml,l

Esta es la misma velocidad promedio en el intervalo de tiempo
entre los 4 segundos y los 5 segundos.

e La recta Ly pasa por los puntos (4,5, 99,225) y (5, 122,5),
por lo tanto la pendiente de la recta Lo es

122,5 — 99,225 23,275
m = =
2 5—4,5 0,5

= 46,55

Esto equivale a la velocidad promedio de los 4,5 seg a los 5
seg.

e Aun podemos calcular méas pendiente de rectas secantes tomando

valores de x més préximos a 5, por ejemplo la pendiente de
la recta que pasa por (4,9, 117,649) y (5, 122,5) es
. 1225 —117,649 4,851
m = =
5—4,9 0,1

— 48,51

'

Y tangente

P
_~Secante
/

T

Figura 1.7. Secantes y tan-

gentes

Calculo de pendientes
de rectas secantes
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Estas pendientes en cada caso corresponden también a veloci-
dades promedio.

De la secante a la tangente

y tangente /[

Figura 1.8. Tangentes

/
f
/
N /
/‘“k N /
7 N

tangente N

> T

Figura 1.9. Tangentes

Sin embargo, no podemos utilizar esa féormula para calcular la
pendiente ms de L3 puesto que solo conocemos un punto de esa
recta. ;De qué manera podriamos intentar un calculo de ms, es
decir, de la pendiente de la recta tangente a la gréfica en el punto
(5, 122,5)7

Si en lugar de la recta tangente consideramos una recta secante
cuya “inclinacién” sea muy préxima a ella, la pendiente de esta
secante sera una aproximacion de la pendiente de la tangente. Una  Pendiente de la recta
posibilidad es la m* calculada antes, de modo que podriamos decir  tangente
que

mg = 48,51

Pero podemos obtener mejores aproximaciones considerando val-
ores de z cada vez mas préoximos a 5. En la tabla 1.6 se dan algunas
aproximaciones de la pendiente de la recta tangente.

Tabla 1.6
x Y Ax Ay % >~ mg
4,99 122,01049 0,01 0,48951 48,951

4,999 122,4510049 0,001 0,0489951 48,9951
4,9999 | 122,495100049 | 0,0001 | 0,004899951 | 48,99951

Si seguimos la tabla 1.6 podemos considerar como valor de la
pendiente de la recta tangente mg = 49.
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1.2.1 Laderivada como razén de cambio instantaneo

El ejemplo de la velocidad de la piedra en caida libre y el de la
pendiente de la recta tangente a la curva en un punto dado se
refieren a la misma situacién.

En ambos casos tenemos en primer lugar una funcién:

d(t) = 4,9t 0 f(z) = 4,927
También en ambos calculamos promedios:

d(t) — d(5) o f(z) — f(5)
t—>5 r—>5

Se calcularon varios de esos promedios con los valores de ¢t o de
x (variable independiente) cada vez més préximos a 5.

En ambos casos los promedios obtenidos fueron cada vez mas
cercanos al valor 49. Valor que se interpreté asi:

e La velocidad instantanea de la piedra 5 seg después de haber
sido soltada es de 49m/seg.

e La pendiente de la recta tangente a la curva dada por
f(z) = 4,927
en el punto (5, 122,5) es

m = 49.

Entonces la conclusion es: calcular la velocidad instantanea se
reduce a calcular la pendiente de la recta tangente a la funcién
que describe el movimiento. Observe que en realidad ambas son la
misma funcion, solo que usamos diferentes nombres para las vari-
ables y la utilizamos para interpretar diferentes situaciones. Pero,
podemos aplicar el proceso descrito antes a cualquier funcién y para
cualquier valor dado de la variable independiente.

Este proceso es uno de los conceptos centrales en la rama de
las matematicas que se llama Calculo Diferencial y tiene multiples
aplicaciones en las ciencias y las técnicas debido a que muchisimos
de los conceptos en estas areas tienen que ver con razones de cambio.
Por ejemplo:

e La velocidad es la razon de cambio de la distancia con respecto
al tiempo.

o La aceleracion es la razén de cambio de la velocidad con res-
pecto al tiempo.

Velocidad instantdanea

pendiente de la recta
tangente

Razones de cambio
mstantdneas



21 Elementos de cilculo, volumen 1

e La densidad es la razon de cambio de la masa con respecto al
volumen.

e La pendiente es la razén de cambio de la altura con respecto
a la distancia horizontal.

e La corriente es la razéon de cambio de la cantidad de carga
eléctrica con respecto al tiempo.

e El costo marginal es la razén de cambio del costo de la pro-
duccién con respecto al nimero de unidades producidas.

De la lista anterior podemos deducir la gran cantidad de campos
en que se aplica.

La derivada

El concepto al que nos hemos estado refiriendo es el que se llama
deriwada de una funcion en un puntoy se puede interpretar como
una razon de cambio instantaneo. Asi, segin lo indicado antes
la derivada de

f(z) = 4,927

en r =5 es 49.
Esto se denota simbdlicamente por

F(5) =49

En general: si la derivada de una funcién y = f(x) en & = ¢ es
r se escribe

flle)y=r

(Se lee: “efe prima de c es igual a 17).

De lo comentado anteriormente podemos decir que si la posicién
de un objeto, en el tiempo ¢, que se mueve en linea recta esta dada
por d(t), entonces su velocidad en el instante ¢t = ¢ estd dada por
d’(c).

De modo anélogo la pendiente de la recta tangente a la gréafica
de la funcién y = f(x) en el punto (¢, f(c)) es m = f'(c).

Aplicaremos el procedimiento descrito antes para calcular algu-
nas derivadas.

Ejemplo 5 (Derivada de una funcion lineal). Calcular la derivada
de f(z) =3z + 1 cuando = = 4. Es decir, calcular f'(4).
Solucion Formamos el cociente

f2) = f(4)  (Bu+1)—13

x—4 x—4 ’

Figura 1.10. Pendiente de la
tangente: f'(c)

Figura 1.11. f(z)=3z+1
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simplificando la fraccion tenemos que
Bz +1)—13 3xr—12 3(x—4)
x—4 Cox—4 -4
No es siquiera necesario calcular valores para este cociente porque
siempre va a ser igual a 3, de manera que f’(4) = 3. Observe que

la funcion dada corresponde a una recta y que el valor obtenido es
precisamente la pendiente de esa recta. A

= 3.

% Actividad: Sea f la funcién del ejemplo anterior.
Primero: escoja un valor cualquiera de = (el que desee).
Segundo: obtenga la derivada de f en ese valor (usando el método
que se mostro).
Tercero: repita el procedimiento con otros valores y obtenga la
derivada.
Cuarto: analice sus resultados.
Quinto: jcémo explicaria sus resultados en términos graficos?

Ejemplo 6 (Calcular la derivada). Sea f(x) = 23 — 2,
calcular la derivada de f cuando z = 2. Esto es, calcular f(2).

Solucion
Segin lo que hemos dicho consideramos el cociente
f@)—f2) @-2-6 a*-8
x—2 - r—2 )

y luego calculamos los valores de este cociente para valores de x
cada vez mas proximos a 2 usando valores mayores que 2 y valores
menores que 2.

Lo mds cémodo es construir una tabla (tenemos f(2) = 23 —2 =

f(2)=6

6): Figura 1.12. f(x) =23 -2
Tabla 1.7
valores mayores que 2 valores menores que 2

| f@) | fl@)-f@) |e—2 | O o | @) | f@) - f@2) | 2 -2 | 02O
2.5 13,625 7,625 0,5 15,25 1,5 1,375 -4,625 -0,5 9,25
2.1 7,261 1,261 0,1 12,61 1,9 4,859 -1,141 -0,1 11,41
2,01 | 6,120601 | 0,120601 | 0,01 | 12,0601 || 1,99 | 5,880599 | -0,119401 | -0,01 | 11,9401
2,001 | 6,012006 0,012006 0,001 12,006 1,999 | 5,988006 -0,011994 -0,001 | 11,994002

De la tabla vemos que para valores de x cada vez més cercanos
a 2, tanto mayores como menores que 2, se tiene que el valor del

cociente
flx) = f(2)
z—2
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es cada vez mds cercano a 12. Podemos decir que f'(2) =12. A

% Nota: Los valores que aparecen en esta tabla se obtuvieron uti-

lizando un sencilla calculadora cientifica. Se conservaron hasta
seis decimales proporcionados por la calculadora para no alterar
mucho los resultados. La misma observacién vale para todos los

calculos numéricos que aparecen en este libro.

Ejemplo 7 (Calcular la velocidad). Un insecto se mueve sobre una
recta de manera que a los t segundos se encuentra a una distancia
d(t) = v/t + 1 metros del origen. Determinar su velocidad a los

3 seg.
Solucion
La velocidad a los 3 seg es d'(3), de modo que conside-ramos el
cociente
d(t)—d3) vt+1-2
t—3 t—3

y elaboramos una tabla en la que se calcula este cociente para val-
ores muy proximos a 3, tomando valores mayores que 3 y valores
menores que 3.

Figura 1.13. d(t) =t +1

Tabla 1.8
valores mayores que 3 valores menores que 3
t dt) | d@t)—d@3) | t—3 | =B |y dit) | d(t)—d@) | t-3 | =dE
3,5 2,12132 0,12132 0,5 0,24264 2,5 |1,870828 | -0,129171 -0,5 | 0,258342
3,1 | 2,024845 | 0,024845 0,1 |0,248456 || 2,9 | 1,974841 | -0,025158 -0,1 | 0,251582
3,01 | 2,002498 | 0,002498 0,01 | 0,249843 | 2,99 | 1,997498 | -0,002501 -0,01 | 0,250156
3,001 | 2,00025 0,00025 0,001 | 0,249984 | 2,999 | 1,99975 | -0,00025001 | -0,001 | 0,25001
De la tabla anterior deducimos que la velocidad del insecto a los
3seg es de 0,25 m/seg. A _— +...5/“x‘y

Ejemplo 8 (Calcular la recta tangente). Determinar la ecuacién
de la recta tangente a la gréfica de la funcién f(x) = 4 — 2% cuando
=1

Solucion

Tenemos que

fl)=4-1"=4-1=3

y entonces el punto de tangencia es (1, 3). Para conocer la pendiente
de la recta tangente calculamos el cociente

f@) = J)

r—1

(4—x2)—3_1—$2
r—1 N

r—1

f(z) =4 — 22, tangente:

y=—2T+9

Figura 1.14.
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para valores de x cada vez més préximos a 1, segin la tabla sigu-
iente:

Tabla 1.9

valores mayores que 2 valores menores que 2

z fl@) | fl@)—fQ) | a—1 | &2JAH f(@)

f@)— f) | z—1 | f@ziw

1,5 1,75 1,25 0,5 25 0,5 3,75
1,1 2,79 0,21 0,1 2,1 0,9 3,19
1,01 | 2,9799 10,0201 | 0,01 | -2,01 0,99 | 3,0199

1,001 | 2,997999 | -0,002001 | 0,001 | -2,001 0,999 | 3,001999

0,75 0,5 1,5
0,19 0,1 1,9
0,0199 0,01 | -1,99

0,001199 | -0,001 | -1,999

De la tabla anterior podemos deducir que la pendiente de la

recta tangente es m = —2.
Ahora obtenemos el valor de b. Tenemos que b = y — mx y
sustituyendo los valores y = 3, x = 1, m = —2 entonces

b=3—-(-2)(1)=3+2=5.
De modo que la ecuacién de la recta es

y = —2x + 5.

1.3 GALILEO, LA CIENCIA MOD-
ERNA Y LAS MATEMATICAS

Se supone que los resultados sobre la caida libre obtenidos por
Galileo fueron inferidos (o demostrados) a partir de un experimento
realizado en la torre inclinada de Pisa en Italia (dejando caer dos
balas de canén de diferente peso). Algunos historiadores han ex-
presado dudas sobre si en efecto se realizé el experimento o no.
Lo importante para la ciencia y el conocimiento, sin embargo, no
es eso, sino las ideas sobre la naturaleza de la ciencia que Galileo
promovio.

Se proporciona alguna infor-
macién sobre la vida y la
obra de Galileo Galilei y su
relaciéon con las ciencias y

las matematicas.
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Principios metodolégicos

Galileo establecié dos principios del método de la ciencia madura:
por un lado, que las leyes fisicas (mecanicas) se deben describir a
través

de las matemadticas (relaciones cuantitativas) y, por
otro lado, que estas leyes se obtienen y confirman por
medio de experimentos controlados. Fxperimentacion y
matemdticas son fundamentos de la nueva ciencia.

Los planteamientos de Galileo fueron decisivos en la revo-
lucién intelectual y cientifica del siglo XVII. No debe olvi-
darse tampoco que el trabajo de Galileo en la mecanica y
la dinamica fue un punto medular del que partiria New-
ton unas décadas después.

Galileo Galilei nacié en Pisa, Italia, donde primeramente
estudié medicina en la Universidad de Pisa. Aprendio
matematicas con un ingeniero privado y a los 17 anos se

Galileo Galilei paso de la medicina a las matematicas.

La lucha por una nueva cosmologia

Galileo asumié la defensa de las ideas del astrénomo polaco Nicolas
Copérnico (1473-1543), integrando en sus trabajos los resultados
facticos obtenidos por Tycho Brahe (1546-1601) y Johannes Kepler
(1571-1630). Este tltimo habia concluido que las 6rbitas de los
planetas eran elipticas y no circulares, en desacuerdo con ideas que
venian desde la Grecia antigua: que los circulos eran las figuras
perfectas que describian la realidad.

Para sus resultados Galileo us6 como base avances hechos por
matemaéticos renacentistas (Hier6nimo Cardano, Nicolo Tartaglia y
otros), pero su principal instrumento de batalla fue el telescopio
(producto de la tradicién artesanal). A través del telescopio pudo
descubrir importantes hechos que desestimaban el dominante geo-
centrismo (los planetas giran alrededor de la Tierra) y favorecian la
interpretacion heliocéntrica de Copérnico (los planetas giran alrede-
dor del Sol): que la Luna tenfa criteres y montanas, que Venus
muestra fases como la Luna, que Saturno parece estar dividido en
tres partes, y que en torno a Jupiter giran tres estrellas o lunas.

Ya en 1610 Galileo publicé su libro Mensajero de las estrellas,
condensando sus observaciones revolucionarias. Es, sin embargo,
22 anos después en su libro Didlogo concerniente a los dos sistemas
del mundo: el ptolomeico y el copernicano, que ataco frontalmente
toda la cosmologia aceptada y la filosofia del gran filésofo griego
Aristételes que habia sido defendida por los escolasticos. El didlogo
fue escrito en italiano para buscar una mayor audiencia para sus

La defensa del helio-
centrismo

Galileo uso el telesco-
pio

Un “uicio” contra el
pensamiento cientifico
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ideas.
Galileo fue llevado a juicio en 1633 por la Inquisicion. Fue conde-
nado a arresto domiciliario durante el resto de su vida, y a renunciar

publicamente al copernicanismo.

Sobre las matematicas

Un famoso pérrafo escrito por Galileo es el siguiente: El lenguage de la nat-
uraleza

“La Filosoffa [la naturaleza| estd escrita en ese gran
mundo que siempre esta ante nuestra vista —y quiero
decir el universo— pero no la podemos comprender si
no aprendemos primero el lenguaje y los simbolos en
los que esta escrita. El libro estéd escrito en el lenguaje
matematico, y los simbolos son triangulos, circulos y
otras figuras geométricas, que sin su ayuda no es posi-
ble comprender una sola palabra de éste; sin ellos uno
vaga en vano a través de un oscuro laberinto”.

Con base en estas lineas: ;jPodria usted senalar cudl pensaba
Galileo que era la utilidad de las matematicas?

1.4 EJERCICIOS DEL CAPITULO I

Completar

En los ejercicios 1 a 5 complete correctamente la frase.

. ., 2. Maria pesaba 60 kg; luego de una dieta su peso
1. Un amigo suyo abrié6 una cuenta de ahorros N
i fue de 58 kg. La variacién absoluta en el peso
con (2000. Al cabo de tres meses tiene .
o de Marfa fuede ____ kg.
¢ 2300 en su cuenta, entonces la variacién ab-
soluta de la cantidad de dinero en la cuenta

fue de
¢

3. Si una cantidad cambia de 200 unidades a 5. Si una cantidad aumenta en 375 unidades
250 unidades entonces su variacion relativa es en un periodo de 3 horas, entonces el cam-

%. bio promedio por hora de esa cantidad fue

4. Si una cantidad inicial de 240 unidades au-
menta en un 30% entonces la cantidad final es
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Seleccién unica

En los ejercicios 6 a 11 seleccione la opcion que completa o contesta correctamente el enunciado dado.

6. Si el cambio absoluto en una cantidad de X
unidades fue un crecimiento de 20 unidades
entonces la nueva cantidad es

(a) X =20 (b) X+20 (c) 5

7. Si una cantidad X cambia a 3X entonces el
cambio relativo es

(a) 30%  (b) 20%

(d) 20X

(c) 200%  (d) 300%

8. Si C colones ganan intereses de manera que a
los 3 meses se convierten en C + 600 colones,
entonces la razén promedio a la que crecié el
dinero fue

(a) ¢ % por mes (b) ¢200 por mes
(¢) ¢600 por mes (d) C + 600 por mes

9. Una barra de metal a 65° C' se coloca en una
habitacién. Al cabo de 2 minutos la temper-
atura de la barra descendi6 en un 10%. ;Cual
es su nueva temperatura?

(a) 58.5°C (b)55°C (c) 71.5°C (d) 75°C

Falso o verdadero

10. Si un objeto se mueve en linea recta de
modo que: a los dos minutos de iniciado
el movimiento se encuentra a 10 metros del
origen, y a los 4 minutos de iniciado el
movimiento se encuentra a 22 metros del ori-
gen; entonces su velocidad promedio es

(a) 16 m/min (b) S%m/min (¢) 5.5m/min
(d) 1.8 m/min

11. Un objeto se mueve en linea recta de manera
que a los t segundos de iniciado el movimiento
se encuentra a s(t) = t2 + 1 metros del origen.
Si queremos estimar la velocidad instantdnea
del objeto a los 2 segundos, entonces podemos
utilizar valores de t cada vez mas préximos a 2
para calcular el valor de la expresién siguiente:

246 t2 — 56 t2 -4 t2+5
(@) 5 05— © 5 @5

En los ejercicios 12 a 18 diga si el enunciado dado es falso o verdadero (explique).

12. La variacién relativa de una cantidad es un
porcentaje.

13. Si un objeto se mueve en linea recta de
manera que la velocidad promedio entre el
tercer segundo y el quinto segundo es de
20m/seg entonces necesariamente la veloci-
dad instantanea del objeto en el cuarto se-
gundo es de 20m/seg.

14. Podemos asegurar que cuanto mayor sea la
distancia recorrida, mayor sera la velocidad
promedio.

15. Algunas rectas tangentes a una curva en un
punto pueden cortar a la recta en otro punto.

16. Si la recta tangente a la gréfica de y = f(x)
en el punto (¢, f(c)) es horizontal entonces

f'(e) =0.

17. Si f'(¢) = ¢'(c) entonces podemos asegurar
que f(c) = g(c).

18. Si f(z) = 7x — 2 entonces f’(c) = 7 para todo
ceR.
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Problemas y preguntas de desarrollo

19.

20.

Un objeto se mueve en linea recta de modo que
alos t segundos se encuentra a s(t) = t242t+5
metros del origen.

(a) Determine la velocidad promedio del ob-
jeto entre los 2 segundos y los 5 segundos.

(b) Determine la velocidad promedio desde el
instante en que inicia el movimiento (¢ = 0
seg) hasta el instante t = 5 seg.

(c) Utilizando el procedimiento estudiado en
este capitulo dé un estimado de la velocidad
del objeto en el instante ¢ = 5 seg.

En la figura 1.15 se da la grafica de una funcién
f v una recta L tangente a la grafica de
la funcién en el punto (2,1); si se sabe que
1'(2) = =2, calcule la ecuacién de la recta L.

Figura 1.15.

21.

22.

23.

24.

De acuerdo con la figura 1.16, calcule cy f'(c).

y = f(z)

Figura 1.16.

Use una tabla de valores para estimar f’(2)

siendo f(z) = x? —x (utilice una calculadora).

Use una tabla de valores para encontrar la pen-
diente de la recta tangente a la curva y =
2?+2—1en el punto (2,5). Elabore un dibujo
de la situacién.

Un objeto se mueve en linea recta de modo que
a los t segundos se encuentra a s(t) = Vt2+9
metros del origen. Usando una tabla de valores
estime la velocidad instantanea del objeto a los
4 segundos.



Movimiento parabolico de proyectiles.
Detalle de una pintura del siglo XVII.



CAPITULO 2
LIMITES

Georg Cantor

Los dos conceptos centrales sobre los que se fundamenta el Calculo
Diferencial e Integral son los de funcion y limite. Si bien es posible es-
tudiarlos sin mucha referencia grafica, la realidad es que se comprenden
mejor si se posee a la par una visualizacion grafica y geométrica. De la
misma manera y como hemos podido apreciar en el capitulo anterior,
el concepto de derivada (también el de integral) admite un sentido em-
inentemente visual y su tratamiento grafico es muy adecuado. En este
libro daremos un especial énfasis a los aspectos geométricos y gréficos
presentes en los diferentes asuntos que trataremos. Por eso antes de
entrar directamente al concepto de limite vamos a repasar rapidamente
el tema de las funciones y la representacién grafica.

La esencia de las matematicas es su libertad.

2.1 FUNCIONES Y SU REPRESENTACION

GRAFICA

Como veremos al final de este Capitulo en términos histéricos, la repre-
sentacién de curvas geométricas en coordenadas (en particular las rec-
tangulares) supuso en el siglo XVII una auténtica revolucién tedrica,
fundamental para la creacién y progreso del Calculo. Cada punto de
una curva se puede representar por nimeros: las coordenadas (z,y), y
la curva se podria describir por medio de una ecuacién. De la misma
manera, reciprocamente, una ecuacién nos daria una curva geométrica.

En esta seccién se repasa el
concepto de funcién. Se da
énfasis a la obtencién de in-
formacién cualitativa refer-
ente a una funcién a partir
de su gréfica.
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coordenadas del punto P
El objetivo esencial de la geometria analitica es, precisamente, el de es-
tudiar curvas geométricas de forma algebraica y ecuaciones algebraicas
con su representacién geométrica.
Si se tiene la ecuacién de una curva geométrica es posible “traba-
jarla” algebraicamente y obtener resultados nuevos que por via mera-
mente geométrica no serian posibles.

La grafica de una funcion

coordenadas del punto Py

Una funcién f(z) = y o la ecuacién f(z)—y = 0 posee representacién ~ Figura 2.1. 22 +y? = r?:
grafica en el plano coordenado. Por ejemplo, la Figura 2.3 nos da la un circulo
grafica de la funcion

y=flx) =22~z

y la Figura 2./ la de otra funcién.

Es importante senalar, sin embargo, que no toda ecuacién nos ofrece
una funcién, ni toda curva geométrica representa la grifica de una
funcién. Por ejemplo, la Figura 2.1 y la Figura 2.2 no representan fun-
ciones. Note que en las ultimas figuras mencionadas para casi todas las
x en el eje de las abscisas se asigna dos y en el eje de las ordenadas (lo
que “prohibe” la definicién de funcién). Figura 2.2. Lemniscata:

De una ecuacién o curva es posible en ocasiones obtener funciones. 3(22 + y2)2 = 100zy
Por ejemplo, de

22+ 9% =7r? (conr >0)

podemos obtener dos funciones:

y? =12 — 22, sacando la rafz tenemos

{yzm

y = —rZ_ 2
lo que graficamente es: Figura 2.3. La curva
r =radio crculo 93
Y =227 — X
(@) = vir=a2 Y
L Dominio [—r,r], Ambito [—r,0]
W 4’
3
> 2
-r =T T Jr L
0 -!{'!,f"i ,,,,[ ,,,,,
y S 13234°
Dominio [—r,r], Ambito [0, 7] — -1
@) = —vi7 = a2

Figura 2.4. Segmentos de

Figura 2.5. Semicircunferencias recta
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Graficas de funciones sencillas

Podemos representar graficamente algunas de las funciones més sen-
cillas:

g Y,
Yy y
'\ S i
f) =k )
k |
\ l
| C
y=mz+b \
y=mz+b !
conm <0 ¢ >
conm >0
—» T xr
\ f@)==z
Figura 2.6. Funciones lineales, dominio: R, . » . .,
L. Figura 2.7. Funcién Figura 2.8. Funcién
ambito: R .. . . ..
constante, dominio: R, identidad, dominio: R,
ambito: {k} ambito: R
— 2
y flz) =az*+bx+ccona>0 N N

y b2 —4dac >0 f(z) = az® + bz + c con a < 0 f(z) = az® + bz + ccona >0

2
yb274ac>0 yb —4ac <0

Figura 2.9. Funciones cuadréticas o parabdlicas, dominio: R

Considere ahora las siguientes dos gréaficas

Figura 2.10.
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i Cuales podrian ser las ecuaciones de las funciones representadas por

esas graficas?

Y
y—interseccion

A

z—intersecciones

Figura 2.11. Intersecciones

[a, +oo[={zr € R/z > a}

o' a

la,+oo[={x € R/z > a}

o' a

f es estrictamente creciente en el intervalo [
si dados 1 y 2 en I: cuando x1 > xo =

f(x1) > f(z2).

Figura 2.12. f creciente

f es estrictamente decreciente en el intervalo
I si: cuando z1 > x2 = f(x1) < f(z2).

(NS

Figura 2.13. f decreciente

Interpretaciéon grafica

Estudiar las caracteristicas de una funcién a par-
tir de su grafica es de mucha importancia para el
Célculo. Vamos a hacer un ejemplo.

Ejemplo 1. Interpretando una grafica

Considere la siguiente gréfica:

y = f(=) 4Y

I
|
%
—

B e

I
W

Figura 2.14. Griéfica de y = f(x)

A partir de ella determine la siguiente informacion:
a) El dominio y el ambito de f.

b) La imagen de 4, y ademds f(—2) y f(5).

o

)
)
) Los puntos donde la curva corta a los ejes.
)

d) Los intervalos donde f es creciente y donde

es decreciente

e) Las ecuaciones de las rectas L1 y Lo que son
tangentes a la curva en los puntos (—2,1) y
(0,—3).
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Solucion:
a) El dominio es R y el &mbito es [—4, +o0l.
b) Tenemos que f(4) =0, f(—=2) =1, f(5) = 2.

c) La grafica corta al eje x (z—interseccién) en (4,0), (—1,0), (—3,0)
y (—5,0). Corta al eje y (y—interseccién) en (0, —3).

d) Es creciente en los intervalos [—4, —2], [1, 4+00[; es decreciente en
] — o0, _4] y [_27 1]

e) Note que la recta L pasa por el punto (—2,1) y es paralela al eje
x. Toda recta y = mx + b paralela al eje x tiene m = 0, por lo

que es de la forma y = b. Entonces la ecuacion es . A

Para poder calcular la ecuacién de Lg se requiere mas
informacién que no da la grafica.

Por ejemplo, si se tuviera la ecuaciéon de la funcién [a,0] = ‘{a: cR/a Sxx Sf)}
explicitamente y = f(x), la pendiente de la recta tan- @ b

gente en el punto (0,—3) se podria obtener con los Ja, b= {z € R/a < z < b}
métodos del Calculo Diferencial (;cémo?).

. . , . . . a b
Si se tiene la grafica es posible obtener informacién
sobre una ecuacién o una funcién, pero no siempre es | —o0,a] ={z eR/z <a}

facil obtener la grafica. x

Si se usa una tabla de valores debe obtenerse muchos b
puntos porque con pocos es posible equivocarse.
Yy
> T > T
ol )
Figura 2.15. Con pocos puntos se Figura 2.16. Con més puntos se
sugiere una recta puede apreciar mejor la gréfica

Construir graficas de funciones a partir de su ecuacién algebraica
es precisamente una de las principales aplicaciones que posee el Céalculo
diferencial.
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_——| Funciones |—_

/ \

algebraicas

trascendentes

' RN
sumas, restas / \ \\
productos, / | %
cocientes |

/
/ z?2+1

'

at+a? -1 '

z+V1—zx

z2—1

Figura 2.17. Arbol de las funciones

2.2 EL PROCESO DEL LIMITE

Los capitulos anteriores sirvieron para ilustrar la importancia de este
proceso en la matemadtica y sus aplicaciones a modelos que describen
situaciones. Aqui lo veremos con més detalle y lo utilizaremos en fun-
ciones cualesquiera.

Ejemplo 2.

Con la grafica y una tabla de valores

;Qué le sucede a f(x) = 22 + 3 cuando z se acerca a 37

Solucion:

La figura 2.18 corresponde a la gréafica de esta funcién. En

ella podemos ver que entre mas cerca se encuentren de 3 los valores de

x, entonces los valores de f(x) se encuentran més cercanos a 12.

La tabla 2.1 de valores refuerza esa percepcion grifica

Tabla 2.1

=5 <<
T 2,51 29 2,99 2,999 3,001 3,01 3,1 3,5
f(x) | 9,5 ] 11,41 | 11,9401 | 11,994001 | 12,006001 | 12,0601 | 12,61 | 15,25

e

<=

Mediante graficos y tablas
de valores de las funciones
se introduce el concepto de
limite de una funcién en un
punto. También se propor-
ciona casos en los cuales el
limite no existe.

f tiende
a 12

}

\/3U'$

f——
x tiende a 3

Figura 2.18. f(z)=22+3
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Podemos ver que a medida que tomamos valores de x més préximos
a 3, tanto para valores mayores que tres como para valores menores que

3, los valores de f(x) se aproximan a 12. A
Ejemplo 3. Con la grafica y una tabla de valores
2 _
Si f(z) = xiz, ia qué valor se aproxima f(x) si x se aproxima a 27
"B J—

Solucion: Aqui tenemos la grafica de esa funcion.

Y

7
7
7
P4
7
P4
7

f tiende
a4

——
x tiende a 2

Figura 2.19. f(x)= '"”;:24

Podemos ver que, atin cuando la gréfica presenta una ruptura (hueco)
en el punto (2,4), las imédgenes de valores de z muy cercanos a 2 son
muy cercanas a 4.

También una tabla de valores utilizando valores de x préximos a 2
tanto por la izquierda (menores que 2) como por la derecha (mayores
que 2), nos convence de esa situacion.

P2 <

z | 1,5]1,9(1,99] 1,999 | 2,001 | 2,01 |21 |25

Tabla 2.2

f(z) 1351393993999 | 4,001 | 4,01 | 4,1 |45

=1 <=

Asi, de la tabla 2.2 deducimos que los valores de f(z) se aproximan
a 4 cuando los valores de x se aproximan a 2. A
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Ejemplo 4. Por la derecha y por la izquierda

Consideremos ahora la funcién g(z) = m

by

- T

Figura 2.20. g(z)= kd

En su grafica vemos que por la derecha de 0 las imagenes son 1,
mientras que por la izquierda de 0 las imégenes son —1, la grafica pre-
senta un “salto” y entonces las imdgenes no se acercan a un mismo valor.
Podemos ver que el limite no existe. Hagamos una tabla como las de los
ejemplos anteriores para verlo de otra manera.

0 <<

Tabla 2.3

z |-0,51]-0,11-0,01]-0,001]0,001|001]0,1]0,5

gz) | -1 | -1 | 1 -1 1 1 1)1

P <

Este caso difiere de los anteriores porque si tomamos valores de x
por la izquierda de 0 entonces g(x) se hace —1, pero al tomar valores
por la derecha de 0 entonces g(x) se hace 1. Esto es: la tendencia difiere
segun el lado en que tomemos los valores. A

Ejemplo 5. Crecimiento ilimitado

1

Ahora hagamos lo mismo para f(z) = —, para valores de z cercanos a
x

0.
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En la figura 2.20 vemos que a medida que nos acercamos a 0 por la
derecha, la grafica de la funcién “sube ilimitadamente” sin aproximarse
a ningun valor en particular. Si vamos por la izquierda de 0, la grafica
de la funcién “baja ilimitadamente” y tampoco se aproxima a ningun
valor en particular.

La tabla también indica esa tendencia.

Tabla 2.4
= 0 <<

z |-0,51-0,11}-0,01]-0,00110,001]0,01]}0,1]0,5

g(x) | -2 | -10 | -100 | -1000 | 1000 | 100 | 10 | 2

P 1 <=

Viendo la tabla 2.4 y pensando en valores de x aun mas préximos
a 0 es facil convencerse que si vamos por el lado derecho los valores de
f(x) crecen ilimitadamente (se dice que crecen sin cota) y si vamos por
el lado izquierdo los valores decrecen ilimitadamente (decrecen sin cota).
A

Comentario sobre los ejemplos anteriores

Estos cuatro ejemplos tienen cosas en comun y cosas en las cuales di-
fieren:

e En primer lugar, tienen en comun el hecho de que tenemos un valor
dado de x (es decir un valor de x previamente fijado) digamos = =
¢y, luego, consideramos valores de x cada vez més proximos a c,
tanto valores mayores que ¢ (por la derecha) como valores menores
que ¢ (por la izquierda). Esta situacion se expresa diciendo que z
tiende a ¢ y simbdlicamente se indica por

r — C

En el ejemplo 2, z — 3;
en el ejemplo 3, x — 2;

en los ejemplos 4y 5, . — 0.

e En segundo lugar, en los ejemplos 2 y 3, a medida que nos aprox-
imamos al valor dado de x, no importa si lo hacemos por la
izquierda o por la derecha, los valores de f(z) se van aproximando
a un valor fijo L. Decimos en este caso que f(x) tiende a Ly es-
cribimos

fl@) — L

La situaciéon completa se expresa asi:

crece indefinidamente

Y

decrece indefinidamente

Figura 2.21. f(z) =1

La idea intuitiva de

limite
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“El limite de f(x) cuando x tiende a c es igual a L”

Simbdlicamente se escribe

lim f(z) =L

Tr—cC

Se tiene entonces que

lim 22 4+ 3 = 12,
r—3

EL VALOR ABSOLUTO

Recuerde que el valor absoluto se define de la siguiente manera:

T si x>0
o] = -z si <0

Lo anterior significa que si un nimero es positivo o cero entonces es igual a su valor absoluto y si el
nimero es negativo entonces su valor absoluto es su opuesto.

Algunas propiedades

1) |z| > 0 para todo z € R 2) |zy| = |x| ly| para todo x, y en R
3) |z +y| < |z| + |y| para todo z, y en R 4) |z| < k es equivalente a —k < x < k
5) |x| > k es equivalente a . > ko x < —k

Recuadro 2.1: Valor absoluto

e En el ejemplo 4 tenemos una situacién diferente. En este caso,
cuando z tiende a 0 por la derecha entonces g(x) tiende a 1, pero
cuando z tiende a 0 por la izquierda se tiene que g(z) tiende a —1.

En estas circunstancias se dice que el limite de g(x) cuando z
tiende a 0 NO EXISTE.

Es decir 2] Un limite que no ex-
lim —  no existe. uste
z—0 T
e Finalmente, en el cuarto ejemplo tampoco existe el limite de f(x)
cuando x tiende a 0, porque la tabla no presenta tendencia hacia
ningun valor fijo sino que las imégenes crecen o decrecen sin limite

a medida que aproximamos x a 0. Esto es:

1 )
lim — no existe.
z—0 T
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De acuerdo con lo anterior damos la siguiente definicién intuitiva de
limite.

Definicion 2.1. El limite

Decimos que el limite de f(x) cuando x tiende a c es igual a L si a medida que x se acerca a ¢, ya sea
por la derecha como por la izquierda, entonces los valores de f(x) se aproximan a L.
Esto se escribe

lim f(x) = L.

r—c

La situacién anterior también se puede escribir como f tien

f(x) = L cuando z —c

Esto se puede ver graficamente en la figuras 2.22 y 2.23.

x tiende a ¢

Figura 2.22.

Ejemplo 6. Existencia de los limites

La figura 2.24 representa una funcién y = f(x).

Figura 2.23. lim f(z) =L Figura 2.24. y= f(z)

Tr—c
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A partir del dibujo tenemos

lim f(x) =1, lim f(z) =1,5

rz——4 z—2

lim f(x) =1, lim f(x) =2,5

r—1 z—6

Por otra parte:

lim f(z) no existe porque cerca de 3 la funcién crece sin cota.
3

T——

linr}L f(z) no existe porque: si nos aproximamos a 3 por la derecha,
Tr—

los valores de f(x) se aproximan a 4, y si lo hacemos por la
izquierda, los valores de f(z) se acercan a 3.

YA

Cuando tratamos con los limites debemos tener en consideracion una

serie de situaciones:

1. El limite de f(x) cuando z — ¢ puede existir ain cuando f(c) no

exista. Por ejemplo, recuerde que si

2
e —4
€Tr) =
entonces se tiene que
2
e —4
lim =4
x—2 xr — 2

y sin embargo f(2) no existe (porque en x = 2 el denominador se
hace cero).

. Por el contrario, puede ser que f(c) exista y sin embargo lim f(x)
r—cC

no exista, tal es el caso si consideramos ¢ = 4 en el gréafico anterior.

. Puede ser que tanto lim f(x) como f(c) existan pero no sean
r—cC

iguales. En el grafico anterior se tiene, por ejemplo,

f(2)=2,5
y
i;rraf(m) =1,5.

. Finalmente, en muchas ocasiones existe el limite de la funcién

cuando x — ¢y este limite es igual a f(c). Por ejemplo, vimos
antes que
lim (22 + 3) = 12

r—3

y también, si f(z) = 2% + 3 entonces f(3) = 12.
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De todo esto lo que debe quedar bien claro es: al calcular lim f(x) lo
Tr—cC

que interesa es “lo que sucede con f(x) para valores de x muy proximos
a ¢y no lo que sucede en ¢ mismo”. Es decir, no importa si f(c) existe
0 no existe, y si existiera no interesa quién sea; el limite no tiene que ver
con f(c) sino con los valores de f(z) para x cercano a c.

2.3 CALCULO DE LIMITES

Hasta aqui hemos calculado limites mediante la elaboracién de una tabla
o viendo gréaficas de funciones. En las tablas hemos escrito valores de
x suficientemente cercanos al valor x = ¢ dado y hemos consignado las
correspondientes imagenes obtenidas mediante el uso de una calculadora.
A partir de estas imagenes hemos inferido el valor del limite o hemos
determinado que no existe.

Esto estd bien para introducir el concepto y tratar de aclarar su
significado. En algunas ocasiones esto nos permite también tener una
idea bastante acertada del limite, sin embargo el uso gréaficas o de tablas
para calcular limites no es todo lo eficiente que quisiéramos. Bésicamente
tenemos algunos problemas:

e A veces no se conoce la grafica de una funcién, o es muy dificil de
trazar.

e Para algunas funciones en general es muy engorrosa la elaboracion
de la tabla utilizando tnicamente una sencilla calculadora.

e No siempre el valor que uno puede inferir de la tabla es el correcto.

Como sucede muy a menudo en matematicas, se puede tomar ata-
jos que nos permiten efectuar cdlculos mas rapidos y, a la vez, con la
certeza de la validez de los resultados obtenidos. En el caso de los limites
esto se logra con el uso adecuado de algunos teoremas que daremos a
continuacién como propiedades de los limites.

Primeramente, comentaremos dos limites especiales.

Dos limites especiales
El limite de una funcién constante

De la grafica 2.25 podemos ver que para cualquier valor de ¢ tenemos
que
limk =k

r—c

Los walores de f(x)
que wnteresan

En esta seccién se estable-
cen las propiedades de los
limites y se dan algunas
técnicas que permiten calcu-
lar muchos limites de fun-
ciones algebraicas, sin tener
que recurrir ni a graficas ni
a tablas.

Grdficas y tablas no
siempre pueden ayu-
dar

Figura 2.25. f(z) =k

(constante)
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Ejemplo 7. a) lir% 2=2
r—
b) lim3 V2 =12
T——
c) lim 3,5=3,5 A
el

2

El limite de la funcién identidad

De la gréafica 2.26 podemos observar que para cualquier valor x = ¢ se
tiene que

limz=c¢
r—cC

OPERACIONES CON FUNCIONES

Dadas dos funciones f y g, en la parte comun de su dominio podemos definir:

e La sumade fy g como (f + g)(x) = f(x) + g(z).

e La resta de f menos g como (f — g)(z) = f(z) — g(x).

e El producto de f y g como (f-g)(x) = f(z) - g(x).

e El cociente de f sobre g como <i>(m) = /@) (si g(x) #0).
g 9(x)
También se define la composicion de funciones del siguiente modo: suponga que A, B y C son
subconjuntos de Ry sean f: A — By g: B — C, a partir de ellas se define una nueva funcién que se

llama la funcién composicién que va de A a C, se denota por go f y es tal que (go f)(z) = g(f(x)).

Esto significa que para encontrar la imagen de = bajo g o f, primero se calcula la imagen de = bajo f y
luego la imagen de f(z) bajo g.

Por ejemplo, si f(x) =z +2y g(x) = 2% entonces (go f)(z) = g(f(z)) = g(z +2) = (x + 2)%. También
se puede calcular (fog)(z): (fog)(z)= f(g(x)) = f(z?) = 2% + 2.

Observe que ambos resultados difieren; debe tenerse mucho cuidado al calcular composiciones de funciones
para no invertir el orden en que se aplican.

Recuadro 2.2: Operaciones con funciones
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Ejemplo 8. a) limz =5

r—5

b) lim z = —3 e ¢

r——3

¢) imz =3 A
.

f@) ==

Propiedades de los limites Figura 2.26. f(z) ): z (iden-
tidad

Los limites especiales comentados anteriormente junto con las propieda-
des generales de los limites que vamos a dar aqui, nos permitiran calcular
una gran cantidad de limites sin recurrir a tablas o a graficas.

2)

b)

Teorema 2.1. Operaciones con limites

Suponga que f y g son funciones tales que lim f(x) =L y limg(z) =M entonces se tienen las
r—cC

r—cC

siguientes propiedades:

lim [ f(z) + g(z)] = L+ M. “El limite de una suma de funciones es igual a la suma de los limites
r—cC

de las funciones (cuando éstos existen)”

lim [ f(z) — g(z)] = L — M. “El limite de una resta de funciones es la resta de los limites de esas
r—cC

funciones (cuando éstos existen)”

lim [f(z)g(z)] = L-M. “El limite de un producto de funciones es el producto de los limites de
r—cC
esas funciones (cuando éstos existen)”

fle) L . €y T : C : ‘
im @) 7 Slempre que M # 0. “El limite de un cociente de funciones es el cociente de los
z—c g(x
limites de esas funciones (cuando éstos existen y el limite en el denominador es diferente de 0)”

Sin es un nimero entero entonces lim[f(x)]" = L". Cuando n es negativo se debe tener que L # 0.
xr—c

“El limite de una potencia de una funcién es la potencia del limite de esa funcién (cuando éste
existe y en caso de que el exponente sea negativo L # 0)”

Si n es un numero natural entonces lim {/f(z) = VL. En caso de que n sea par debemos tener
r—cC

L > 0. “El limite de la raiz n—ésima de una funcién es la raiz n—ésima del limite de la funcién
(cuando éste existe y cuando n es par si es mayor o igual que 0)”

A continuacién se da una serie de ejemplos que ilustran las propie-
dades indicadas. En todos los casos los calculos estan basados en los
limites de la funcién constante y de la funcién identidad ya dados.

Aplicaciones de las propiedades de los limites
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Ejemplo 9.
a) lim(z + 15) = lim = + lim 15 =3 + 15 = 18
r—3 z—3 z—3
b) lim(x —15) = limz — lim 15 =3 — 15 = —12
z—3 z—3 z—3
¢) lim4zr =lim4-limx=4-5=20
T—5 T—5 T—5
a) lim r+15 l¥mx_>3(1‘ +15) _ 18 -3
z—3x —15  limg ,3(z —15) —12 2
3
e) lim2® = {lim x] =23 =38
T—2 T—2
f) lim vz = /limz=+v4=2
z—4 z—4
Ejemplo 10.

Calcular lin%(ac2 + 2z + 3).
Tr—

Solucion: Tenemos

lim (2% 42z +3) = lim2? + lim 22 + lim 3
z—2 z—2 z—2 z—2

2
_ @mﬂ 4 lim 2- lim z + lim 3
x—2 rx—2 r—2 x—2

= 224+2.2+3
= 44443
= 11

Ejemplo 11.

2 +1  [limgg 2] 4 lim, 31

im = - .
z—3 x + 2 lim, .3z + lim, .32

3241
3+ 2
10

2
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Ejemplo 12.

lim Vr+4-1 lim, 5(v/x 4+ 4 — 1)

z—5 /2 +2 + 1 limg5( V22 +2 4+ 1)
Vi0img,_ 52+ lim, 54 — 1
Jlimg_5 22 + lim, 52+ 1
VEtd—1

V25 +2+1

Vo-1 3-1 2 1

VT +1 3+1 4 2

A

Si usted observa detenidamente estos ultimos cuatro ejemplos se dara
cuenta que basta evaluar la funcién en el valor hacia el que tiende z. Esto
es cierto en muchos casos, como sucede en los siguientes:

Ejemplo 13.
. xP+1 2241 5
a) lim = -
x—2 x+ 2 2+ 2 4
—4 -4 -1
b) lim _3 —
z—3x+ 95 3+5 8
Vb 1 5+ (-2)+1 3+1
c) lim rrl Y+ z\[—i_ =V3+1
—-2 123 (—2)2 -3 4—-3

Pero la evaluacién directa no siempre funciona. Consideremos nue-
vamente

Si intentamos evaluar en 2 obtenemos

22_4 0

2-2 0

y esta es una expresion indefinida.
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Limites determinados o indeterminados

Decimos que el limite es determinado si al evaluar la funcion en el valor
hacia el que x tiende se obtiene el valor del limite. En caso contrario
se dice que es indeterminado. Existen varias formas indeterminadas;
la que acabamos de ver se llama la forma indeterminada 8. Cuando al
intentar calcular un limite se obtiene una forma indeterminada debemos
echar mano de otros aspectos de la funcién para encontrar el limite

propuesto.
Volvamos a
. 2’ —4
lim .
r—2 T — 2
Lo que sucede aqui es que
lim(zx —2)=0

r—2

y entonces la propiedad del limite de un cociente no se puede aplicar
porque el limite del denominador es igual a 0. Sin embargo, en el ejemplo
3 habiamos dicho, mediante el uso de una tabla, que

Coxt—4
lim
r—2 T — 2

=4.

iSera que la tabla nos engand o habrd una manera de verificar que este
valor es correcto?

La respuesta a esta pregunta estd fundamentada en la siguiente
propiedad

‘\Jék/ .

—_——~
x tiende a 2

2

Figura 2.27. f(z) = 2=}

r—2

Teorema 2.2. Dos limites coinciden si ...

todo z del intervalo con x # ¢ entonces

lim f(x) = lim g(z).

r—cC Tr—cC

Si f y g son dos funciones definidas en un intervalo abierto que contiene a ¢ ysi f(x) =

g(z) para

En otras palabras, lo que esta diciendo el teorema es que no importa
lo que pase en c, si las funciones coinciden para valores cercanos a c los
limites indicados son iguales. En el siguiente dibujo se dan tres funciones
que coinciden excepto en c¢. Se ve en ellas que los limites cuando = — ¢
tienen que ser iguales.
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fle) =P, g(c) =1L, h(c) no existe,
lim f(z) =L lim g(z) = L lim h(z) =L

Figura 2.28. f, g y h difieren en ¢ pero tienen el mismo limite en ¢

FACTORIZACION Y SIMPLIFICACION

Factorizar es expresar un polinomio como producto de otros polinomios.

Por ejemplo, si usted realiza el producto (z — 2)(x + 3) obtiene como resultado z? + = — 6, en otras
palabras: 22+ 1 —6 = (z —2)(x +3) de manera que (z — 2)(z + 3) es una factorizaciéon de 2 + z — 6,
se dice que (z — 2) y (z + 3) son factores de x? 4 x — 6.

Simplificar un cociente de polinomios consiste en factorizar el numerador y el denominador y “tachar”
los factores que sean idénticos “arriba” y “abajo” en la fraccién.
Por ejemplo, 72 +z — 6 = (z — 2)(x +3) y 22 — 4 = (v — 2)(z + 2), entonces

??+r5-6 (r—-2)(x+3) x+3

2—4  (z2-2(x+2) z+2

La tltima fraccién es simplificacién de la primera (se taché el factor en comin x — 2).
Existen muchos métodos de factorizar polinomios; un repaso de ellos puede serle muy 1til en el calculo
de lmites.

Las siguientes férmulas de factorizacién le pueden ayudar.

? 42y +y? = (z+y)(z+y) 2 =2xy+y* = (z—y)(z—y)
2> =y = (x+y)(z —y) wd =y = (x —y)(=® + 2y + ¢?)
23+ 3 = (x +y) (2% — 2y + v?) 22+ (a+b)x +ab= (x +a)(x + b)

Recuadro 2.3: Factorizacién

Lo que todo esto significa es: si se logra transformar adecuadamente
la funcién dada en otra que sea equivalente a ella (salvo en el valor ¢
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dado) y si la funcién nueva tiene un limite determinado, entonces: éste
es también el limite de la funcién original.

Regresando una vez maés a

a2 —4
lim ,
z—2 T — 2

sabemos que

2_ 4 —2 2
P-4 _(@-@+?)
r—2 xr—2

siempre que = # 2.
De esta manera, segun el teorema:

1‘2—

4
lim =lim(zr+2)=2+4+2=4
x—2 T — 2 x—2

tal como lo indicaba la tabla.

Calculo de limites: métodos

A partir del ejemplo anterior vemos que con el objeto de realizar estas
transformaciones se utiliza los conocimientos del dlgebra basica tales
como operaciones con fracciones racionales, factorizacion de polinomios,
racionalizacion y simplificacion de expresiones algebraicas en general.
A continuacién se presenta varios ejemplos que ilustran estos pro-  Limites indetermina-
cedimientos. En todos los casos se trata de limites indeterminados de la  dos.
forma 8. Cuando esté calculando limites haga siempre en primer lugar  Euyaluar primero
la evaluacién porque si el limite no es indeterminado no es necesario
realizar las transformaciones por méas “extrana” que sea la funcién.

Primer método: factorizar y simplificar

Ejemplo 14.
2 _ —
i x“ =9 — fim (x —3)(x+3)
e—322 —1—6 =3 (z —3)(x+2)
. T+3
= lim
x—3 1+ 2
_ 3+3 _ 6
- 3+2 5
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Ejemplo 15.
51 —1)(2? 1
limx = lim (2 )@ +z+1)
z—1 12 —1 z—1 ({E — 1)(1‘ + 1)
o 4 a+1
= lim ———
z—1 x4+ 1
_ 3
= 3 N
Ejemplo 16. f
oot —a2?—3x+2
lim =
r—2 :L'2 —5r+6
_ 2 _
lim (x =2)(z"+2z—1) _
r—2 (JZ — 3)(1’ — 2)
2 _
g =15 .
z—2 x—3 —1 A

RACIONALIZACION

En una fraccién algebraica que contenga radicales, racionalizar es eliminar el radical del denominador
o del numerador. Normalmente el radical no desaparece del todo de la expresion sino que “cambia de
lugar”.

Ejemplo: Racionalizar el denominador en

T
VI+2+z

Se trata de que el denominador no contenga races. El método es multiplicar el numerador y el denom-
inador por una expresién que permita que en el denominador no queden las races. Es de gran ayuda
recordar las féormulas de factorizacién (vea el recuadro sobre ese tema). En este caso, con el fin de utilizar
la férmula de diferencia de cuadrados procedemos as:

x _ z(vVr+2—x)
Vi+2+vr  (Vr+2+ Vo) (Ve +2-x)

o(Vi¥3-VE) _a(/ati- B _a(at2- /@)
2

(Var2) - (va)  atzee

De modo parecido se procede si hay que racionalizar el numerador, pero en ese caso eliminando las races
del numerador.

Recuadro 2.4: Racionalizacion
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Segundo método: racionalizar y simplificar

Ejemplo 17.
) -2
Calcular lim .
z—4 x—4
Solucion:  En los casos anteriores utilizamos factorizacion y simpli-

ficacién para obtener una nueva funcién. Aqui lo més conveniente es
racionalizar el denominador; para ello multiplicamos tanto el numera-
dor como el denominador de la fraccién por /z + 2.

(VE-2)(VZ+2)

z—4 x—4 r—4 (.’E—4)(\/5+2)
_ oy x—4
T i@ -4z +2)
= lim !
a—4 \/x + 2
B 1 1
Va2 A4

Ejemplo 18.

. Vb+z—x . (V6+z—2)(V6+2x+1x)
lim ——— = lim
-3 33—z a—=3  (3—-z)(Vb6+x+x)
) 6+ x — 22
= lim
=3 (3 —x)(v/6+x+x)
— lim 3—2)2+x)
=3 (3—x)(vV6+x+x)
2%
z—=3/6+x+T
243 5
V6+3+3 6
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Ejemplo 19.
. vVr+5—2
Calcular lim ———
rz——1 x+1

Solucion:  Aqui racionalizamos el denominador:

. Vr+5-2 . (Wr+5-2)(Vx+5+2)
lim —m—— lim
e—-1 x+1 e—-1  (z+1)(z+5+2)
. r+5—4
lim
e—=1(x 4+ 1)(vz+5+2)
. z+1
= lim

v==1(z+1)(Vz +5+2)

1
= lim —————
z—=1+/x 4+ 542

1 1
V-I1+5+2 4

Tercer método: combinacion de los anteriores

Ejemplo 20.
. 2 4+r—2 . ($2 + -
lim ——— = lim
t——2+/6 + 1 — 2 t—-2 (/6 +x —

:v—>H—l2 6+$—4

— lim (22 4+ 2 —2)(V6+z+2)
T——2 T+ 2

—  lim (x4 2)(x —1)(vV6 + 2+ 2)
T——2 T+ 2

= limQ(x—l)(\/G-i-x—l-Q)

T——

= 12 A

Ejemplo 21.
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, del

(Ve +d-1)(Vo+a+1)(V2e+7+1)

V2e+T7-1)(V2r+7+1) (Ve +4+1)

1=z (1 —va)(1+ Vo)
lim = lim
r—1 12 —1 z—1 (l‘ — 1)(33‘1+ 1)(1 + \F)
T
= lim
P = 1) + (1 + v/a)
= lim —(@—1)
el (o D+ D+ va)
= lim —_
2 @ D1+ Va)
= 1
Ejemplo 22.
. ve+4—-1
Calcular lim ——
z—=32x +7—-1
Solucion:  En este caso procedemos por “doble racionalizacion”
siguiente modo:
ver+4—-1
e—=32x+7—-1 3 (
(r+4-1)(V2x+7+1)
= m
e—=3 2z +7—1)(Vz +4+1)
B (x+3)(V2zr+T7+1
~3 (204 6)(Vz +4+1
~ (x+3)(V2r+T7+1
e—-32(x +3) (Ve +4+1
~ lm V2r+7+1
232z +441)
_ 1
2
Ejemplo 23.
11
2 T

Calcular lin%

Solucion:

€Tr—>

Transformamos la funcién utilizando las operaciones con

Doble racionalizacion
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expresiones algebraicas.

lim =——=—— = lim
x—0 T

Ejemplo 24.

Caleular Jim ¥ Y= ° + — Ve
Solucion: Observe que en este caso aparecen dos variables: x y h. Para
efectos del célculo del limite es h la que hacemos variar hacia 0 (pues

dice h — 0), la z se trata como si fuera constante. Tenemos entonces:

S VIR VE (Ve E - VW TR 4 )

h—0 h h—0 (\/l’ + h+ f)
~ fim (x+h)—=z
h—0 h(vxz 4+ h + /)
h

}Liféh(\/mqt\/f)
1
fllig(l)\/:c—i-h—i-\/f
1
NeEa PG
1
NG

2.4 COORDENADASY GEOMETRIA
ANALITICA

Pareciera lo méas natural el realizar la representacién de curvas o fun-
ciones en coordenadas rectangulares. Sin embargo, la humanidad tuvo

Aqui se esboza brevemente
el desarrollo histérico de
la Geometria Analitica y
se proporciona alguna in-
formacién referente a René

Descartes.
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que atravesar un largo trayecto para esta construccién matematica que
seria decisiva en el desarrollo del Célculo y las matematicas modernas.

En la Antigiedad

En la Grecia Antigua, por diversas razones, la aritmética y el algebra
se vieron subordinadas a la geometria. Los numeros y las relaciones
numéricas se estudiaban a partir de sus representaciones geométricas
(como por ejemplo, segmentos, dreas o voltimenes), y las construcciones
con regla y compas eran centrales. Por ejemplo, hoy en dia nosotros
expresamos la relacién algebraica (distributividad):

a(b+c+d) =ab+ ac+ ad.

En la Antigiedad, el famoso matematico Euclides, en su libro Los FEle-
mentos (Libro II), escribié el equivalente de esa expresién algebraica en
términos geométricos:

“Si tenemos dos lineas rectas y cortamos una de ellas en
un numero cualquiera de segmentos, entonces el retangulo
contenido por las dos lineas rectas es igual a los rectangulos
contenidos por la linea recta que no fue cortada y cada uno
de los segmentos anteriores.”

Este teorema queria decir que:

AD(DE + EG+GC) — AD . DE + AD - EG + AD - GC

Con la caida definitiva de las civilizaciones griega y romana, siglo V
d. C., lo que hoy conocemos como Europa (salvo Italia y Grecia), se
convirtié en una coleccién de pueblos aislados y de poco nivel cultural
y educativo, bajo la influencia central de la Iglesia Catolica. Una buena
parte de los textos griegos fueron rescatados, preservados, traducidos y
ampliados por los musulmanes (después del siglo VII d. C.). La mayoria
de estos textos serian conocidos por lo europeos hasta después del siglo
XIId. C.,y esto contituyé un factor importante del Renacimiento (siglos
XV y XVI) y, también, de la Revolucién Cientifica que se daria en el
siglo XVII.

En el nuevo momento historico

Nuevos avances significativos en las ciencias y las matemédticas después
de los griegos tuvieron que esperar més de 15 siglos.

Aunque hubo predecesores importantes como, por ejemplo, Nicole
Oresme (circa 1323-1382) y Franiois Viite (1540-1603), el resultado de-
cisivo para “liberar” a la aritmética y el dlgebra de su subordinacién a la
geometria, fue construido por los franceses René Descartes (1596-1650)
y Pierre de Fermat (1601-1665) (independientemente). Se trataba de la

Representacion
geométrica en  Fu-
clides

largo DC'

largo DE

'"Lj::::::::::tlj

N

Figura 2.29.

Los textos griegos en
el Renacimiento

Descartes y Fermat:
la construccion de la
geometria analitica
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representacion de curvas geométricas en sistemas de coordenadas y, lo
mas importante, el tratamiento del dlgebra y la aritmética sin tanta lim-
itacién con relaciéon a la representacién geométrica antigua. Silas curvas
de esta manera podian describirse con ecuaciones algebraicas, también
nuevas ecuaciones algebraicas permitian definir nuevas curvas que los
griegos antiguos no podian conocer (pues estaban “amarrados” a las
contrucciones geométricas con regla y compds). A los nuevos métodos
se les llamaria Geometria Analitica.

La nueva geometria permitié considerar un sinnimero de nuevos
problemas matematicos y fisicos y, de la misma manera, ponia en evi-
dencia que el dlgebra y la aritmética constituian campos tedricos inde-
pendientes de la geometria. Podria decirse que los siguientes siglos de la
historia de las matematicas verian un cambio de énfasis de la geometria
hacia el 4lgebra.

Descartes y Fermat

Debe senalarse que la construccion de la geometria analitica fue com-
pletamente imprescindible para la creacion del Célculo Diferencial e In-
tegral. Cabe mencionar algunos detalles interesantes:

e Por un lado, que el uso mas sistematico de las coordenadas rec-
tangulares “cartesianas” fue realizado mas bien por Fermat que por
Descartes (quien usé en general coordenadas oblicuas).

e En segundo lugar, la obra de Descartes en la que aparece la ge-
ometria analitica fue publicada en 1637 como un apéndice del famoso
libro El discurso del Método e intitulado: La Géométrie. La obra de Fer-
mat seria publicada hasta 1679 (péstumamente en la obra Varia opera
mathematica). Sin embargo se ha demostrado que Fermat habia descu-
bierto el nuevo método antes que apareciera La Géométrie de Descartes.

e En tercer lugar: los nuevos métodos algebraicos, tanto para Descartes
como para Fermat se enfocaron hacia la solucién de problemas geométricos.

Sin embargo, Descartes tenia mejor comprensién que Fermat en cuanto
a que se trataba de una metodologia radicalmente nueva que rompia con
la tradiciéon antigua.

La geometria analitica fue necesaria para la creacién del Calculo,
pero, también, se entendié mejor la importancia de la geometria anali-
tica cuando el Célculo se desarrollé.

Descartes y las matematicas

René Descartes al igual que matematico fue un gran filésofo, fisico, y
también soldado. Fue abanderado del mecanicismo (la realidad se de-
scribe con las leyes de la mecénica) y traté de dar un nuevo método
para obtener conocimiento verdadero basado en las mateméticas y sus
métodos. El siguiente parrafo fue escrito por él:

“...Todas las ciencias que tienen como finalidad investiga-
ciones acerca del orden y la medida estan relacionadas con

Un  fundamento
Calculo

La matemdtica
versal

del

UNI-
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las matematicas. Es de poca trascendencia si esta medida se
mira en nimeros, formas, estrellas, sonidos, o en cualquier
otro objeto. En acuerdo con eso, debe existir una ciencia
general que debe explicar todo lo que puede ser conocido
acerca del orden y la medida, considerados independiente-
mente de cualquier aplicacién a un sujeto particular, y eso,
de hecho, esta ciencia tiene su propio nombre, consagrado
por un largo uso, ... las matematicas. Y una prueba que so-
brepasa en facilidad e importancia las ciencias que dependen
de ella es que integra al mismo tiempo todos los objetos a
los cuales éstas se dedican y a muchas otras més a la par...”

. Podria usted senalar cudles son las ideas principales del parrafo
anterior?

Femet fescarios
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2.5 EJERCICIOS DEL CAPITULO 2

Interpretacién grafica

1. ;Cudles de las siguientes graficas representan funciones?
y
y

(a) (b) ‘ (c) {i\ () \_

Figura 2.30. Figura 2.31. Figura 2.32. Figura 2.33.
v y y
A_‘:‘
(© (%) (b i
Figura 2.35. Figura 2.36. Figura 2.37.

Figura 2.34.

2. Las siguientes grificas representan pardbolas f(z) = az? + bz + ¢. En cada caso indique si el
discriminante A = b% — 4ac es positivo, negativo o cero.

(a) / \ (b) \% (¢) ; ; (d)

Figura 2.38. Figura 2.39. Figura 2.40. Figura 2.41.
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Y
A
5 ,,,,,,,,,,
3. Dibuje la grafica de una funcién que contenga
los siguientes puntos (0,4), (2,0), (=2,1) y 2,5 o
(3,-2). SRR A
4. La figura 2.42 representa la grafica de una ~ -1,5
funcién f, determine f(0), f(3), f(—3), la im- /o] —4
agen de —5 y la imagen de 1.

Figura 2.42.
Las grdficas en los ejercicios 5 a 9 representan funciones. En cada caso proporcione la siguiente
nformacion:
1. Dominio y dmbito de la funcion.
2. Los puntos de interseccion con los ejes.

3. Los intervalos donde la funcion es creciente y los intervalos donde es decreciente.

y y Yy
] i Al
f oy \
. =4 I 2
—4 i -5 4 LT
B Damen S Ry O N T
5 2 A 122 1 6. EREy s 7. e T
/172 T : T
4 _4 4
i 4 [
Figura 2.43. Figura 2.44. Figura 2.45.
y Yy

I
T T N B |

Figura 2.46. Figura 2.47.
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Falso o verdadero

10.

11.

12.

13.

17.

En los ejercicios 10 a 16 diga si la afirmacion dada es falsa o verdadera (explique).

Si f es una funcién tal que lin})} f(x) =7 en-

tonces podemos asegurar que f(3) = 7.

Si f(5) no estd definido entonces lin% f(z) no

existe.

Para cualquier funciéon polinomial p se tiene
que lirrip(x) = p(4).
Tr—

son funciones tales

Si f vy g que
lim[f(x) + g(z)] existe entonces podemos
r—cC

asegurar que lim f(z) y lim g(z) existen.
xr—c Tr—cC

Sea f una funcién tal que lirré f(xz) =8. Con
r—

base en esto diga cudles de las siguientes afir-

maciones son verdaderas y cudles son falsas

(;por qué?).

(a) Necesariamente f(3) = 8.

(b) Para valores de z “suficientemente
proximos” a 3, los valores de f(z) son sufi-
cientemente proximos a 8.

(c) Necesariamente existe un valor ¢ muy cer-
cano a 3 tal que f(c) = 8.

(d) Necesariamente, a partir de un cierto valor
de x cercano a 3 los valores de f(z) son iguales
a 8.

14.

15.

16.

18.

f(x)

- 3
Si lim —— = —, entonces podemos asegurar
z—-1g(x) 5
que limlg(aﬁ) # 0.
T——

Si lim f(z) # 0 y limg(z) # 0 entonces
lim[f(z)g(z)] existe y es diferente de 0.

Si linél3 f(z) = lirrg5 g(x) entonces podemos ase-
xr— xr—

gurar que f(8) = g(8).

La figura 2.48 representa la grifica de una
funcién f. Para cada una de las siguientes
afirmaciones diga si es falsa o verdadera (ex-

plique).

1. £(0)=2

2. f(=2) < f(x) para
todo x en el dominio
de la funcién.

3. £(2) > f(3)
4. Sib < a < -2 en-
tonces f(a) > f(b).

5. Existe ¢ tal que
fle) = f(z) para

todo x en el dominio

de f.

Figura 2.48.
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19.

20.

21.

22.

27.

Seleccion unica

En los ejercicios 19 a 27 escoja la opcidon que conteste o complete correctamente el enunciado propuesto.

Si lir% flz)y=2y lin% g(x) = 0 entonces pode-
mos asegurar que
f(z)

(a) lim no existe. (b)

a—3 g(z)

. 9(z)
©) I )

Si lime(x) = 3 entonces 1im2(f2(aj) —z%)es

no existe.

igual a

(a) 13 (b) 5

El valor de Tim /2=
z—1 . —1

(b) 1 (c) —1

es

(a) 2 (d) 0

1_1
El limite lim ’”7‘3 es igual a

T—3 T —
(b) 1/3 (c) —=1/9

(a) 0 (d) No existe

23.

24.

25.

26.

1
El limite lim =+ 1] es igual a
rz——1 X 1
(a) 1 (b) =1 (c) 0 (d) No existe
2
-2
El limite lim T2 es igual a
a—1  |x —1]
(a) 3 (b) =3 (c) 2 (d) No existe
2+ 2zh + h?
El limite lim il es igual a
h—0 z+h
(a) z (b) h (c) 0 (d) No existe

Una funcién cuyo limite no existe cuando x —
2 es la siguiente:

(a) f(2) = 22
(b) f(z) = =8
(c) f(z) = 2%
(d) f(o) = 222

Para cierta funcion f se obtuvieron las siguientes tablas de valores:

=1
[08...8

<<
0...02 | ...

z 080,880,888 .. 1, 1,002 [ 1,02 | 1,2
f@) | 3 | 3 3 ... 3 3 3 3 | 3
-1 <
z 1090990997 ...109..9]10..0L]...1,001]101]11
f@) | 2 | 2 2 ... 2 2 2 2 | 2

De acuerdo con esto, sobre lim1 f(x) podemos decir que
Tr—

(a) esigual a 2 (b) es igual a 3

(c) es igual a algin nimero en el intervalo |2, 3|

(d) no existe
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28.

31.

Problemas y preguntas de desarrollo

La figura 2.49 representa la 29. La figura 2.50 representa la 30.

grafica de una funcién f. Con
base en ella dé el valor de
cada limite o establezca que el
limite no existe.

(a) lim f() (b) lim f(z)

grafica de una funcién g. Con
base en ella dé el valor de
cada limite o establezca que el
limite no existe.

(a) lim g(z) (b) lim g(z)

La figura 2.51 representa la
grafica de una funcién h. En
cada caso determine el valor
de cada limite o establezca
que el limite no existe.

(a) lim h(z) (b) lim h(z)

(¢) lim f(a) (d) lim f(z) () lim g(z) (d) lim g() () lim h(z) (d) lim h(z)

r—3
v (e) lim g(z) v
r—8
g4 . B
61 /_O/ y i
: --
21 0 +
: -3
T, : z + : —h 2 z
4 11 4 i | 1 3
— —— x ]
8—6 1S 4 8 |
T =4

Figura 2.49. Figura 2.51.

Figura 2.50.

Considere la funcién  f(z) = 3% — 1‘ Utilice 32. Completando una tabla como lzi}lc d_el ejemplo
una calculadora para completar la siguiente anterior estime el valor de ill)% gw _q hcaso
tabla: de que exista. ;jPuede dar un valor exacto o
2 ]0.1]0.01 ] 0.001 ]| -0.001 | -0.01 | 0.1 solamente una aproximacion?
f(z)
De acuerdo con los res?)uwltadlos obtenidos, ;es
?

posible que exista lim
z—0 x

Imagen construida utilizando un fractal
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33.

34.

37.

38.

39.

En los ejercicios 33 a 36 calcule el limite in-
dicado utilizando el teorema 2.1 y los limites
de la funcion identidad y la funcion constante,
justifique cada paso.

}:1_%(3x +4) 35. SEIEI Vs2—s+2

o 3rx—-1
lim
z—0 22 + 2

36. lim (2° +x +4)

T—3

En los ejercicios 37 a 39 encuentre los limites
que se piden suponiendo que

lim f(x) =4 y

r—c

lim g(z) = —2

lim (3 (x) + 4(x)

lim /2f(x) + ¢*(x)
iy 29(2) + f(2)

v f(x) —g(x)

En los ejercicios 40 a 62 calcule el limite que
se pide o determine que no existe.

x2 — 49

i 48. li
40. il—{% x—T7 r2 T — 2
2 —2x—3 (x4 h)? —a?
im~—~" 49, lim ——
41. a%ll% x—3 ho h
3 + 27 50. li 5—9
42. lim ——— 509 /5 — 3
2 _ V4 -3
48, 1 LT 22 s g YRR
t—4  t—4 e—d oz —4
L2t -2 52. lim %
44. }:1_% PR s—2 /s +2—2
3 _ V1 —v1-1
45. hmw 53. lim +
a—1 22+ 3z — 4 t—0 t
2 92—z —
46. lim " -5z +10 54. lim 27x3
x—5 25 — 22 v—7  w*—49
3 _ 3—vH
47. 1 w 55. lim T

s Y

1m
r—1 $4 —4xr+ 3

56. lim

57.

58.

59. lim

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

Dada f(z) = v + 3 calcule il_}r% W
g9(z) —g(1)

z—1 r—1

h(z) —h
Dada h(z) = x% calcule lim (z) 8)

r—3 r—3

Dada g(x) = 22 + 3z calcule lim

Bosqueje la gréfica de la funcién f definida por

2—x six <2
f(z) = r—2 si2<z<3
10—22 siz>3

y luego encuentre los siguientes limites o es-
tablezca que no existen:

(a) limy f(z)  (b) lim /()
() lim f(x)  (d) lim /(2)

Dibuje la gréafica de una funcién f que sat-

isfaga simultdneamente todas las condiciones

siguientes:

(a) Su dominio sea [—2,2] — {1}

0, f(2) =3, f(-1) =-1

(¢) lim f(z) =0 (d) lim f(z) =2
z—0 z—1

(b) f(=2) =
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68.

69.

70.

71.

Dibuje la gréafica de una funciéon g que sat-
isfaga simultdneamente todas las condiciones
siguientes:

(a) Su dominio sea R —{-2, 3}
en todo su dominio

(b) Creciente
(c) lime(x) no existe (d) lirré f(z) no existe

Escriba un ejemplo de dos funciones f y g
tales que hrra[f(x) + g(z)] existe y sin embargo
xr—

lim f(z) no existe o lim g(x) no existe.
T—2 T—2

Suponga que f y ¢ son funciones tales que
lim /() = 0 y lim[f(2) - g(x)] = L. Explique
f)orC qué, bajo eg;a C(:ondi(:iones, se puede con-
cluir que }:ILI}: g(x) no existe.

Considere la ecuacién az? + bz + ¢ = 0.
Suponga que se mantienen constantes los coe-
ficientes b y ¢ (siendo b > 0). Si hacemos que
el coeficiente a se aproxime a 0, jqué sucederd
con las raices de la ecuacién?

72.

73.

Se tiene una funcién g tal que g(x) # 0 para
todox € Ry lirr(l)g(x) =1
€Tr—>

a) Determine una funcién f tal que
lim [g(z) - £()] = 1.

z—0

b) Determine una funcién h tal que
lim[g(z) - h(z)] = —3.

z—0

c¢) Determine una funcién p tal que

lir%[g(x) - p(z)] no exista.
Tr—
Se define una funcién f del siguiente modo:

ra={

a) Dibuje la gréfica de f.
b) {Existe lir% fx)?

si x es numero entero
si £ no es numero entero

J Existe li ?
c) ;Existe xir?f}Qf(x)

d) ;Para que valores de c existe lim f(z)?,
xr—c

jcudl es el valor del limite en los casos en que
existe?



CAPITULO 3

LIMITES LATERALES Y
CONTINUIDAD

cosas reales?

Albert Einstein

En este capitulo vamos a estudiar el concepto de continuidad, uno de
los centrales en el andlisis de las funciones. Vamos a comenzar entonces
con los limites laterales.

3.1 LOS LIMITES LATERALES

En el Capitulo 1 estudiamos

lim m

z—0 X
En esa ocasién, mediante una tabla vimos que el limite no existe, pues
si tomamos valores de x cada vez mas proximos a 0 pero mayores que 0
se obtiene como resultado 1, mientras que si lo hacemos por la izquierda
se obtiene como resultado —1. Sin embargo, podemos hablar de una
manera mas restringida de limite por la izquierda y limite por la derecha.

., Como es posible que las matematicas, un pro-
ducto del pensamiento humano que es indepen-
diente de la experiencia, se ajuste tan excelente-
mente a los objetos de la realidad fisica? ;Puede
la razén humana sin la experiencia descubrir a
través del puro pensamiento propiedades de las

Mientras las proposiciones de las matematicas
se refieren a la realidad, no son seguras; y si son
seguras, no se refieren a la realidad.

Estudiamos en esta seccién
los conceptos de limite por
la derecha y limite por la
izquierda y su relacién con
el concepto de limite.
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9 tiende a 1

z tiende a 0

> T

x tiende a 0

/

g tiende a —1

|z

Figura 3.1. g(z) ="

8

En el caso que nos ocupa decimos que el limite por la derecha es 1y
que el limite por la izquierda es —1.

Definicién 3.1. Limites laterales
Decimos que el limite por la derecha de f(x) cuando x tiende a c es L, si a medida que tomamos valores

de z, cada vez mas préximos a ¢, pero mayores que ¢, entonces f(z) se aproxima a L. Simbdlicamente

lim f(x)=1L

r—ct

Decimos que el limite por la izquierda de f(z) cuando x tiende a c es M, si a medida que tomamos val-
ores de x, cada vez més préximos a ¢, pero menores que ¢, entonces f () se aproxima a M. Simbdlicamente

lim f(x)=M

Tr—cCc—

_~— [ tiende a L

/ - C
f tiende a M /

Figura 3.2. Limites laterales
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Funciones definidas “por partes”

Ejemplo 25.

Considere una funcién definida “por partes” como sigue:

f(a;):{ 4+ s% <1

224+1 si oz>1

El significado de esto es el siguiente: si queremos calcular la imagen
de algin niimero menor que 1 usamos la primera férmula. Por ejemplo,

£(0,5)=440,5=4,5,
f0)=4+0=4,

f(=3)=4+4+(-3)=1, etc.

Mientras que si queremos determinar la imagen de 1 o de valores mayores

z ’ . 5 —+

que 1 entonces usamos la segunda férmula; asi, por ejemplo: . 2
f tiendey
2 4

//
/ f tiende a 2
¥

f)=12+1=2, — 21

.
N —+
o+

f(1,5) = (1,5)> +1=2,25+1=3,25, /
f(2)=22+1=5, etc
Figura 3.3. y = f(z)
Queremos ver qué pasa cerca de 1.
Si tomamos valores de = por la izquierda de 1 usamos para las
imégenes la forma x + 4 y, entonces, el limite por la izquierda de f(x)
cuando z tiende a 1 es
lim f(z)= lim (z+4)=>5.
rz—1— r—1—
Mientras tanto, si tomamos valores de x por la derecha de 1 usamos  Calcular los limites
la forma 22 + 1. Por lo tanto separadamente
lim f(z) = lim (2®+1)=2.

z—1+ z—1+

Observe en este ejemplo anterior que el limite de f(x) cuando x — 1
no existe (la figura 3.3 representa la gréfica de esa funcién).

En realidad, para que un limite exista debe existir tanto por la
derecha como por la izquierda y ambos deben ser iguales.




Elementos de calculo, volumen 1

68

En funciones definidas “por partes”, como la anterior, si se quiere
verificar la existencia del limite en el punto o puntos donde se parte,
deben calcularse separadamente los dos limites laterales y corroborarse

si son iguales o no.

Ejemplo 26.

Considere la funcién
3r—2 si x<?2

f(x):{ dr+2 si x>2

Determinar si existe el lir% f(x).
Tr—

Solucion: Tenemos
lim (3z —2) =4,

li =
a:igl* f(x) T—27
xlg; f(z) = xli%l+(4x +2) = 10.

Concluimos que lin% f(z) no existe.
Tr—

Ejemplo 27.

Dada la funcién

() = —x+95 =i <
IE=N 2243 si x> -2

Determinar si existe el lim2 g(x).
r——

Solucion: Tenemos

li =
:pig* f(l‘) r——2"

1i = i 243)="T1.
RUSL LU

Concluimos que lim2 flz)=T1.
T——

lim (—z+5)="71,

10 -

Figura 3.4. y = f(z)

Figura 3.5. y = g(2)
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3.2 CONTINUIDAD

Al final de la Seccidn 2.2, se hicieron algunas observaciones sobre las
posibles relaciones entre la existencia de lim f(x) y el valor f(c).
r—cC

Retomemos esas observaciones y veamos su significado grafico.

Y

1. En esta grafica se tiene que:

e lim f(z) si existe
r—cC

e f(c) no existe \,/

Figura 3.6.

+

/N

Figura 3.7. Figura 3.8.

En esta seccién se establece
el concepto de continuidad
en conexion con el con-
cepto de limite. Se estudian
propiedades de las funciones

continuas.

2. En estas graficas se tiene que:
e lim f(z) no existe
r—cC

e f(c) si existe

3. En esta grafica se tiene que:

fe) s

oL

iende a L

e lim f(x) si existe
xr—c

> T

e f(c) si existe, pero

o lim f(x) # ()

Figura 3.9.

z tiende a ¢



70 Elementos de célculo, volumen 1

y
fle)p-------- ‘f/tiende a f(c)
4. En esta grafica se tiene que: £(e)
_.—-’/C
e lim f(.%‘) si existe / x tiende a c
r—cC -
e f(c) si existe y ademés /
e lim f(z) = f(c)
r—cC

Figura 3.10.

Un vistazo a las figuras anteriores nos permite darnos cuenta que,
salvo en la ultima, en todas las demds la grafica de la funcién presenta
algin tipo de ruptura de la curva sobre el valor de x = ¢. En otras pal-  Funcion continua:
abras solamente la grafica del iltimo caso podria ser dibujada “sin levan-  “sin
tar el lapiz del papel”. Esta ultima es la que intuitivamente llamariamos  [evantar el ldpiz”
una funcién continua. Precisamente la definicién de continuidad esta

basada en la situacion que se presenta en este ltimo caso.

Definicion 3.2. Continuidad

Suponga que f es una funcién que estd definida en algin intervalo abierto que contenga a c¢. Decimos
que la funcién f es continua en x = c si se tienen las siguientes condiciones:

1. Existe f(c), esto es: ¢ estd en el dominio de f.

2. También existe lim f(x).
Tr—cC

3. Ademas glELnlcf(x) = f(e).

Si f no es continua en c se dice que es discontinua en c.

Y
y = f(z)
Ejemplo 28. Discusion sobre la continuidad de
algunas funciones
f(e)
1. Si tenemos una funcién constante f(x) = k, sabemos que para /
cualquier ¢ se tiene lim f(x) =k y ademds f(c) = k. Esto nos -
r—cC
dice que es un funcién continua. / lim f(z) = f(c)

2. La funcién identidad f(x) = x también es continua pues f(c) = ¢

y limx = c.
r—cC

Figura 3.11. f continua en c

|

r—1

3. La funcién f(z) = es
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(a) discontinua en 1 porque f(1) no existe, pero

(b) continua en todos los demds puntos. Por ejemplo f(2) =3y

Cox—-1 22-1 3
lim = =2=3
e—2 x — 1 2-1 1

YA

En realidad, si al calcular un limite cuando x — ¢ éste se obtiene por
simple evaluacién (es decir: no es un limite indeterminado), entonces la
funcién es continua en c.

Teorema 3.1. Operaciones con funciones continuas

Si f y g son funciones continuas en x = ¢ entonces también son continuas en ¢ la suma f + g, la diferencia
f —g, el producto f-g v, sig(c)#0, el cociente f/g.

Por otra parte, si g es continua en ¢y f es continua en g(c) entonces la composicién f o g es continua en
c.

De acuerdo con este teorema y los puntos 1 y 2 del ejemplo anterior
se tiene que la mayorfa de las funciones que manejamos en este nivel A partir de las fun-
son continuas en todos los puntos o casi en todos los puntos. Pues, ciones constante e
efectivamente, estas funciones se obtienen mediante la combinacion de  jdentidad
las operaciones indicadas en el teorema a partir de la funcién identidad
y de las funciones constantes.

Ejemplo 5. Funciones continuas Las siguientes funciones
son continuas en todos los puntos de R:

1. f(z) =322 +5x—1
VeES

2. =Y T
9@ = 5y
5T — 3
3. h(z) = 22 19 A Figura 3.12. f(z) = &5
Ejemplo 6. Funciones continuas y discontinuas
1. La funcién f(x) = 72 s discontinua en z = 3 yenz = —3

2

x

pues no existen ni f(3) ni f(—3) (en estos casos el denominador
se anula). En todos los demés valores en R la funcién es continua.
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2. La funcién f(z) = /& — 1 es continua para todo valor = > 1.

Continuidad en un intervalo

En general, decimos que una funcién es continua en R si es continua
para todo z en R. También decimos que es continua en un intervalo
abierto I si es continua para toda x en I.

% Nota: En el punto 2 del ejemplo anterior se tiene que el dominio
de la funcién es el intervalo [1,4+occ[. En ese caso no tiene sentido
hablar de lim f(z) pues la funcién no estd definida para valores

r—1—

menores que 1. Pero en estas circunstancias diremos que f es
continua en [1,+o00[ porque es continua en |1, +o0o[ y ademds

lim f(z) = £(1).

r—1+

Ejemplo 7. Continuidad de una funcién racional

Determinar en qué conjunto es continua la siguiente funcion:

xr+5
r—3

fz) =

Solucion: El dominio de esta funcién es R—{3} y la funcién es continua

en todo su dominio. A
Ejemplo 8. Continuidad de una funcién con una raiz en el
denominador

Determinar donde es continua la funcién

T

g(x) = ﬁ

Solucion:  Esta es una funcién continua en todo su dominio, es decir
en|—1,1]. A

Figura 3.13. f(z) =

a
Figura 3.14. g(z) =

T+5

r—3

x
1—x

2
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Ejemplo 9. Continuidad de una funcién definida por partes

Determinar déonde es continua la funcién

2v+1 siz <O
h(z)=¢ 22+1 si0<z<2
r—3 six>2

Solucion:  Aqui tenemos una funcién definida por partes. Dentro de
cada parte la funcién es continua, pero podria haber problemas con los
limites en los puntos de divisién 0 y 2.

Tenemos
lim A(z) = lim (2z+1) =1,
z—0~ rz—0~
lim h(z) = li 2y =1,
g 1) = g Y
y ademas

h(0) =02 +1=1,
por lo tanto la funcién es continua en 0.
Por otro lado,

lim h(z) = lim (z? +1) =5,

r—2~ z—0~

xlﬂg h(z) = xligh(x —-3)=-1
Esto dice que
lim h(z)

r—2

no existe y por lo tanto i no es continua en 2.
Resumiendo la informacién decimos que h es continua en R — {2}. A

Ejemplo 10. Buscar la continuidad si hay un parametro

Encontrar un valor de d para el cual la siguiente funcién sea continua

en todo R. )
drec—3 six <2
f(a:)—{ dr+2 siz>2
Solucion:  Dentro de cada parte la funcién es continua. Para que

ademas sea continua en 2, debemos tener que

f(2)= lim f(x)= lim f(z).

T—2~ z—21

N

7
p4
7.

-1

Figura 3.15. y = h(x)
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Es decir,
4d — 3 = 2d + 2.

Resolviendo esta ecuacion resulta

4d — 2d = 243
2d = )
5
d= —
2
Entonces si d = % se tiene que f es continua en todo R. A

3.3 FUNCIONES DISCONTINUAS

Hemos visto anteriormente que las funciones pueden tener discontinuidades
en algunos puntos. Bésicamente la dicontinuidad en algin punto z = ¢
se presenta por alguna de las razones siguientes:

A. El limite lim f(z) no existe.
r—cC

B. El limite lim f(x) s existe pero f(c) no existe.
r—cC

C. El limite lim f(x) si existe, f(c) también existe, pero
r—cC

lim f(x) # f(c).

Tr—cC

D. Ni f(c) ni lim f(x) existen.

r—c

Ejemplo 11. Discontinuidades de diferentes tipos
En la figura 3.16 se presenta una funcién f:

Y

A

> T

Q +--=-=---

4
o +---

s}
o

/

Figura 3.16. Diferentes tipos de discontinuidad

Clasificamos en esta seccién
ciertos tipos de discon-
tinuidades que se pueden
presentar.
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Podemos ver que la funcién presenta cuatro puntos de discontinuidad.

En x = a se tiene que f(a) existe pero lim f(x) no existe.
r—a
En x = b se tiene que f(b) no existe y lirr%; f(z) tampoco existe.
€Tr—
En x = ¢ se tiene que f(c) no existe pero lim f(z) si existe.
r—cC

En x = d se tiene que f(a) existe, linll f(z) también existe, pero
T—

lim, /(2) # £(d)
VAN

Observando bien la grafica, podemos ver que las discontinuidades
son de diferente tipo. En ¢ y en d la gréafica solo representa una “leve”
ruptura, solo se interrumpe en un punto. Mientras que en a la gréafica
“salta” de un lugar a otro y en b la grafica “baja” indefinidamente. En
los puntos en los que la gréfica solo se interrumpe en un punto sucede
que el limite existe, mientras que en las otras circunstancias el limite no
existe. Con base en esto damos la definicién siguiente.

Definicion 3.3. Tipos de discontinuidad
Sea f discontinua en x = ¢, decimos que

(a) la discontinuidad es evitable si lim f(x) existe.

(b) la discontinuidad es inevitable si lim f(z) no existe.
r—cC

En este caso, si
lim f(x) y lim f(x)

r—ct T—c™

existen pero son diferentes, se dice que la discontinuidad es de salto.

Ejemplo 12. Clasificando discontinuidades

Para la funcién cuya grafica se da en la figura 3.16 (ejemplo 11), las
discontinuidades en x = ¢y en x = d son evitables. Las discontinuidades
en a y b son inevitables. Por otra parte, la discontinuidad en a es una
discontinuidad de salto. A

Los nombres que se dieron en la definicién anterior son bastante
claros en cuanto a su significado. Si se tiene una discontinuidad evitable
en x = ¢ bastaria redefinir

f(e) = lim f(x)

r—cC
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para obtener una nueva funcién que si es continua en z = ¢ (asi se
evitaria la discontinuidad).
Esto no se puede hacer en el caso de discontinuidades inevitables.

Ejemplo 13. Caculando discontinuidades evitables e inevita-
bles
Determinar cudles son los puntos de discontinuidad de la funcién

3r+1 sizx<l1
flx)={ 22+3 sil<z<3
dr+1 sid<«x

Indicar cudles son evitables y cudles son inevitables.

Solucion:

La funcién esta definida en R — {1, 3} tiene entonces dos puntos de
discontinuidad: en z =1y en z =3

Tenemos que

lim f(x)=4 y lim f(z)=4

z—1— z—1t

por lo tanto
lim f(z) =4

r—1

y entonces en x = 1 hay una discontinuidad evitable.
Por otra parte

li =12 li =13
Jim f(x) y lim f(z)
por lo tanto

lim f(x) no existe
z—3

por lo que en x = 3 hay una discontinuidad inevitable y es de salto
(porque existen los dos limites laterales). A

Ejemplo 14. Redefiniendo una funcién
Determine los puntos de discontinuidad de la funcién

2 -1

r—1

fz) =

y redefina la funcién para que sea continua en R.

Solucion:

—
w+

Figura 3.17.
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La funcion es discontinua en z = 1 y ademas

2
-1 —
lim & _ iy - D@+
x—1 1 — r—1 x—1

=limz+1=2
rx—1

La discontinuidad es evitable y si escribimos

x?—1

f@)=4 =1 "7

2 siz=1

obtenemos una funcién idéntica a la funcién dada (salvo en x = 1) y
ademds continua en x = 1. A
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Aqu se hace una breve
resena sobre la vida y

3.4 NEWTON, LAS MATEMATICAS |7 & e Zovion @

conexién con su aporte a la

Y LA REVOLUCION CIENTFICA |Fsica y a las Matemsticas.

Con resultados en la mecdnica y dinamica como los obtenidos por Galileo,

y en la astronoma por Brahe y, especialmente, Kepler, los cientficos del

siglo XVII tenan a su disposicién un mapa de gran riqueza intelectual.

En ese mapa se anada la visién metodolégica de Galileo sobre las ciencias

y, también, la revolucion realizada por la geometra analtica de Descartes

y Fermat. Los métodos infinitesimales, los del Céalculo Diferencial e Inte-

gral, estaban a la orden del da. Muchos grandes cientficos y matemaéticos

incursionaron en ese mapa intelectual, dando aportes de diferentes for-

mas, pero solo una persona fue capaz de integrar en una sola unidad

tedrica astronoma, mecdnica, dinamica y calculo diferencial e integral:

Newton. Se puede decir que su trabajo constituyé la cuspide de la  Una sntesis de as-
Revolucién Cientfica del siglo XVII, y que abrié una nueva fase en la  tronoma, mecdanica y
historia del conocimiento. matemdticas

Isaac Newton

Isaac Newton nacié el 25 de diciembre de 1642, precisamente
el ano que murié el gran Galileo. El padre del pequeno y
enfermizo Isaac haba muerto antes que éste naciera, lo que
haba sucedido prematuramente. Fue cuidado por su abuela
y, gracias a un to por parte de madre que haba estudiado en
Cambridge y supo apreciar el talento del joven Newton, su
madre lo matriculé en esta prestigiosa universidad inglesa en
1661.

Isaac no iba a estudiar matematicas precisamente, porque en
realidad no haba realizado ningtin estudio en las mismas. De
hecho, al hacer sus exdmenes de ingreso recibié una califi-
cacién de insuficiente en Geometra euclideana.

Estando en el Trinity College de la Universidad de Cambridge
Fuiscr: New i parecio que al principio estudiara Qumica y, luego, incluso
penso en pasarse de la ciencia al derecho.

Podra decirse que las dos fuentes principales de su formacién fueron
sus estudios propios e independientes y, por otro lado, las lecciones de
su profesor Isaac Barrow. Newton estudié las obras de Euclides, Kepler,
Vite, Descartes, Copérnico, Galileo, Wallis y el mismo Barrow.

Por iniciativa de Barrow, quien reconocié el genio de Newton, le
dieron a Newton la catedra lucasiana de Cambridge en 1669. Estuvo en
esta universidad hasta 1696.
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Calculo y Mecanica Celeste

Con la creacion del Calculo Diferencial e Integral completo los trabajos
que desde Eudoxo y Arqumedes en la antigedad hasta Kepler, Galileo,
Descartes, Fermat, Barrow y otros se venan realizando para dominar
los métodos infinitesimales, referidos a los procesos continuos e infinitos.
Sin duda, el Célculo (cuya notacién més apropiada fue creada por el
alemdn Leibniz) represent6 el resultado matemédtico mas importante del
siglo XVII, y probablemente junto con la geometra euclideana la creacién
matematica de mayor influencia en el desarrollo de esta ciencia. Ya solo
esto hubiera sido suficiente para inmortalizar a Newton, pero realizé
otra hazana intelectual: la mecanica celeste. Fue la sntesis, fundicién y
generalizacion tedricas de los resultados de Copérnico, Kepler y Galileo.

Con esta descripciéon matematica de las leyes de la fsica se com-
pletaba una verdadera revolucién intelectual, que rompa con los esque-
mas dogmaticos, cerrados, acientficos que dominaron en la época me-
dieval.

Los Principia

La obra que condensé sus extraordinarias contribuciones a la mecéanica
fue el famoso Principios matemdticos de la filosofa natural, de 1687. En
este libro Newton dedujo con gran rigor matematico las leyes de Kepler
sobre el movimiento planetario, las cuales haban sido establecidas de
manera emprica. Newton demostré que estas leyes se deducan de la ley
gravitacional de los cuadrados inversos:

MM,

F o ¥z

[La fuerza de atraccion entre dos cuerpos celestes es proporcional
a las masa de ambos e inversamente proporcional al cuadrado de la
distancia entre ellos.]

Explicé el movimiento de los cuerpos celestes y el de las mareas.
También establecié los fundamentos de la teora del movimiento de la
Luna.

El descubrimiento—contrucciéon del Célculo lo realizé entre 1665 y
1666, mientras estaba en su lugar de nacimiento, Woolsthorpe, en el
campo, para escapar de la peste que afectaba Cambridge y todo Londres.
Fue en esos dos anos que Newton elaboro las principales ideas de sus mas
grandes aportes a la fsica y a las matematicas:

e acerca de la gravitacién universal,
e las leyes de la composicién de la luz y la naturaleza de los colores,
e ¢l teorema binomial,

e vy el Calculo.

El Calculo

La nueva fsica

Grandes ideas en
poco tiempo
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Newton llamoé a su Calculo con el nombre de “teora de las fluxiones”. Sus
nuevos métodos infinitesimales fueron usados plenamente en la derivacion
matematica de las leyes fsicas. El Célculo estaba presente en la sntesis
de la astronoma y mecédnica que se dio con los Principia de Newton.

Con honores

Newton murié en 1727 con todo tipo de honores. Haba sido presidente
de la Royal Society desde 1703, y hecho caballero en 1705. Fue enterrado
en la abada de Westminster.

Fue tanta la pompa que hubo en el entierro de Newton que el gran
Voltaire, que haba asistido, dijo:

“He visto a un profesor de matematicas, solo porque era
grande en su profesién, enterrado como un rey que ha hecho
el bien de sus sibditos”.

El impacto de la obra de Newton en la historia europea trascendié el
plano matematico. Su descripcién matematica de la realidad estableca
un sistema del mundo que se contrapona a la visiéon dominante en la
Edad Media. Tan claro fue eso que el mismo Voltaire fue quien introdujo
en Francia los Principia de Newton (en francés) para contribuir a las
ideas de la Ilustracién, que, como se sabe, fue uno de los factores mas
importantes en la Revolucién Francesa.

Voltaire y la influen-
cia de Newton
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3.5 EJERCICIOS DEL CAPITULO 3

Interpretacion grafica

1. La figura 3.18 representa la 2. La figura 3.19 representa la 3. La figura 3.20 representa la

grafica de una funciéon f; con
base en ella determine cada
uno de los siguientes limites o
establezca que no existe:

() lim_f(2)

(b) lim f()
(©) lim, f(z) () lim /()
(© lim f(2) (©) lim /()

Figura 3.18.

grafica de una funcién h; con
base en ella determine cada
limite o establezca que no ex-
iste:
(a) lim h(x)

(

T——2"

(b) tim ()
(@) Jim h@) (d) lim h(x)
(¢) lim h(w) (£) lim h(z)

Figura 3.19.

grafica de una funcién h; con
base en ella determine cada
limite o establezca que no ex-
iste:

(a) lin12_ h(z)
() T h(z)
(c) lin_12h(1‘) (d) 1i1121+ h(z)
(e) lim h(xz) (f) limzh(:z:)
r—2— T—
y
e —

Figura 3.20.

En los ejercicios 4 a 7 se da la grdfica de una funcion. En cada caso diga cudles son los puntos de
discontinuidad de la funcion. Indique en cada caso si la discontinuidad es evitable o inevitable (en
este caso diga si son o no de salto)

4. 5.

44

/Qi

—af3-2-1]

N

Figura 3.21.

Figura 3.22.

Figura 3.23.

Figura 3.24.
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8.

14.

15.

Falso o Verdadero

Suponga que g es una funcién tal que

lim+ g(x) =5. En cada caso diga si la afir-
x—)2

macion es verdadera o falsa (explique).

1. Necesariamente lim g(z) =5
r—2~

2. Necesariamente lin% g(x)=5
r—

3. Necesariamente existe un nimero ¢ > 2,
muy cercano a 2 tal que g(c) = 5.

4. A medida que tomamos valores de x muy
préximos a 2, pero mayores que 2, los
valores de f(x) se aproximan a 5.

Seleccion Unica

10.

11.

12.

13.

En los ejercicios 9 a 13 diga si la afirmacion
dada es falsa o verdadera (explique).

Si lim+ f(z) = lim f(z) entonces se puede
z—3 T—3"

asegurar que f es continua en 3.

Siempre que f y g sean continuas en c se tiene

que = es continua en c.
g

Si f es continua en 5y lim+ f(z) = 4 entonces
z—5

podemos asegurar que lin% f(z) =4.
xr—

La suma de dos funciones continuas en x = 5
es continua en x = 5.

Si f es una funcién continua en 2y f(2) = 4
entonces 1/ f(x) es continua en 2.

En los ejercicios 14 a 23 escoja la opcion que complete o conteste correctamente el enunciado propuesto.

La siguiente es una funcién que tiene exacta-
mente dos puntos de discontinuidad:

2?2 —1 z+1

(a) f(x)_m (b) f(ﬁ)—m
z—1 z? -1

(c) f(l‘)—m (d) f(z) = 31
,En cuantos valores de x es discontinua la
funcién f(z) = ———?
uncion f(x) = —3 Y
(@3 (b)2 ()1 (d)0

16.

17.

Los puntos de discontinuidad de la funcién

r+4 sizx<O0
flx) = 2 si0<x<3
20 +3 six >3
son
(a) 0y 3 (b) Soloel 3 (c) Soloel 0

(d) Ninguno.

Para qué valor o valores de k la funcion

2
S { 223143

es continua en todo R?
(b) Parak =10 k=2

(c) Para cualquier valor de k

siz <k
six >k

(a) Solo para k =1

(d) Para ningtin valor de k.
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18.

19.

20.

24.

25.

26.

27.

Sea f una funcién para la cual se cumple que:
lim f(z) = -1, lim+ flz)=—-1y f(2) =1.
;E—)Q

r—2~

Considere las siguientes proposiciones:
L i:r% f(z) no existe,

II. f es continua en x = 2,

III. 2 no pertenece al dominio de f.

De las anteriores proposiciones, son ver-

daderas:

(a) Todas (b) IyIIl (c)SoloIl (d)Ninguna.

Si f es una funciéon continua en 2 y se
tiene que lim f(z)=w y lim f(z)=—-w
z—2F T—2~

entonces podemos asegurar que
(a) w=1
real (c) w=2

(b) w puede ser cualquier nimero

(d) w=0

Sea f una funcién continua en todo R y sea

¢ una funcién que satisface: lini glz) =2y
Tr—

g(1) = 0; podemos afirmar que el limite

linﬁ f(g(x)) es igual a:

T—

(a) £(0) (b) F(1) (¢) F(2) (d) No existe.

Problemas y preguntas de desarrollo

En los ejercicios 24 a 31 calcule el limite que
se indica o establezca que no existe.

lim vz —6

r—6T1

Iim vz —6
r—6—

. 3

lim /23 —38
r—2T

. 3

lim V/x3—8
rx—2~

21.

22.

23.

28.

29.

30.

31.

Sea f una funcién tal que f(4) = 2y

lim f(z) = 3. Entonces, podemos afirmar lo
r—4~
siguiente:

(b) lim f(x)=2

(a) f es continua en z = 4
z—4t

(d) f es discontinua en

r=4
Sea f una funcién definida por f(x) = 2~ 1
p 3z 42

Podemos afirmar lo siguiente:

(a) f estéd definida y es continua en todo R
(b) f estd definida y es continua en R—{—2/3}
(c) f esta definida y es continua en R — {1/2}
(d) f esta definida y es continua

en R — {—2/3,1/2}

Si la figura 3.25 representa la grafica de una
funcién f, jen cuales puntos f estd definida y
no es continua?

(a) -1,1,2y3 (b)-1y3
Yo
—0
-
Figura 3.25.

1im+(\/ t2 — 25+ 3)
t—5
t—2)2
lim ( )
t—2+ t— 2
t—2)2
lim ( )
t—2— t—2
, y2 — 36
lim
y—6+ 46
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32.

33.

34.

35.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

En los ejercicios 82 a 39 pruebe que la funcion
f dada es continua en el valor ¢ indicado.

flx)=2>-3z+1, c=3

x
f@) = 5T e=2
f&)=vt—2, ¢c=3

20+1 six <2 _
f(x)_{x2+1 siz<2 ¢ 2

En los ejercicios 39 a 52 determine en qué
intervalos es continua la funcion dada. En
los puntos de discontinuidad diga si ésta
es evitable o inevitable.  Para las discon-
tinuidades evitables redefina la funcion para
obtener una funcion continua en el punto cor-
respondiente.

g(x)=at+2*>—z—1

xr+2
f(x)_x2—3x—|—2
r—2
€T = ———-
9(@) = F=—
2 — 16
q(z) = ——
T
h(z) = ——
(z) 242
V10 — x
fla)= —F
r—>5
|z 42
fla) = T+ 2
3
@)= 3 — 322 + 22
| 2x+4 six>2
f(x)_{xQ—i—l siz <2
-3 siz<l
flx) = -2z sil<z<3
r+3 sid<czx

36.

37.

38.

49.

50.

51.

52.

53.

54.

3 —3
r@={ "5
-3z +1
ra={ 30
2x + 3

2¢ +4
f(x):{ 3+zx
2¢ 4+ 3
ro={ %513
20 —1
ﬂw{ o
20+ 1

2z

flo)=9 5
—3r+1

Determine un valor de ¢ para el cual la funcién

)=

sixz>1
siz <1’

c=1

siz>—1
. , c=—1
siz<—1

sixz > 2

. c=3
siz <2’

six < —1
si—-1<zx
six > 2
six <2

sixzx <O
sio<z<1
sil<zx

siz < —2

si—2<zx<2yx#1

si2<x

cr? —3
cx + 2

six <2
six > 2

sea continua en todo R.

Determine los valores de ¢ para los que la

funcién

g9(z) = {

2cx +1
Ar—2

siz <1
six>1

sea continua en todo R.



CAPITULO 4

LIMITES INFINITOS Y AL INFINITO

Karl Weierstrass

Trataremos en este capitulo con dos tipos diferentes de limites. En
primer lugar, veremos los limites infinitos y, posteriormente, veremos
qué sucede con las funciones cuando la variable independiente tiende a
infinito.

4.1 LIMITES INFINITOSY ASINTOTAS
VERTICALES

Consideremos el siguiente limite

Como podemos ver de la gréfica, si hacemos variar = tendiendo a 0
por la derecha y por la izquierda), la gréfica “sube” ilimitadamente.
la derech la izquierda), 1 ifica “sube” ilimitad t

Un matemadtico que no tenga también algo de
poeta nunca serd un matematico completo.

A través de graficos y tablas
de wvalores se estudia en
esta seccion el caso de fun-
ciones que crecen o decre-
cen ilimitadamente cuando
los valores de la wvariable
independiente se aproximan
a un valor dado, esto es:
limites infinitos. Se rela-
ciona esta situacién con el
aspecto grafico de las fun-
ciones: las asintotas verti-
cales.
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Figura 4.1. f(z) = &

||

Construyamos, ademads, una tabla con valores de x cercanos a 0.

Tabla 4.1
0 <<

-0,51-0,1-0,01 | -0,001 | 0,001 | 0,01 | O,1]0,5

8

|~
[N}

10 | 100 | 1000 | 1000 | 100 | 10 | 2
P <

De acuerdo con la grafica y con la tabla 4.1, decimos que el limite
propuesto no existe porque a medida que nos aproximamos a cero tanto
por la derecha como por la izquierda tenemos que los valores de la funcién ~ Crecimiento ilimitado
crecen ilimitadamente.

5]

Limites infinitos

En la situacién expuesta anteriormente dijimos que el limite no existe,
pero esa situacién especial en la que f(z) crece ilimitadamente se expresa
diciendo que f(z) tiende a infinito. Escribimos

Una definicién informal de esta situacién seria la siguiente:

Definicion 4.1. Limites infinitos

Decimos que f(x) tiende a infinito cuando = tiende a ¢ si se puede hacer f(z) tan grande como se
quiera al escoger z suficientemente cercano a c. Se escribe  lim f(z) = oo
xr—c

(Esto se lee: el limite de f(x) cuando z tiende a c es infinito).




Elementos de calculo, volumen 1
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De un modo parecido definimos la notacién

lim f(z) = —o0
r—cC
(el limite de f(x) cuando z tiende a ¢ es menos infinito).
Y
Ejemplo 15. Limite infinito cuando x — 0 3 >~
-1
Considere f(r) = — . Realicemos una tabla de valores tomando x muy
cercano a 0

Tabla 4.2
PP 0 <

x |-05]-01|-001 | -0,001 | 0001 | 001 |01 |05
i — =1
= 4 | -100 | -10000 | 1000000 | -1000000 | -10000 | -100 | -4 | Figura 4.2. f() =53
= 0 <<
Es bastante claro, a partir de la tabla 4.2, que
-1
lim — = —oc0
z—0 I
A

La figura 4.2 representa la grafica de esta funcién.

Ejemplo 16. Limite infinito cuando = — 1
1
Esta es una tabla de valores

Consideremos la funcién f(x) = T
r—
E— 1

tomando x cercano a 1.

Tabla 4.3
0 <<

1,001 | 1,01 | 1,1 ] 1,5

0,510,9 | 0,99 | 0,999
Figura 4.3. f(z) = 25

1000 | 100 | 10 | 2

x
11 -2 1-10 | -100 | -1000

P 1 <=

A partir de la tabla 4.3 podemos decir que

. 1 . 1
lim = —00, lim =0
z—l1—-x — 1 z—1t T — 1
A Asintota vertical

La grafica de esta funcién se representa en la figura 4.3.
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Asintotas

Las graficas de las situaciones dadas anteriormente tienen cierta carac-
teristica en comun: en los tres casos hay una recta vertical a la cual la

funcién “se va pegando”. KEstas rectas se llaman asintotas. (//‘yd >
Asi, la funcién
1
fla) = o \
2] B
tiene una asintota vertical que es el eje y. También la funcion \ \/ (
-1
T) = —
flo)=—
tiene al eje y como asintota vertical. Mientras tanto la funcién Figura 4.4. Asintotas verti-
cales
1
xr) =

tiene a la recta = 1 como asintota vertical.

En general, podemos dar la siguiente definicién:

Definicion 4.2. Asintota vertical

La recta = c es una asintota vertical de f(z) si se cumple al menos una de las siguientes posibilidades:

lim f(z) =00, lim f(z)=—oc0, lim f(z)=o00, lim f(x)= oc.

r—ct z—ct T—c~ z—ct

Los dos teoremas siguientes son muy utiles en el calculo de limites

infinitos.
Teorema 4.1. El limite lim
z—c (x — c)”
. . o . 1
1. Si n es un numero entero positivo par, entonces lim ———— = 00
z—c (x — )"
. P . 1 . 1
2. Sin es un entero positivo impar entonces lim —— =00 y lim — = -0
r—ct (.’E — C)n T—C~ (.’13 — C)n

Ejemplo 17. Aplicacién del teorema 4.1

De acuerdo con el teorema anterior tenemos que

1
1. }:ILI}S CEEE = 00 (pues 2 es un numero par).
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1

2. i = 3esi .
lim | CEwE oo (pues 3 es impar)

3. ! (puies 3 es impar)

. lim = —o0o (pues 3 es impar).

a——d— (z +4)3 P P

4. lim g = —o0o (aqui tenemos que el exponente del denomi-
z—8~ T —

nador es 1, que es impar).

YA

¥
:1 4-
\ |
t |
..._‘\I }X
Tl
|
Figura 4.5. f(z) = ﬁ

Teorema 4.2. Operaciones con limites infinitos

Suponga que lim f(z) = co y que lim g(x) = L (algin ntimero L) entonces:
xr—cC r—cC

1. i%[g(x) + f(z)] = oc. 2. Si L > 0, entonces iﬂ[g(m)f(x)] =
. . B . flx) B
3. Si L < 0, entonces i%[g(x)f(x)] =-00 y ilinc o)~

Y g
olz)
4. iﬂcf(:c) 0.

Teoremas analogos se pueden dar para el caso de —oo y también
para cuando x — ¢t y x — ¢
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Ejemplo 18. Aplicaciones del teorema 4.2

Calcular los siguientes limites.

1. lim 3¢ 2. lim 22
r—2 (.7,' — 2)2 r—1+ .I'Q —1
T+ 2
Ay 4, [(gg 0z 54
5. lim — 0
. lim
z—5+ 12 — 5
Solucion:
1. Observe que podemos escribir
3x 3 1
_— = xXr - - ——
@—22 " @2
y tenemos
. ) 1
S AT=0 M =

Entonces, por el punto 2 del teorema se tiene que

lim 3z

2 (22

2. En este caso:
2 B 2x B 2x 1
2—1 (z4+1)(z—-1) z+1 z-1

y tenemos
2x

im =1
r—1+ f]f‘i‘l

lim =0
rz—1t T — 1

?

Por lo tanto (punto 2 del teorema):

. 2x
lim 5 =
r—1+t % — 1

o0

3. Procedemos de modo parecido en este caso:
rT+2 T+2 _r+2 1
22-9 (z-3)(x+3) x-3 z+3

y como

. T+ 2 1 .
lim = —, lim
z—-3-t—3 6 z—-3-T+ 3

entonces

!
N

Figura 4.6. f(z) = 2%

(z—2)?
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4. Tenemos que

m1—1>H—11 m - Y mli>n—11 b= =5

entonces, por el punto 1 del teorema,

lim L + 52| =00
z——1 (.%' + 1)2 N

5. Descomponemos la funcién de la siguiente manera

r—6 -6  x-6 1
22 —5r xz(x—-5) & -5
Ahora,
. ox—6 -1 . 1
lim = —, lim = o0
z—5t T 5 z—5t x —5H

y entonces, por el punto 3 del teorema:
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Ejemplo 19. Asintotas verticales

3x+1
Determi 1 intot ticales d =
eterminar las asintotas verticales de f(z) DY —
Solucion: Podemos escribir
3r+1 3z 41
flz) = 5> =
202 4+3x -2  (2z—1)(z +2)
Vemos que el denominador se hace 0 cuando x = —2 o z = % de
manera que hay dos posibles asintotas verticales: z = -2y x = %
Calculamos
I 3r+1
im = 00,
a——2t (22 — 1)(z + 2)
3r+1
=0

xl@)+ 2z —1)(z +2)

y por lo tanto ambas rectas son asintotas verticales.

Ejemplo 20. Un cero del denominador que no es asintota
vertical
Determinar las asintotas verticales de
2
zc—9
)= —————
f(@) 2 —5x+6
Solucion: Tenemos
2 2
¢ —9 zc—9
f(z) =

22—52+6 (z-3)(z—2)
Por lo tanto hay dos posibles asintotas verticales: x =3 y x = 2.

Ahora calculamos

lim &—oo
o2t (2 —3)(z —2)
2 _
hmm—thmw:hmx—i—fSZG
rz—3 (a?—3)(.%‘—2) r—3 (:L‘—g)(l‘— ) x—3x — 2

Lo anterior dice que la recta x = 2 es asintota vertical, pero x = 3
NO es asintota vertical porque el limite considerado no es ni co ni —oo.

f
J_
(4]

flz) =

Figura 4.7.
¥
A |
| f
I \
|
| IKR
|
| 2 3
i ]
‘ i
| ]
) = o5

Figura 4.8.

=X

_ Bl
2r2 - 3x—2
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4.2 LIMITES AL INFINITO Y ASINTOTAS

HORIZONTALES

“Si existe el movimiento”

Retomemos en este capitulo la paradoja de la Dicotomia de Zendén que
mencionamos en el capitulo primero. Podemos representar la situacion
de la siguiente manera:

El corredor debe recorrer
d1 = 500

y debe recorrer
di + do = 500 + 250,

y asi sucesivamente.

Escribamos S1 = d; = 500
So = di+ds = 750
S3 = dy+dy+ds = &875
Sy = di+do+ds+dy = 9375
y podemos seguir
Sog = di+do+ - +do = 999,99905
Sso = di+dy+---+ds = 1000 — 8, 881784213
S0 = di+do+dz+---digg = 1000 —7,888609128

Llamamos al conjunto de los ntimeros S1, S9, S3, ..., Sp, ... una
sucesion de sumas, y la denotamos (Sy,)nen-
Notamos que al crecer n, el valor S, se acerca cada vez mas al valor

1000.

Expresamos modernamente lo anterior diciendo

lim S5, = 1000.

n—-—+o00

Entonces, la suma infinita de cantidades que consideré Zenén no nos
da un valor infinito. Nos da la distancia 1 000.

Limites al infinito

En lo que sigue vamos a estudiar los limites infinitos para diversas
funciones.

Aqui consideraremos un problema diferente al considerado en ca-
pitulos anteriores. En ellos nos hemos preguntado qué pasa con f(x)

Aqui se estudia el compor-
tamiento de las funciones
cuando la variable inde-
pendiente tiende a infinito.
Se analiza el concepto de

asintota vertical.

1
|
|

1
| |
| |
|

1 1

+ t +—+H
500 750 875

Figura 4.9.

Una suma infinita que
da un numero finito

AN .

)

Figura 4.10. f(z) = 222
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cuando z se aproxima a un valor determinado ¢. Aqui nos preguntaremos
qué pasa con f(z) cuando z crece ilimitadamente (z crece sin cota) o
cuando decrece ilimitadamente (decrece sin cota). Estos son los limites
al infinito.

Ejemplo 21. Crecimiento ilimitado de

2x +5

Sea f(x) = ——
a) ;Qué sucede con f(x) si hacemos crecer a x ilimitadamente?

b) ;Qué sucede con f(z) si hacemos decrecer a x ilimitadamente?

(esto es, si tomamos valores negativos de x cada vez “mds abajo”)

, Nos preguntamos:

Solucion: La grafica de la funcién indica que a medida que x crece o
decrece ilimitadamente, los valores de f(x) se acercan arbitrariamente a

2.

LAS SUCESIONES

11 1

1
(an)nen definida por a, = —. Es decir: 1
n

g e
1
Podemos poner f:N — R esdecir, f(n)=—.
n — < n
n
Otro ej lo: si b bt 1 111
ro ejemplo: si = — obtenemos e
J p n n2 747 47 167 7n27
() =
g 2

Se dice que (an)nen es convergente si existe L € R tal que
n—oo

Si la sucesion no es convergente se llama divergente. [Si b, = —;, es
n

Recuadro 4.1: Sucesiones

Una sucesién infinita se puede definir como una funcién con dominio igual a N. Por ejemplo, consideremos

. Aqui la funcién estd definida por

1
lim = L. Por ejemplo, lim — = 0.

n—oo n

(bn)nen convergente o divergente?
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a) Construyamos una tabla de valores que nos refuerza lo que vemos
en la grafica:

Tabla 4.4
N— 00

x 10 100 1000 10000 | 100000

f(z) | 3,125 | 2,091836 | 2,009018 | 2,0009 | 2,00009

-

Con la tabla 4.4 comprobamos que a medida que los valores de x
crecen sin cota, los valores de f(x) se aproximan a 2.

La expresion “x crece sin cota” se simboliza con £ — 0o y se dice
que = tiende a infinito. Toda la situacién anterior se escribe
simbdlicamente como

. 2x+5
lim =

z—o00 T — 2

2.

% Actividad: Si usted calcula f(z) para valores més grandes ob-
servara que a partir de un cierto momento los valores que da la
calculadora se estacionan en 2 (hagalo). ;Significa esto que las
imégenes son exactamente 27, explique por qué se da esa situacién
con la calculadora.

b) Para comprobar la respuesta también construiremos una tabla de
valores.

Tabla 4.5
>

z -10 -100 -1000 -10000 | -100000

f(z) | 1,25 | 1,911764 | 1,991017 | 1,9991 | 1,99991

-

Nuevamente, a partir de la tabla 4.5 vemos que a medida que los
valores de = decrecen sin cota, los valores de f(x) se aproximan a
2.

La expresion “x decrece sin cota” se simboliza con x — —oo y se
dice que x tiende a menos infinito. La situacién anterior se
escribe simbélicamente como

. 2r+5
lim =

z——00 T — 2

2.

Crecimiento sin cota

Decrecimiento
cota

sin
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Podemos dar una definicion informal para estas situaciones.

Definicion 4.3. Limites al infinito

a) Decimos que el limite cuando z tiende a infinito de f(z) es igual a L si a medida que hacemos
crecer x ilimitadamente entonces los valores de f(x) se aproximan a L. Simbdlicamente

lim f(z) =1L

r—00
(Esto se lee: el limite de f(x) cuando x tiende a infinito es L).

b) Decimos que el limite cuando x tiende a menos infinito de f(z) es igual a M si a medida que hacemos
decrecer z ilimitadamente entonces los valores de f(z) se aproximan a M. Simbélicamente

lim f(z)=M

T——00

(Esto se lee: el limite de f(x) cuando x tiende a menos infinito es M).

Asintotas horizontales

La figura 4.11 representa la gréafica de Y
2045
€Tr) =
2
—
Note que en el dibujo, ademads de la asintota vertical x = 2, se observa \
otra recta a la cual la grafica de la funcion se “va pegando”: ésta es la 2 m
recta horizontal y = 2. Estas rectas se llaman asintotas horizontales
de la grafica de f(z) y estdn estrechamente relacionadas con los limite

al infinito. De hecho, podemos dar la siguiente definicién:
Figura 4.11. f(z) = 2242

x

Definicion 4.4. Asintota horizontal

Decimos que la recta y = k es una asintota horizontal de la grafica de f si se cumple que

lim f(x) =k o que rg@wf(x) =k

T—00
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Ejemplo 22. Dos asintotas horizontales
En la figura 4.12 se representa la grafica de una funcion f.

WY

N\

P

Figura 4.12. Asintotas horizontales

Ahi vemos que hay dos asintotas horizontales que son y = —3, y = 4.
Tenemos lim f(z)=4 y lim f(z) = —-3. A
T—— 00 r— 00

El siguiente teorema nos sirve para calcular limites al infinito.

Teorema 4.3. Propiedades de los limites al infinito
1. Si k es una constante entonces lim k=% y lim k=k
Tr— 00 r——00
2. Si n es un nimero natural par entonces lim 2" =00 ¥y lim z" = o0
r—00 r——00
3. Si n es un nimero natural impar entonces lim 2" =00 ¥y lim z" = —o0
r— 00 T——00

4. Si m es un numero natural par entonces lim %/z = oo

r—00
5. Si m es un numero natural impar entonces lim ¥/x =00 y lim ¥z = -0
T—00 r——00

6. Si k es un nuimero racional positivo y 7 es un nuimero real arbitrario entonces

r
lim — =0 vy IEI—noo P 0 siempre que z* esté definido.

Ademss, son vélidas las propiedades dadas en los teoremas 2.1 y 4.2
si en vez de x — ¢ escribimos z — oo o0 escribimos x — —o0.
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Aplicaciones del Teorema 4.3

Ejemplo 23.

o lim —432 = —432, por el punto 1 del teorema anterior tomando
r——00
k= —432.

e lim 22 =00y lim 22 = oo, por el punto 2 del teorema, tomando
Tr—0oQ0 r——00
n =2 (par).

e lim 2° =00y lim 2° = —o0, por el punto 3 del teorema, tomando
r—00 r——00
n =5 (impar).

e lim /x = oo, por el punto 4 del teorema, tomando m = 2 (par).
r—00

o lim Y/r=o00y lim /xr= —o0, por el punto 5 del teorema,
Tr—00 Tr——00

tomando m = 3 (impar).

42 4
e lim — =0y lim — =0, por el punto 6 del teorema, tomando
Tr—0o0 I T——00 I
r=42y k=4.
A
Ejemplo 24. Un método para calcular ciertos limites al in-
finito
) 1
e Calcular lim [3 + 12}
r—oo | T
Solucion: Tenemos
. 1 . 1 .
lim |- +12| = lim — + lim 12=0+4+12=12
T—00 x3 T—00 _1‘3 T—00
e Calcular lim (—32” — 5z +6).
r——00
Solucion: Usualmente, con el fin de utilizar las propiedades

anteriores, se procede en estos casos del siguiente modo:

2
lim (731:2 —b5x+6)= lim —32° <1 + 5 >

T——00 r——00
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Observe que lo que se hizo fue factorizar la expresién “sacando” el

término de mayor exponente, por esta razén dentro del paréntesis  Se factoriza
quedan fracciones en las que aparece la variable en el denominador.  adamente

El objetivo que se persigue con esto es muy claro: estas fracciones

que acabamos de mencionar tienden a 0 y, por lo tanto, el limite

solo va a depender del término de mayor exponente. Entonces,

—0
. 2 5 2 . 2 .
lim -3z {1+ ——-—= )= lim —3z°=—-0c0 ({por qué?)
T——00 3z 2 T——00
—1

El procedimiento que acabamos de utilizar en el ejemplo anterior
se usa en el cdlculo de muchos de los limites al infinito.

2
4
Caleular lim £ 2% +4
z—o0 312 — 2+ 1

Solucion: Procedemos del siguiente modo:

—1

——t

—0

x? 1+§—i-i
I 22+ 5 +4 . x a2 a2

oo 307 — 2w 41 wooso 2( 2 1>a:15203x2
3z

W —

1— 2 4 -
3x+3x2
—~

—0

—1

apropi-
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i 9"+ an 12" V- arx + ag
11m

lim (apz™ + An_12" V- a1z + ag)

= lim

2500 by @™ + by 1™ 1 4 - + b + by

y ademas

A" + ap_12" M+ -+ a1z + ag B

mHHfHOO by ™ + byy_12™ L+ -+ b + by N

Limites al infinito de funciones polinomiales

El procedimiento usado es bastante general y podemos deducir de él las dos reglas siguientes.
Regla 1: Si tenemos un polinomio p(z) = ap,z" + @y 12"t + - - + a1x + ag (con a, # 0) entonces

= lim a,z"
r—00

T—00
y también
lim (apz" + an_12" 14+ a1z +ag) = lim a,z”
T——00 T——00

Regla 2: Si tenemos dos polinomios p(x) = apz™ + ap—12""* + -+ + a1z + ag (con a, # 0) y
q(x) = bpx™ + byy_12™ 1 + - 4 byx + by (con by, # 0) entonces

anpx”

x—00 b, x™

anx™

z——00 by x™

Simplemente lo que dicen las dos reglas anteriores es que al calcular
los limites al infinito de un polinomio basta considerar solo el término
de mayor grado. Del mismo modo, al calcular los limites al infinito de
un cociente de polinomios basta considerar solamente el cociente de los
términos de mayor grado de ambos polinomios.

Ejemplo 25. Calculo de asintotas horizontales

Determinar las asintotas horizontales de las siguientes funciones

23 —dx + 1
=923 — 4 1 b = —
2) f@) =2~ +1 b gla) = L
2 +4x+1
h =
c) h(z) P ——]
Solucion:

a) lim (22° —42z+1) = lim 22° = —oco (segin la regla 1).

T——00 T——00

Por otra parte lim (223 — 4z 4 1) = lim 22° = oo

r—00 r—00

De modo que f no tiene asintotas horizontales.

%  Nota: De hecho ninguna funcién polinomial tiene asintotas
horizontales. ;Podria usted explicar por qué?
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. 223 —dx+1 223 ,
b) leIEIQ m = xli)n;.lo ? = xli)n;.lo 2r = o0 (Segun la. regla 2)
. 203 —dr + 1 . 23 .
lm ———— = lim — = lim 2z = —oc0.
z——00 x2—x+1 z——00 12 z——00

Tampoco esta funcion tiene asintotas horizontales.

¢) lim x3—|—4x+1_ .
z——00 P —x +1  a——ooxb z——00 12

Por lo tanto h tiene una asintota horizontal y = 0.

4.3 LIMITES AL INFINITO Y CALCULO
DE AREAS

El célculo de longitudes, areas y volumenes fue uno de los grandes
asuntos que motivaron la creacién del Calculo Diferencial e Integral en
el siglo XVII. De hecho, se puede decir que era una preocupacién mas
extendida entre los cientificos y matematicos de la época que el calculo
de las rectas tangentes a una curva. Debe decirse, ademas, que mientras
este ultimo asunto se planted en el siglo XVII, el cdlculo de areas de
figuras curvilineas a través de diferentes procedimientos fue un asunto
de interés desde 20 siglos antes. Los intentos previos a Newton y Leib-
niz acudieron a procedimientos parecidos al “método de exhauscion”
que cre6 Eudoxo (circa 408-355 a. C.) y que utilizé extensamente
Arquimedes de Siracusa (circa 287-212 a. C.), dos de los mas grandes
matematicos de la Antigiedad. Estos métodos hacen referencia a lo que
se llama integracion y que en este libro no pretendemos desarrollar. Sin
embargo, resulta de gran interés familiarizarnos con el tipo de problema
y la forma de enfrentarlo que desarrollaron los matemédticos antes de
Newton. Esto nos permitird estudiar mejor el significado de los métodos
infinitesimales.

Calculo del drea bajo la curva y = 2% entre 0 y 4

Considere la curva dada por y = 2 entre los puntos z = 0y = = 4.

En esta seccién se hace
una breve introduccién de la
relacién que existe entre el
concepto de limite al infinito
y el calculo de areas de re-
giones planas. Este aspecto
es la base del célculo inte-
gral.
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Figura 4.13.

El area se puede aproximar con el area de 4 rectangulos definidos
especificamente segun la figura 4.14:

WY y = a2
JA) -
F@)p--------
f2)r---

F(1)
1 2 3 . o °

i, 1 1 1

\

base delmfectémgulo

Figura 4.14.

y donde se tiene:

f)y=12=1
12)=2=
fB)=32=9
f(4)=4%=16

El area de cada rectdngulo es ancho x largo. El ancho es siempre 1
y el largo se obtiene al evaluar la funcién f(x) = 22 en el valor final de
cada segmento definido por la divisién del intervalo [0, 4].

f3)

largo f(3)
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Figura 4.15.

La suma de las areas de los 4 rectdngulos da una aproximacién:

Area=1-f()+1-f(2)+1-f(3)+1-f(4)
=1-(1)24+1-(22+1-(3)*+1-(4)?
=1-(12 422 +32+4?)
=1-(1+4+9+16)

= Una primera aproxi-
macion
Obsérvese que esta aproximacion es muy “gruesa” y que se mejoraria
mucho si se tiene rectangulitos mas delgados, es decir aumentando el
nimero de los rectangulitos como en la siguiente figura:

Figura 4.16.

Aqui el ancho de los 8 rectangulitos es % = 0,5 y la nueva aproxi-
macién se obtiene por:

Area 5 f(3)+ 5 fM)+3-fQ) +5 f@A+5-fQ) +3-fB) +35-fG) +3-f(4)
RO R R S RGN NC) N NC RS MO LN N e e
2 4 6 8
N 1=2,2=-,3=-yd=—
[ ote que 3’ 2,3 2y 2]
=5(1+22 432 +42+ 52+ 6>+ 72+ 8%)
[sacando a factor 5]
= 3(14+4+9+16+ 25+ 36+ 49 + 64)
= Una segunda aproxi-
macion
En forma general: podemos considerar ahora n rectdngulos que
parten el intervalo [0, 4].
La longitud del ancho es ahora % y la particion se veria asi: Se parte el intervalo

[0,4] en n partes
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o
SES
)
X
£
w
X
Sl
—~
3
|
—
=
X
S
S

Note que podemos llamar

4 4 4 4
ry=—, T2=2—, 23=3—,...,Tp1=(n—1)—
n n n n

vyaque 0 < z1 <z <3< -+ < Tpo1 < xp =4

~ 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4
Area= - f(3)+ 5 f@- ) +5 - fB- )+ 45 - flln=1)-3)+5-f(n-3)

_ 4 (4\2 4 92 (4\2 | 4 92 (432 4 2 (4N2 4 2 (42

=a G a2 Q)3 Q) e (=) () T ()

= (%)3(1 +22 432 4.+ (n—1)2 +n?) [ecuacién 4.3.1]

[sacando a factor (%)3}
Se puede demostrar que
2n3 + 3n?
1+22+32+--'+(n—1)2+n2:w
[Resultado obtenido por los matematicos franceses Blaise Pascal
(1623-1662) y Pierre de Fermat].
Entonces, sustituyendo en la ecuacién 4.3.1:
Area = (é)iﬁ 2n® 4+ 3n% +n _ 43 2n% +3n% +n
n 6 n3 -6
Por lo tanto:
1 1 1
A ~ PB4y 4 —

rea [3 ton T GnQ]

Al aumentar el nimero de rectangulos n, la aproximacion se mejora.
Si n — oo obtendriamos el drea exactamente. Es decir: El drea es un limite al
. 1 1 13 nfinito
— T 312 = 4= | ==
Area = lim 4 [3 ot Gng} - 5 =[2133
5
2

El area bajo la curva y = z° en el intervalo [0, a

Si en lugar de x = 4, tomamos un valor més general z = a (a > 0), y
reproduciendo el método, tendriamos:

1 1 1 ad
_ 1 3 _
Area = nhm a [3 + 5y, + 6n2] =
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Lo que obtendriamos se expresa modernamente como
a 3

a

Area = 22 de = —

0 3

Este resultado lo conocia Arquimedes a través del uso del método de
exhauscion.
El drea bajo la curva f(x) =z

a 3

/ :E2d:n:a—

0 3
3

[Se dice: la integral definida de 2 entre 0y a es %] Este resultado

2 en el intervalo [0, a] viene dada por

y el método de obtenerlo eran conocidos por varios matemaéaticos antes
de Newton y Leibniz.

Figura 4.17. Area =
o a?dx

El drea es una integral
definida
El  simbolo / (una

S alargada), de inte-
gral, fue introducido
por Leibniz en 1675.
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4.4 EJERCICIOS DEL CAPITULO

Interpretacion grafica

1. La figura 4.18 representa la grafica de una funcién f. De
acuerdo con ella determine:

() lim fz) (b) lm f()

0 lim f() (d) lim f(2)

(c)
(e) lim f(z) (f) lim f(z)
()

g) Las asintotas verticales y horizontales de f.

Figura 4.18.

grafica de una funciéon g. De
acuerdo con ella determine:

(a) lim g(z)

grafica de una funcién f. De
acuerdo con ella determine:

() Tim, f(2)
(

(b) lim g(z) b) lim f(z)
() lim g(r) (@) lm_g(x) () lm ()
T——+00 Tr——00 r——3
(e) Las asintotas verticales y  (d) lim f(x)
horizontales de g. T3
(&) lim f(x) (f) lim_f(z)
y T—+00 T——00
3 (g) Las asintotas verticales y
k horizontales de f.
y
1 : '
—3 v

Figura 4.19.

Figura 4.20.

. La figura 4.19 representa la 3. La figura 4.20 representa la 4.

La figura 4.21 representa la
grafica de una funciéon h. De
acuerdo con ella determine:

(a) lim_hz)
(b) lm h(z)
(©)
(@)

(e) Las asintotas verticales y
horizontales de h.

Y
A

lim h(zx)

T—-+00

lim h(x)

r——00

w

> T

V)

Figura 4.21.
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En los ejercicios 5 a 8 la figura dada representa un funcion f. En cada caso determine lo siguiente:

(a) lim f(z) (b) lim f(z) (c) lim f()

r—21 T—2~
(@) lim f(@) (¢) lim f(z) (F) lim ()
z—07+ z—0~ z—0
(g) lim f(x) (h) lim f(x) (i) Las asintotas verticales y horizontales de f.
T——+00 T——00
59 6. 7
y Yy Yy
A A A
3
2
> T > T >~
2 2 2
Figura 4.22. Figura 4.23. Figura 4.24.
8.
y
A
/o
/ 2
..................... 2
Figura 4.25.
Falso o Verdadero
En los ejercicios 9 a 15 diga si la afirmacion dada es verdadera o falsa (explique).
9. Si lin% f(z) = +0o0 entonces podemos asegurar 13. Si x = 3 es una asintota vertical de f(z) en-
xr— .
que si a < b < 2 entonces f(a) < f(b). tonces f(3) no existe.
10. Si i:rrlcf(x) = —00 entonces };{r};*f(x) = o0 14. Si y = 5 es una asintota horizontal de f(x)

de existir algu 1 tal = 5.

11. Si liIJP f(x) = 8 entonces existe un valor M puede existir algiin valor ¢ tal que f(c)
T—1T00

1 M se ti <8. - -

tal que para todo @ > M se tiene que f(z) < 8 15. Si hril f(z) = +00 entonces debe existir un
T—T00

12. Si f es discontinua en 5 entonces la recta x = 5 intervalo | M, +oo| en el cual la funcién es cre-

es una asintota vertical de f. ciente.
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Seleccion unica

En los ejercicios 16 a 22 escoja la opcion que responda o complete correctamente la proposicion.

16. El valor de lim s 20. Si lin}3 g(x) = —oo entonces podemos asegurar
r——41t T + 4 qu:ec_)
(a) =4 (b) =1/2 (c) —o0 (d) 400 (a) g(3) no existe (b) x = 3 es asintota ver-
2281 tical de ¢ (c¢) y = 3 es asintota vertical de
17. El valor de lim_ 9 es g
o9 T (d) lim g(x) = +o0
(a) 18 (b) =18 (c¢) +o0 (d) —o0 z——3
21. Sim > n entonces una asintota horizontal de
18. ;Cuéntas asintotgs vierticales tiene la grafica flz) = % es la recta
¢ — T
d = ?
A~ e g ey (@) y=0 (D)y=m-n (Jy=1 (d)No
()0 (b)1 ()2 (d)3 tiene asintotas horizontales.
19. ;Cudl es el valor de lim z~/3? Va2 +4
¢ v 260 22. ;Cuadl es el valor de lim %?
T——00 €T
a)l (b) -1 (c)0 (d) 4o
D=t @ @ @0 ()4 (@1/4 (@ -1/
Preguntas y problemas de desarrollo
En los ejercicios 23 a 34 encuentre el limite pedido.
. 2 . 2h 22— 3z +2
23. lim —— 27, lim ————— i - -
S —2] Wi B2 — 6h 1 9 81 Im e,
_3 2 3
24. lim — 28. i r .27 +5
700 2t lim 32. lim =
t 24 94—
25. lim+% 29. lim % T e
=8 t_8 -2t 7 — Tali+ o x—1
. + 2
. — 342
26 I s 30. lim L —°rF2 O s e

34. lim
r—1— x—1
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35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

En los ejercicios 35 a 47 encuentre el limite
pedido.

lim (22 + 22 — 1)

T—+00

lim (2% 42z —1)

r——00

lim (—3z° 4 2x)

Tr—-+00

lim (—32° + 2z)

r——00

5t + 8

im ——

t——oco 2t — 8
56t + 11
m —
t—tbe 12 — 81
xt— 2
ac—1>r—noo x3 —25

i 2 +2t—8
t—}-ri{loo th—4
—23 — 3z

) [ 2345
lim _—
z——o0 \ 4x3 — 2
. 3r+ 2
lim
z—+00 /g2 — 1
Vaxr +5

z——+o0 4y — 2

En los ejercicios 48 a 58 determine las
asintotas horizontales y wverticales de la
funcion dada.

3z + 2
20— 1

2 -9

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

z?2 -3z 42
22—z -2
12
2+z+1
223 +5
3 —x

22 —4
34222 —5x—6

Dibuje la gréfica de una funcién f que cumpla
simultdneamente las siguientes condiciones:

() lim f(z) = —c0 (b) lim f(z) = +oc

(©) lim f(z)=0 (d) lim f(r)=0

T—-+00

Dibuje la grafica de una funcién f que cumpla
simultdneamente las siguientes condiciones:

(a) lim f(z)=+co (b) lim f(z)=—oc0
(c) lim f(z)=+oo
(d)

() lim fl@)=1 (t)

r——00

lim f(z) = -0

r——27F

Jim f(z) =0
Considere la funcién f(z) = 16 — 22 definida
sobre el intervalo [0, 4]. Dibuje el 4rea bajo esa
curva. Dé una aproximacién del area:

(a) utilizando 4 rectangulos de igual base
dibuje la situacién).

(
(b) utilizando 8 rectdngulos de igual base
(dibuje la situacion).

Exprese el drea considerada en el ejemplo an-
terior como un limite y calctlelo.

Exprese el 4rea bajo la curva y = x2? 4 2 sobre
el intervalo [0,2] como un limite y calcilelo.
Dibuje la situacion.
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59.

60.

61.

Considere f(z) = Va2 + 2z + 8 — .

(a) Complete la siguiente tabla:

2 [ 10 [ 50 [ 100 [ 1000
f(z)

(b) Tomando como base los resulta-
dos obtenidos en (a) dé un estimado de

lim (V22 + 22+ 8 — ).

(c) El resultado en (b) se puede obtener alge-
braicamente. Hagalo.
Sugerencia:

Vai+2x+8—z=

(Va2 + 22+ 8 — ) (Va2 + 2z + 8 + )
V2 +2x+8+x

Para n entero positivo se define

1 1 1

Por ejemplo:

1 1 1 1 1
H=-+4+-4+-F+-+-= 452
f(4) 4+5+6+7+8 0, 884523809
(a) Calcule f(n) paran =1, n =2, n = 3,
n=6n=7n=8n=9 n=10. Use

calculadora.

(b) Dé un estimado para lim f(n).

Se considera un segmento AB como el de la
figura 4.26 cuya longitud es 12. Se parte el seg-
mento en n partes iguales y sobre cada parte se
construye un triangulo isésceles cuyos angulos
en la base miden 45°. Calcule la longitud de
la linea quebrada (la linea de puntitos en el
dibujo) cuando n = 2, cuando n = 4 y cuando
n = 6. ;Cudl es el limite de la longitud de la

linea quebrada cuando n tiende a infinito?
45°

¥
I~ 12 B

Figura 4.26.

62. En algunas ocasiones, cuando z tiende a in-

finito, los valores de una funcién f(x) se aprox-
iman a los valores de una recta oblicua. Esta
recta se llama asintota oblicua de la funcién;
tal es el caso de la recta L en el grifico dado
en lo figura 4.27

Y

1 N
Figura 4.27.
Para que f tenga una asintota oblicua en oo,
una condicién necesaria (aunque no suficiente)
es que lim f(z) sea 0o 0 —oo. Si la ecuacién
T— 00
de la asintota oblicua es y = max + b entonces
tenemos

m = lim J@) y b= lim (f(x) — mx)

r—00 I T—00

Lo mismo vale si en lugar de oo escribimos

—00.

Utilizando esto calcule una asintota oblicua
la funcién f(z) 3+ 1

ara la funcién f(z) = ———.

P 2 4+1



CAPITULO 5
LA DERIVADA

Esta ciencia (matemadticas) no tiene como unico
objetivo contemplar eternamente su propio
ombligo; ella toca la naturaleza y algiin dia hara
contacto con ella. En ese dia serd necesario
descartar las definiciones puramente verbales y
no ser nunca mas la victima de palabras vacias.

Henri Poincaré

En los capitulos anteriores hemos introducido de manera intuitiva la
nocién de derivada y, luego, hemos estudiado el concepto de limite y sus
propiedades.

Esto nos va a permitir establecer en lo que sigue la definicion de
la derivada con un mayor grado de precisién matematica. Aunque esta
precisién se empezaria a desarrollar con los matematicos del siglo XIX,
la realidad es que, en sus aspectos esenciales, los resultados que vamos a
estudiar a continuacién (y los que cubririan basicamente los cursos uni-
versitarios de pregrado en célculo diferencial e integral) fueron obtenidos
en los dos siglos anteriores. Los padres del Calculo, Newton y Leibniz, y
los grandes matematicos que les siguieron como los hermanos Bernoulli,
Euler, D’Alembert y otros, desarrollaron ampliamente el nuevo campo
matematico y sus aplicaciones a las ciencias fisicas sin las precisiones y
el rigor que solo se lograria en el siglo XIX.

En el Capitulo 1 vimos que el cédlculo de la velocidad instantanea
en un momento era equivalente al del valor de la pendiente de la recta
tangente a la funciéon que describe el movimiento considerado.

Si f(z) = 23, la derivada en el punto (2,8) es la pendiente de la
recta tangente en ese punto:
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7T

y=12x — 24

Figura 5.1. y = 12z — 24 es tangente a la curva en (2, 8)

Construyamos una secante que pase por los puntos (2,8) y (z, f(z))

un punto cualquiera. La siguiente figura nos representa la situacion:
LY tangente: pendiente f/(2)

f@)—f(2)
r—2

secante: pendiente

Figura 5.2. Secante y tangente

Consideremos la razén
f@)~ f(2) _a® -8
r—2  x—-2’
que sabemos es la pendiente de la recta secante. Si construimos nuevas
secantes con x mas cerca de 2, obtenemos una coleccién de rectas se-
cantes que se acercan cada vez mas a la recta tangente.
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Rectas secantes 8

recta tangente

7—

Figura 5.3. Las secantes se aproximan a la tangente

Lo que hemos realizado lo podemos escribir por medio del concepto
de limite que hemos desarrollado en la siguiente manera:

pendiente — £(2
de la recta tangente p = lim f@) =12 _ 1(2)
en (2, £(2)) e
y
_ 3 _ _ 2
g L@ =S@) oy T8y, 2@ 24
T—2 xr—2 z—2 T — 2 T—2 xr—2

5.1 LA DEFINICION DE DERIVADA

Procedemos ahora a precisar la definicion general de la derivada en
términos del concepto de limite:

En esta seccién se da una
definicién de derivada, se
calculan  derivadas  uti-
lizando la definicién y se
estudia la relacién entre
la derivabilidad y la con-

tinuidad de las funciones.

Definicién 5.1. La derivada en un punto

o 1) = ()
r—cC r —cC

Sea f una funcién y sea ¢ un ntmero en el dominio de f, se llama derivada de f en z = c al limite

si este limite existe. Si el limite no existe se dice que la funcién no es derivable en z = c.
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Como ya sabemos, la derivada de f en 2z = ¢ se denota por f/(c).

Esto es,
f/(c) — lim f(.f) — f(C)
z—c T —cC
(e, f(
x ; C
f f > T
(& x
Figura 5.4.

Ejemplo 26. Calculo de la derivada de una funcién lineal

Sea f(z) = —4x + 5; determinar f'(2).

Solucion: De acuerdo con la definicién tenemos:
) o f@) = f(2)
F2 = ii% T —2
4 _(_
_ oy lE 5—(-3)
r—2 xr—2
. —4x+8
= lim —
z—2 I — 2
— Iim M
r—2 x— 2
= e
= —4

Figura 5.5. f(z) = —4x+5

% Actividad: Para la misma funcién del ejemplo anterior calcule f’(—3)

y f'(0).

punto de vista grafico?

., Como explicaria usted los resultados obtenidos, desde el
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Ejemplo 27. Calculo de la pendiente de una recta tangente

Considere la funcién f(z) = 222 — z + 1. Determine la pendiente de la id

recta tangente a la grafica de esta funcién en el punto (—1,4).

Solucion:  Segun dijimos en el Capitulo 1, la derivada de una funcién
en un punto se puede interpretar como la pendiente de la recta tangente
a la gréafica de la funcién en ese punto. En este caso particular entonces
la pendiente que buscamos viene dada por f/'(—1):

— f(—1
r——1 X ( 1) ‘ > T
2 _ _ -1 \
5 2z r+1—4
= lim
el z+1 Figura 5.6. Pendiente de la
202 —x —3
— lim tangente: —5
r——1 r+1

= lim (2z —3)
T——
= -5
De manera que la pendiente de la recta tangente en el punto (—1,4) es
—5. A
Y
Ejemplo 28. Calculo de la derivada en un punto
z+1

Calcular f'(—2) siendo f(z) = T
x —_—

Solucion: Tenemos que

fe) -t 1@ \

-2 x — 2 Figura 5.7. f(z) = 2L

r—1

—2(x — 2)
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YA

La definicién anterior representa también un método para calcular
derivadas. Sin embargo, como usted puede ver, resulta bastante te-
dioso. Por ejemplo, si para la misma funcién anterior usted tuviera que
calcular la derivada en 3, en 5, en —7, entonces tendria que calcular
tres limites andlogos al anterior. No obstante, para esta funcién y para
practicamente todas, existe la posibilidad de eludir tantos calculos y cal-
cular un solo limite que nos de la derivada en todos los puntos donde
ésta exista.

La derivada como una funcion

Comenzaremos escribiendo la definicién de derivada en una forma equiv-
alente pero mas comoda para los efectos que nos proponemos.
Recuerde que

£1(0) 1 1) = 1)

r—c Tr —cC

Ahora, si en lugar de x escribimos ¢+ h, es decir x = ¢+ h entonces
cuando x — ¢ se tiene que h — 0 y la derivada se puede escribir ahora
como

f'(c) = lim

h—0

fleth) = (o)
- :

WY

+ h, f(c+ h))

Figura 5.8.

Se puede utilizar alternativamente cualquiera de los dos limites para
calcular derivadas.

Observe que esta segunda forma no hace referencia explicita a la
variable independiente x de la funciéon. Esto hace mas facil escribir la
siguiente definicién:
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Definicion 5.2. La derivada como funcion

Sea f una funcién y suponga que la derivada de f existe para todo x en un cierto dominio. Si a cada z
le asociamos la derivada f/(z) se obtiene una nueva funcién f’ que se llama funcién derivada de [y

tenemos
(e) = limg L+ 1) = 1),

Figura 5.9.

% Nota: La expresién anterior es una “forma alternativa de la derivada”.

Ejemplo 29. Calculo de la derivada
Calcular f'(x) siendo f(z) = 2% +x — 1.

Solucion: Tenemos

f(z+h) - f(z)

! — 1
fi(z) lim

~ lim (x+h)?+(x+h)—1—(22+2—-1)
h—0 h
o224+ 2h+hP4+r+h—1—2?—x+1

= lim
h—0 h
. 2zh+h2+h

= lim —8M8—
h—0 h

— lim h(2x+h+1)
h—0 h

= lim(2z+h+1) Y,
h—0 /

- 2:1; + 1 //I

Esto es, f'(z) = 2z + 1. A

y = f'(z)

Figura 5.10. f(z)=2%+2-1
Y i) = 2041
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Ejemplo 30. Calculo de la derivada en un punto
1
Tomemos nuevamente la funcién f(z) = Tt 1Y calculemos su funcién
derivada.
Tenemos
. +h)— f(z)
/ — 1 f(:U
f(=) lim, o
z+h+1 41
— hm £U+h—1 $—1
h—0 h

(z—1)(z+h+1)—(z+1)(x+h—1)
(z+h—1)(z—1)

= lim
h—0 h
_ hm(m—1)(x+h+1)—(x+1)(w+h—1)
h—0 h(z+h—1)(z—1)
_ hma:2+xh+w—x—h—1—x2—xh+az—x—h+1
h—0 h(x +h—1)(z—1)
= lim —2h
h—0 h(x+h —1)(z — 1)
- i —2
T 0@t h—1)(z—1)
B -2
(12
Es decir f'(z) = _72
(z —1)2

Por ejemplo, si z = 2 tenemos

Por otra parte,
-2 -1
/
3 = = —

, o 1
f(5):m=§,

etc. No hay que calcular el limite cada vez, solo basta evaluar en la
funcién derivada. A

Ejemplo 31. Derivada 0: recta tangente paralela al eje z

Determinar en qué puntos la recta tangente a la grafica de f(z) = 223+
322 — 12z es paralela al eje z.
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Solucion: Una recta paralela al eje = tiene necesariamente una pendi-
ente igual a 0. De modo que debemos ver en qué puntos la derivada de
la funcién es 0:

flz+h) - f(x)

/ :
flz) = Jim h
O h)3 +3(x + h)* — 12(z + h) — (223 + 32% — 12z)
h—0 h
~ lm 2(x3 4 322h + 3xh? + h3) + 3(2® + 2xh + h?) — 122 — 12h — 223 — 322 + 122
h—0 h
_ lim 622h + 62h? + 2R3 + 62h + 3h% — 12h
h—0 h
~ bm h(62? + 6zh + 2h% 4 6z + 3h — 12)
h—0 h

= }133%(6:52 + 62 — 12 + 62h + 2h* + 3h)

= 62” + 61 — 12
Tenemos entonces que

f(z) = 62% + 62 — 12.
Para ver cudndo f'(z) = 0 debemos resolver la ecuacién
622 + 62 —12=0:
622 +602—12=0=6(a’+2—-2)=0=6(z—1)(x+2) =0,

se deduce que z =1, x = —2.

En conclusién, hay dos puntos en que la tangente es horizontal (paralela
al eje x):

(Lf)=1=7) v (=2,f(=2)) = (=2,20).
A

Como dijimos en la definicién de derivada, el limite que la determina
no siempre existe. El siguiente ejemplo ilustra esta situacion.

Ejemplo 32. No siempre existe la derivada

Demostrar que la funcién dada por f(z) = |z| no es derivable en z = 0.

Solucion: Intentemos calcular

. |04+ h|—10]
hm _—.
h—0 h

f(z) = 2%° + 32 - 122

Figura 5.11.
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Tenemos 0+ k| — (0] |
_l’_ —
im ———— = lim — =1
et h oo+ h ’
. |0+ h|—10] |h
lim ———— = lim — = —1.
hgg— h h—0- h
Lo anterior significa que
. |0+ h|—10]| .
lim ———— no existe.
h—0 h
y por lo tanto f/(0) no existe, es decir, f no es derivable en 0. A

La figura 5.12 representa la gréafica de f(z) = |z|.
Como podemos ver, esa grafica tiene un “pico” en el punto de abscisa 0.
Los puntos donde la grafica de una funcién tiene “picos” corresponden
a valores de la abscisa en los cuales la derivada no existe.

“pico”:
no hay derivada

Figura 5.12. f(x) = |z|
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Ejemplo 33. Derivada infinita: tangente vertical

Consideremos ahora la funcién f(x) = /z. Intentemos calcular f/(0).
Tendriamos lo siguiente:

f(O+h) = £(0)

"0) = 1
710) B0 h

. Vo+h—-70

= hm —_—
h—0 h
. vh

= lim —
h—0 h

y, racionalizando:

. 1
W T

Podemos decir que la derivada de f cuando z = 0 es “infinita” y
graficamente esto significa que la recta tangente a la curva en el punto
(0,0) es vertical. A

Por otra parte, una condicidon necesaria para que una funcién sea
derivable en un punto es que sea continua en ese punto. Tal como lo
enuncia el siguiente teorema.

y

.__+ X

Figura 5.13. f(x) = ¥z

Teorema 5.1. Derivabilidad y continuidad

Si f es derivable en ¢ entonces f es continua en c.

Ejemplo 34. Una funcién que no es derivable en 5 puntos

La funcién representada en la figura 5.14 tiene varios puntos en los cuales
no es derivable:

e No es derivable cuando x = —3 porque ahi presenta un “pico”.
e No es derivable cuando x = —1 porque ahi es discontinua.
e No es derivable cuando x = 1 porque ahi presenta un “pico”.

e No es derivable cuando x = 2 porque ahi es discontinua.

No es derivable cuando x = 3 porque ahi es discontinua.

Figura 5.14. Puntos donde

no hay derivada
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El teorema anterior dice que en los puntos donde la funcion es
discontinua no puede ser derivable, pero, mucho cuidado, no dice que
si la funcién es continua tiene que ser derivable. Retomando el caso de
la funcién f(z) = |z| vemos que es siempre continua y sin embargo no
es derivable en z = 0.

Notaciones para la derivada:
Si y = f(z) es una funcién, entonces, ademds de la notacién f'(x)
para su derivada, se utilizan también las siguientes

,dydf

Yy, de’  dr’ [f(x)% Dy, D.f(x).

El concepto de limite

En este libro hemos introducido el concepto de limite y, a partir del
mismo, estudiado, por ejemplo, la nocién de continuidad. El concepto
ha sido usado para definir propiamente la derivada, también se usa para
definir la integral. Es una nociéon de importancia medular.

Lo interesante es que la formulacién de continuidad, derivada e inte-
gral tanto de Newton y Leibniz como de la mayoria de los mateméticos
del siglo XVIII, no usaba la nocién de limite como la hemos estudiado
aqui. Tanto en Newton como Leibniz hay referencia a la idea que termi-
naria condensandose en el concepto de limite. Pero la forma definitiva
como se generalizaria en la comunidad matematica es bien posterior a
ellos.

En torno a la introduccién de este concepto como central en el
Calculo o Anélisis se suele mencionar al francés Jean D’Alembert (1717—
1783) quien usaba explicitamente la palabra limite. Por ejemplo decia:

“La teoria de los limites esta en la base de la verdadera
Metafisica del calculo diferencial.”

No seria, sin embargo, hasta el trabajo del gran matematico francés
Augustin Louis Cauchy (1789-1857) que se le daria la forma casi idéntica
que hoy conocemos del Calculo infinitesimal elemental y, en particular,
al concepto de limite. En el trabajo de Cauchy (publicado en libros de
1821, 1823 y 1829) los conceptos de funcion y de limite de una funcién
son los fundamentales.

Debe decirse, sin embargo, que otro gran matemaético de Bohemia
(hoy parte de la Repiblica Checa), Bernhard Bolzano (1781-1848),
habia construido en la misma época e independientemente definiciones
de limite, derivada, continuidad y convergencia muy similares a las de

Discontinuidad ~— im-
plica no derivabilidad
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Cauchy. Su obra, desafortunadamente, no tuvo mucha acogida entre los
matematicos de su época y, méas bien, fue ignorada por 50 afios.

Es interesante senalar que Bolzano fue de los primeros en resaltar la
diferencia entre derivabilidad y continuidad. En 1834 habia escrito un
librito Funktionenlehre, en el que mencioné un ejemplo de una funcién
continua que no tiene derivada finita en ningtin punto. Ese libro no
se completé ni se public y no tuvo (ni hubiera tenido probablemente)
ningdn impacto en la comunidad matemaética de su época.

Quien si tuvo éxito en establecer definitivamente la distincién entre
continuidad y derivabilidad fue el matematico aleméan Bernhard Rie-
mann (1826-1866) con un articulo que escribié en 1854. El articulo se
publicé hasta 1868, cuando empezé a tener mas influencia. También el
matematico suizo Charles Collérier (1818-1889) y el alemdan Karl Weier-
strass (1815-1897) ofrecieron en la época ejemplos de funciones continuas
pero nunca diferenciables.

Como se puede apreciar, desde la formulacion realizada por New-
ton, hasta el uso del concepto de limite y la distincién entre derivabilidad
y continuidad pasé mucho tiempo. Muchas veces se pierde este sentido
histérico cuando se estudia el tema en nuestros libros de texto, los que
pasan de los limites a la continuidad y derivabilidad en pocos dias.

5.2 REGLAS DE DERIVACION

Atun cuando se puede calcular un solo limite que nos da la funcién
derivada de una funcién dada, los calculos tal como usted lo ha visto
suelen ser muy engorrosos. Pero aqui, también, podemos tomar caminos
mas cortos que nos permiten calcular derivadas con un minimo de es-
fuerzo. Para ello veremos primero algunas derivadas especiales y luego
un teorema que da una lista de propiedades de la derivada.

En esta seccién se estu-
dian las propiedades de la
derivada y se utilizan para
calcular derivadas de fun-
ciones complicadas.
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Algunas derivadas especiales

1. Si f(z) = k (constante), entonces f’(x) = 0.
2. Si f(x) = x entonces f'(z) = 1.

3. Si f(x) = 2" (para n un numero real), entonces

f'(x) = na"L.

Ejemplo 35. Aplicacién de derivadas especiales

Segun el punto 3 anterior tenemos:
e Si g(z) = 22! entonces ¢ (z) = 212> 1 = 212,
e Sih(z)= 23 entonces B(x) = %x%—l .y

e Sea r(z) = y/z. Como /x = 27 entonces

Y(2) = (Va) = (22) = jar ! =
e Sea f(z) = e Como = =z~ ! entonces

)= (1) — =t

El siguiente teorema nos da propiedades generales de las derivadas.
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Teorema 5.2. Propiedades de las derivadas

Sean f y g funciones derivables en un dominio comun, entonces:

1.

o

[kf(z)] = kf'(x) para cualquier constante k (la derivada de una constante por una funcién es igual
a la constante por la derivada de la funcién)

[f(x) + g(x)] = f'(z) + ¢'(z) (la derivada de una suma de funciones es igual a la suma de las
derivadas de las funciones).

[f(z) —g(2)] = f'(z) — ¢'(x) (la derivada de una diferencia de funciones es igual a la diferencia de
las derivadas de las funciones).

[f(z) - g(x)] = f'(x) - g(x) + f(z) - ¢'(x) (la derivada de un producto de funciones es igual a la
derivada de la primera por la segunda sin derivar mas la primera sin derivar por la derivada de la
segunda)

[f(w)y _ f'(@) - g(x) = f(x) - ¢ ()

9(x) lg()]?
ador por el denominador sin derivar menos el numerador sin derivar por la derivada del denomi-

nador, todo sobre el cuadrado del denominador).

()]

(la derivada de un cociente es igual a la derivada del numer-

= n(f(ac))n*1 - f'(z), para n un ndmero real.

Utilizando las propiedades dadas en este teorema y las derivadas
especiales anteriormente dichas podemos calcular una cantidad enorme
de derivadas, tal como lo ilustran los siguientes ejemplos.

Calculo de derivadas usando el teorema 5.2

Ejemplo 36.

Calcule las derivadas de las siguientes funciones:

1.

2.

f(z) = 8z*

g(x) = 2° + 23

h(z) = 2% — 123

p(z) = (z=")Vz
1,3

@) =5

s(x) = (a° + 42)'5
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Solucion: En lo que sigue verifique usted qué propiedades se usan en
cada caso:

1. f'(z) = (82*) = 8(a*)' = 8 - 423 = 3223

2. ¢(x) = (4% + %) = (¢%) + (2% = 5a* + 322

3. BW(x) = (2% —123)" = (2%) — (123)" = 62° — 0 = 62°
4. p'(@) = (=" )va] = () Vo + (a7 (Va) =

o
5. /(x) = 2 7 (@) (@2 +1) -2t @)
|22l (24 1)2 N

_ 32%(a? 4+ 1) —23(22) 32 4327 — 22 2t + 322

- (172 + 1)2 - ($2+ 1)2 - (.’L’2 +1)2

6. s'(x) = [(z° + 42)0) = 14(2® + da)* - (2 + 42) =
14(x® + 4x)14 - (5% + 4)

Ejemplo 37.

Calcular la derivada de las siguientes funciones
1. q(z) = 22° + 423 + 2.
2. f(x) = (25 — 223)(z** + 1522 + 67)
t+1

Solucion:
1. ¢ (z) = (22° + 423 + 2) = 102* + 1222 + 2.

2. f(z) = [(2° — 223) (2 + 1522 + 62)] =
(5z* — 622)(x'* + 1522 + 6x) + (2° — 223) (142" + 30z + 6)

b t+1 1" 12 —3t+1)— (t+1)(2t—3)
8- 91 = [t2—3t+1] N (2 —3t+1)2 '

Note que aqui se utilizo la letra ¢ como variable independiente.
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p !/
A W)= [$B 15t 4] = [(t3 5t —4)3] =
(83 45t — 4)72/3 . (3¢2 + 5)

Ejemplo 38.

Calcule la derivada de

Solucidon: Tenemos

fle) = [ 27 + 1

(2% +5z)3 + 23:}/

([(xQ + 5x)3}/ + (2:5)’) (22 + 1) — [(2* + 52)® + 22| (22 + 1)
(224 1)?

(3(.%‘2 + 5z)%(2x + 5) + 2) (22 + 1) — [(2® + 52)® + 22](2)

(2x 4+ 1)2

A

Derivadas de orden superior

Dada una funcién, una vez que se calcula la primera derivada, es posible
a su vez calcular la derivada de esta derivada y asi sucesivamente. Estas
se llaman derivadas de orden superior. Asi

e Laderivada de la primera derivada de f se llama segunda derivada
de f y se denota por f”. Esto es

f'(@) =[f' ()]

e A suvez, la derivada de la segunda derivada de f se llama tercera
derivada de f y se denota por f. Esto es

(@) =" (@)

e Y asi sucesivamente. En general la n—ésima derivada de f es la
derivada de la (n — 1)—ésima derivada de f y se denota por (™.
Asi

fO @) = [f" V(@)
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Ejemplo 39. Calculo de la segunda derivada

Calcular la segunda derivada de f(z) = 2 + 422 — 1.

Solucién: Tenemos f'(z) = (23 + 42? — 1)/ = 322 4+ 8z y por lo tanto
f"(z) = (322 + 8z) = 62 + 8. A

Ejemplo 40. Calculo de la cuarta derivada

Calcular la cuarta derivada de f(z) = 2% — 2° + 23.

Solucion: Tenemos sucesivamente

= 62° — 5zt 4 322,

f'(@)

f"(z) = 30z* — 2023 + 6z,
f"(x) = 1202° — 602> + 6,
FfW ) = 36022 — 120z

Algunos ejemplos de aplicaciones

Vimos en el primer capitulo que se puede interpretar la derivada como
una velocidad instantdnea o graficamente como la pendiente de una recta
tangente. Los siguientes ejemplos se refieren a esas interpretaciones.

=10

Figura 5.15. Aqui aparecen
fofy 7
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Ejemplo 41. Calculo de la velocidad

Suponga que un objeto se mueve en linea recta de modo que en cada
instante ¢ su distancia al origen es

d(t) = 2t + t* + 1 metros.
Determinar su velocidad en cada instante t, jcual es su velocidad a los
4 seg?, iy alos 6 seg?
Solucion:  Sabemos que la velocidad v(t) estd dada por la derivada
d’(t), de manera que
v(t) = d'(t) = 6t 4 2t m/seg,

en cada instante t.
La velocidad a los 4 seg seria

v(4) = d'(4) = 6(4)® + 2(4) = 104 m/seg
y a los 6 segundos seria

v(6) = d’(6) = 6(6)? + 2(6) = 228 m/seg

Ejemplo 42. Calculo de la recta tangente
Determinar la ecuacion de la recta tangente a la curva dada por

g(x) =4 —a?
en el punto (1, 3).
Solucion: Observe que el punto (1, 3) pertenece a la curva pues si z = 1
entonces g(1) = 4 — 12 = 3. Sabemos entonces que la pendiente m de la
recta tangente es la derivada de g evaluada en 1. Tenemos ¢'(z) = —2z

y por lo tanto
m=g(1)=-2(1) = -2.

La interseccién b se calcula mediante
b=3-(-2)(1)=3+2=5.
De manera que la ecuacién de la recta es

y=—2x+5

o

Figura 5.16

y= —2z 45\

\
\
\

g(x) =4-2°

Figura 5.17

. g y su tangente
en (1,3)
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Ejemplo 43. Calculo de la recta normal

Para la misma funcién del ejemplo anterior determinar la recta normal
a la curva en el punto (1, 3)

Solucion: Primero dos cosas:

e La recta normal a la curva en un punto es la recta que es perpen-
dicular a la tangente en ese punto.

e Si dos rectas (que no son ni horizontales ni verticales) son perpen- y=—2z+5\4y

diculares entonces el producto de sus pendiente es —1. Esto es, si
1

la pendiente de una es m, la de la otra es —-.

Segun esto, como en el ejercicio anterior calculamos que la pendiente

de la tangente es m = —2, entonces la pendiente de la normal es -
normal
-1 -1 1
m -2 2
tahgenta
v la interseccion seria g(z) =4 — 22
b=3-1.1=3-1=>3 i
5 5 =735 Figura 5.18. g, la tangente
., y la normal en
y por lo tanto la ecuacién de la recta normal es (1,3)

Aqui se estudia la derivacion

implicita, que sirve para
4 2 determinar la derivada de
5.3 DERIVACION IMPLICITA determinar la derivada, de

o . implici median n
No todas las curvas se pueden describir como una sola funcién. Por plicita ediante  una

ejemplo, la curva que se presenta en la figura 5.20 es una circunferencia | €ctacion que la relaciona

y no representa una funcién. con la variable independi-

Sin embargo, usted puede ver que la semicircunferencia superior si | ente.
representa una funcion y la semicircunferencia inferior también repre-
senta una funcién. Podemos obtener dos funciones diferentes a partir de
esta circunferencia. Estas se llaman funciones implicitas.

La circunferencia representada en el dibujo tiene centro en (0,0), y
radio 4 su ecuacién es entonces

z? +y2 = 16.
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Esto quiere decir que un punto (x,y) esta en la circunferencia si y solo si
satisface la ecuacién. Por ejemplo (0, —4) pertenece a la circunferencia
porque

02+ (—4)?2 = 0+ 16 = 16;

también (3,/7) pertenece a la circunferencia porque
2+ (V)2 =9+7=16,

etc. Por otra parte, el punto (—2,+/11) no pertenece a la circunferencia
porque

(=2)2 + (V11)2 =4+ 11 =15 # 16.

Dijimos, viendo el dibujo, que de esta circunferencia podemos obtener
dos funciones. Efectivamente estas funciones se pueden obtener despe-
jando y de la ecuacién:

P4y =16=1y>=16—2> = y = £/16 — 22
y tenemos las funciones

f(z) = V16 — 22 que define la semicircunferencia superior,

g(x) = —\/16 — 22 que define la semicircunferencia inferior.

Sin embargo, no siempre es factible despejar funciones a partir de una
ecuacion dada, aunque sepamos que hay dos o mas funciones implicitas
definidas. Y, aun asi, podriamos estar interesados en, por ejemplo, de-
terminar la ecuacién de la recta tangente a la curva en algunos de sus
puntos.

Resulta que es posible derivar una funcién implicita ain cuando no
podamos despejarla de la ecuacion que la define. Basta sencillamente
con derivar ambos miembros de la ecuacién que la define, teniendo en
cuenta, eso si, que una de las variables es funcién de la otra. El siguiente
ejemplo ilustra el método llamado derivaciéon implicita.

Ejemplo 44. Caélculo de la derivada en un punto de la cir-
cunferencia
Considere que y es una funcion de x definida por la siguiente ecuacion:

2% 4 y? = 16.

Determinar ¢/ y encontrar su valor en el punto (3, /7).

Figura 5.19. Circunferencia
de centro (0,0)
y radio 4

Funciones dadas
explicitamente

Figura 5.20.
Semicircunferencia,

superior
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Solucion: Vamos a derivar a ambos lados de la ecuacién, pero teniendo
el cuidado de recordar que y es funcién de x:

2+ y2 =16 = (x2 + y2)' = (16)"  (vamos a derivar ambos miembros)
= 2z+2y-y =0

(aplicamos la regla ([f(x)}") =n[f(@)]" " f(2))
= 2y -y = —2x

I
Yy = %

’ —Z

=  y=—
Y

Ahora, en el punto (3,/7) tenemos z = 3, y = /7, por lo tanto aqui se
tiene

Una comprobacion:

Consideremos ahora y = /16 — 22 (la semicircunferencia superior); ten-

€1nos:
, 1 —T

- = (%)=
Y 2v/16 — 22 ( ) V16 — 22
Como y = V16 — 22, entonces tendriamos

P
Yy =—-—
Y

que coincide con el resultado anteriormente obtenido.

% Actividad: Calcule y para y = —v16 —x2. Debe obtener el

mismo resultado que en el ejemplo anterior.

fo) = —ViT=?

Figura 5.21. Semicircunferencia

inferior
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Ejemplo 45. Calculo de las rectas tangente y normal en una
hipérbola
Determine la ecuacion de la recta tangente y de la recta normal a la curva
2?2 —y?=9

en el punto (5,4). Esta curva se llama hipérbola.

Solucion: Por derivacién implicita:
.’L'2 _ y2 -9 = (1'2 o y2)/ _ (9)1
= 2x—2y-9y =0

’ xz
= ==
Y

La pendiente m de la recta tangente es 3 evaluada en x = 5, y = 4,
entonces

LD
4
Y 5 25 9
b=4-°.5=4_22_-"72
4 g 4 4
La ecuacion de la recta tangente es
_5,.9
YTATT

Ahora, la pendiente mg de la normal es mg = %, es decir

-1 4

mo = 75~
g 5
v la interseccion seria
bp=4—(—)b)=4+4=28.

De manera que la ecuacién de la normal es

4
y:—ga:—i—S

N

N
N
N
normal
> T

5

tangentq

Figura 5.22. Hipérbola

?—y?=9
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Ejemplo 46. Calculo de la derivada en una ecuacion

Determinar v’ si y estd dada implicitamente por la ecuacién

2xy? + 15 =23 + 2.
Solucion: Procedemos por derivacién implicita derivando ambos miem-
bros de la ecuacién:

2xy2 + y3 —224+2 = (2my2 + y?’)’ = (m3 +2)

= (2zy%) + (v°) = (%) + (2)
= (22)y* + (22)(y°) + 3y -y = 3a2°
= 2%+ (22)(2y-9) + 3y* -y = 322
= 2y + (doy + 3y*)y = 327
= (4oy + 3%y = 322 — 2°

. 3z — 292
>V e

5.4 LEIBNIZ Y EL CALCULO

La Europa del siglo XVII estaba “madura” para un salto cualitativo
en el tratamiento de los métodos infinitesimales. Y una prueba de ello
es que tantos matematicos de primer orden le hubieran entrado a esta
tematica en relativamente tan poco tiempo. Ya hemos mencionado al
gran Newton, ahora vamos a senialar el trabajo de Leibniz, un hombre
de muy diferentes aficiones intelectuales que fue, sin duda, una de las
grandes mentes universales de la humanidad.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) nacié en Leipzig, Alemania,
y vivid casi siempre alrededor de la ciudad de Hanover, donde sirvié a
los duques de la ciudad.

Junto con Newton se considera creador del Calculo Diferencial e In-
tegral. Newton construyé el Calculo entre 1665 y 1666, mientras Leibniz
lo hizo entre 1773 y 1776. Pero fue Leibniz quien publicé primero sus re-
sultados (entre 1684 y 1686) y luego lo hizo Newton (entre 1704 y 1736).
Ambos hicieron sus contribuciones de manera independiente y con car-
acteristicas propias, sin embargo durante décadas se dio una polémica
muy famosa sobre quién lo habia encontrado primero.

Leibniz entré a la Universidad de Leipzig a los 15 anos en donde
estudié derecho, teologia, filosofia y matematicas. Aunque a los 20 anos

Se presenta una breve
resena sobre la vida y obra
de uno de los creadores del
Calculo: Gottfried Leibniz.

Hubo polémica entre
Newton y Leibniz
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tenia la preparacién para que le dieran el titulo de doctor en derecho no
se lo dieron por su juventud (aunque algunos piensan que fue por envidia
y temor ante un joven tan brillante). Logré conseguir su titulo en otra
universidad (Nuremberg) y alli rechazé incluso un puesto de profesor de
leyes, para dedicarse a la diplomacia por mas de 40 anos.

Leibniz mismo dijo que hasta 1672 casi no sabia nada de matema-
ticas. En ese afio fue que conocié al matematico holandés Christiaan
Huygens que lo puso en contacto con obras matematicas importantes de
Descartes y Pascal.

Una mente universal

Ademaés de diplomatico, Leibniz fue filésofo, abogado, histori-
ador, fil6logo y hasta un pionero de la geologia. Sus trabajos
en matematicas y filosofia son de lo mejor que el mundo ha
producido.

Podria decirse que mientras que el enfoque de Newton en el
Calculo fue fisico, el de Leibniz fue esencialmente geométrico
e incluso algebraico. La obra que recoge su método fue un
articulo que aparecié en 1684 en una revista llamada Acta
eruditorum, que él habia fundado hacia un par de anos.

El articulo contenia los simbolos dz, dy y —dy, asi como las
x
reglas de la derivacién como

d(uwv) = udv + v du.

Los mismos nombres de céalculo diferencial e integral
provienen de calculus differentialis y calculus integralis (en
latin) que us6 Leibniz.

El uso de los simbolos “=" y “x” para denotar igualdad y multiplicacién
también fueron resultado de la influencia de este gran hombre. Los
términos “funcién” y “coordenadas” también.

Newton y Leibniz

Tanto Newton como Leibniz comprendieron la esencia y el significado
tedricos del nuevo método. Ambos se dieron cuenta y generalizaron la
idea de que la derivacién y la integracién eran procesos inversos. Pero
el estilo de ambos era diferente. Newton era méas empirico y buscaba
la aplicacion, Leibniz era especulativo y buscaba la generalizacién. Por
ejemplo, Leibniz precisé muy bien las féormulas de la derivacién, bus-
cando un método general. Newton nunca las precisé, las usé en medio
de su visién aplicada. El impacto extraordinario que tuvieron las apli-
caciones del Calculo en la fisica, precisamente, hizo que durante el siglo

Gottfried Leibniz

La derivacion e inte-
gracion Som procesos
INVErsos
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XVIII el énfasis que tuvo la construcciéon matematica fuera de aplica-
ciones.

El impacto de los trabajos de Leibniz en la comunidad cientifica
y matemaética de la época fue grande. Por ejemplo, a partir de los
mismos y en relativamente poco tiempo, los hermanos suizos Bernoulli
desarrollaron enormemente los resultados de lo que hoy seria el calculo
universitario de pregrado.

A pesar de que la notacién y formulacion de Leibniz eran mas ttiles,
los matematicos ingleses se negaron a usarlas durante décadas, debido
a la disputa entre Newton y Leibniz sobre la “paternidad” del Calculo.
Con esto se hizo un flaco favor a las matematicas en Inglaterra.

A diferencia de Newton, Leibniz murié sin honores, fue enterrado
con solo la presencia de su secretario y los sepultureros.

DTl

Formas de poliedros en estudios de perspectiva por Paolo Ucello,
pintor italiano del Renacimiento
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5.5 EJERCICIOS DEL CAPITULO 5

Interpretacion grafica

En los ejercicios 1 a 4 la figura dada representa una funcion f. En cada caso determine:
(a) los valores de z para los cuales f'(z) =0,

(b) los valores de z para los cuales la funcion no es derivable.

Ha
ro-
o

~

Figura 5.23. Figura 5.24. Figura 5.25. Figura 5.26.

Falso o Verdadero

En los ejercicios 5 a 10 diga si la afirmacion es falsa o verdadera (explique).

5. Si f es una funcién continua en x = 4 entonces 10. Segin la figura 5.27 podemos afirmar que
podemos asegurar que existe f'(4). 11(2) > f(-2).

6. Si f y g son funciones derivables tales que .
f(z) > g(x) para todo z entonces f'(x) >
¢'(z) para todo x. Y

7.8 /() = 0, g(c) = 0y h(x) = f(a)glx)

entonces h'(c) = 0.

8. Si p(z) = f(z)h(x)g(x), entonces p'(zx) = 1
f(@)h(z) + 1 (2)g(x) + ¢'(z) f(2). +
Figura 5.27.

9. Si la figura 5.27 representa la grafica de una
funcién f entonces podemos asegurar que

f1() = f'Q2).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Seleccion unica

En los ejercicios 11 a 20 escoja la opcion que responda o complete correctamente la proposicion dada.

Si f(z) = v/2x + 3 entonces f'(3) es igual al

siguiente limite

. VI9+h-—3 . V94+2hR—-3
() lim === (b) lim T

V2- 3+ +h-3

() lim (d)

h—0
. VI9+h+3
hm —_—
h—0 h

En 2 = 0 la funciéon
22 six <0
f(a:)—{ x siz>0
es

(b) derivable y no
(d) no

(a) derivable y continua
continua (c) continua y no derivable
continua y no derivable

Si f y g son funciones tales que f(2) = 3,
f(2) = =1, g(2) = 2y ¢'(2) = 4 entonces
(f-9)(2) es igual a

(a) =4 (b)5 (c)10 (d)2

Para las mismas funciones del ejercicio ante-
rior se tiene que (f/g)'(2) es igual a

(a) =1/4 (b) =7/8 (c) 5/8 (d) =7/2

Sean f y g funciones tales que g(z) = f(—x)
para todo z, entonces

(&) g'(x) = f'(z) (D) ¢'(x) = —f'(2)
(©) ¢'(=2) = =f'(x) (d) ¢'(==z) = f'(x)

JEn que valores de x no es derivable la sigu-
iente funcién?

3—x siz>1
f(z) = ?+r si0<z<1
lt+1]—1 siz <0

(a) Soloen —1y 1
(c) Soloen —1y 0

(b)En —1,1y0
(d) Soloen 1y 0

17.

18.

19.

Sean f y ¢ funciones derivables tales que

) es derivable. La derivada de

(d) 2f'(x) - ¢ ()

Si f es una funciéon derivable en z = 3 y
1'(3) = 2, entonces podemos afirmar que:
() lim 19
rf?y r—3
(b) Tim f(z) =
_fr) = f(2) _ : _
(0) iy N =3 () limg f(2) = £(3)

La figura 5.28 corresponde a una funciéon f.
Considere las siguientes afirmaciones:

I. f no es derivable en x = 1.

II. f es derivable en x = 2.

III. f es derivable en x = 0.

De estas afirmaciones son verdaderas:

(a) SoloI (b) Todas

(d) Solo III

(c) Solo Iy III

Figura 5.28.

20.

Figura 5.29.

Segun la figura 5.29, la recta de ecuacién y =
3z —4 es tangente a la grafica de f en el punto
(2, f(2)). Segun esto, podemos afirmar que:

(a) f'(2) =3y f(2) = —4
(b) f'(2) = -4y f(2) =
(€ f(2) =3y f(2) =

(d) f'(2) =2y f(2) =
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21.

22,

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Problemas y preguntas de desarrollo

Para cierta funcién diferenciable f sabemos
que f(1,03) = 3,85y f(1,05) = 3,82. Dé
un valor estimado razonable de f(1,03); jus-
tifique su respuesta.

Para cierta funcion diferenciable f se sabe que
f(5) =3,y f'(5) =0,3. Dé un valor estimado
razonable de f(5,04); justifique su respuesta.

En los ejercicios 23 a 28 utilice la definicion
de derivada o su forma alternativa para cal-
cular la derivada de la funcion en el punto x
indicado en cada caso.

f@y=a2—z+1, z=1
fa)= Vi T3, o=2

fxy=a3—22+1, =0

f@) = VT T, ©=2

3z
f(z) = 211
En los ejercicios 29 a 33 utilice la definicion de
derivada o su forma alternativa para calcular
la funcion derivada de la funcion dada en cada
€aso.

r=1

fla)=2"+1
flx) =+vx—=5
2
J(@) = r+3
flx)=a2%—-1
f2) = =i

34.

35.

En cada una de istas figuras se representa la
grifica de una funciin f. Utilice en cada caso la
informaciin dada en el dibujo para calcular de
modo aproximado el valor de f/(1) (sugeren-
cia: calcule la pendiente de la recta dada en el
dibujo).

2
1,75

1,5

1,25

1

(a) 0,75 =
0,5

0,25

0,5 1 1,5 2
Figura 5.30.

A

2
1,75
1,5 -
1,25 |+

1
(b) o7 N
0,5 \

0,25

.
Vil

0,5 1 1,5 2
Figura 5.31.

En cada ista figura se representa la grifica de
una funciin g. Utilice la informaciin dada en
el dibujo para calcular de modo aproximado el
valor de f/(2).

1,75 |
1,5 /
1,25 /
0,75 |-~

0,5
0,25

0,5 1 1,5 2

Figura 5.32.



140

Elementos de calculo, volumen 1

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

53.

En los ejercicios 36 a 60 calcule la derivada de
la funcion dada utilizando las propiedades de
la derivada (no use la definicion).

g(t) =t* -3Vt
h(z) = 3vx + 5«

2
=
t2 -3
T0=55
203 + 22 + 1
A T
2
f(t) = fff?,
h(z) = (2° — 2z) (23 + 22 — 2)

h(z) = (z7° — 22%) (32 + /% — 32)
@) = (35 + 3272 V3 +2)
h(z) = (4 — V2z) (27 + 2° — z)

2
o) = 2
o=
g(x) = (3z + 15)1°

ft)=V3t+1
g(x) =3vVa2 + o +1

V2zr +1
3+ 2

x4+ Va4 1

x2+2

3 — 2 >
f““(m:iz)

flz) =

g(w) =

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

24+x—-1

hw) = 2 —z+1

h(t) = 570 + Vt + 1/

h(z) = (=223 + 152)~8

(22 + 32) (2% + 4)

) = 2 + 1
ZU3 — X .’132 X

f(z) = 2z + 5v/223 + 22

h(r) =5(3r +1)3 +2(r? — 3r)3

En los ejercicios 61 a 65 calcule la primera, se-
gunda, tercera y cuarta derivadas de la funcion
dada en cada caso.

fl@)=a®—2x+5
g(x) =25+ 2t — 2z
h(z) =27

gty =t +3t

o(r) = 352 4 29

Las ecuaciones dadas en los ejercicios 66 a 70
definen y como funcion implicita de ©. En

. d
cada caso determine d—g.

2?2 +3y2 =5
ry— x> +y3 =0
222y + 3xy? =1
23y + Yy =2y
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71.

72.

73.

74.

75.

76.

7T.

78.

79.

80.

81.

Un objeto se mueve en linea recta de man-
era que a los ¢t segundos se encuentra a s(t) =
3t2 + 2t + 5 metros del origen. Determine su
velocidad a los 3 segundos.

Un objeto se mueve en linea recta de manera
que a los t segundos se encuentra a d(t) =
Vt2 4+ 4 metros del origen. Determine su ve-
locidad a los 4 segundos.

Determine la ecuacién de la recta tangente a
la curva y = 2% — 22 + 1 en el punto (1, 1).

Determine la ecuacién de la recta tangente a
la curva y = m%ﬂ en el punto (2, %)

Calcule la ecuacién de la recta tangente a la
curva y = 322 + 2 — 4 en el punto (-1, —2).

Determine la ecuacién de la recta tangente y
la de la recta normal a la curva y = 2342z —1
en el punto (1,2).

Determine la ecuacién de la recta tangente y
la recta normal a la curva 4z + 9y% = 36 en
el punto (1, 4T\/§)

Determine la ecuacién de la recta tangente y
la recta normal a la curva 23y —4ay+y* =1
en el punto (2,1).

Determine en qué puntos la curva y = 223 —
322 — 12z + 6 tiene tangente horizontal.

Unarecta L; es tangente a la grafica de f(x) =
23+ 22 —x en el punto (1,1). Otra recta Lo es
tangente a la misma curva en el punto (¢, f(c)).
., Cual debe ser el valor de ¢ para que las rectas
Ly y Lo sean paralelas?

Existen dos puntos de la parabola y = 2x2 +
x — 1 para los cuales se tiene que la pendiente
de la recta tangente es igual a la ordenada del
punto. ;jCuéles son esos puntos?

82.

83.

84.

85.

La recta de ecuacién y = %x —3 estangente a
la curva f(z) = 2z 4+ /2. Determine el punto
de tangencia (esto es, de acuerdo con la figura
5.33, se trata de calcular (a, f(a))).

LY

Figura 5.33.

Determine los puntos de la curva y = 22 + 1
para los cuales las rectas tangentes pasan
por el origen (en la figura 5.34, determinar

(a, f(a)) y (b, f(b)))-

Figura 5.34.

Pruebe que no existe ninguna recta tangente
a f(x) = 23 + 222 cuya pendiente sea igual a
—2.

Una recta L; es tangente a la curva y = 22 en

el punto (1,1). Otra recta Ly es tangente a la
misma curva en el punto (c,c?). ;Cudl debe
ser el valor de ¢ para que las rectas L1 y Lo
sean perpendiculares?

Y

/
/
/

Figura 5.35.
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86. La curva de la figura 5.36 corresponde a la
1
funcién f(z) = —. La recta L es tangente a la

curva en el punto P. Pruebe que no importa
cual sea el punto P siempre se tiene que el area
del tridngulo AOB es igual a 2.

Figura 5.36.

Imagen construida utilizando un fractal



Respuestas a los ejercicios

impares

7. (a) dominio: R —{—2}, ambito:

[0, 4+00], (b) corta a eje y en (0, 2),

corta a eje x en (—4,0), (c) cre-

Capitulo 1

ciente en [—4,—2], decreciente en
[—o00,—4] y [-2, 400l

1. 300 3. 25% 5. 125 9. (a) dominio: R, &mbito: [—5, 00|,
7. ¢ 9. a 11. ¢ (b) corta a eje y en (0,0), corta a
13. F 15. V 17. F eje x en (—6,0), (0,0) y (6,0), (c)

creciente en [—3,0] y en [3,+o0],

19. (a) 9 m/seg, (b) 7 m/seg, (¢) {ecreciente en [—o00,—3] v [0, 3].
12 m/seg
21 3, f'(c)=17,5 e F
.c=3, flle) =71,
13. F
23. pendiente = 5
15. V
17. () F, (b) V, () F, (d) F
19. d
- 21. d
23. d
25. a
27. d
Capitulo 2 29. (a) 0, (b) 15, (c) 15, (d) 15, (e)
20
1. Son funciones: a, d, f, g 31 T 0.1 0.01 0.001
3. y | f(x) | 1,16123 | 1,10466 | 1,09921
(0,4) x -0.001 -0.01 -0.1
f(z) | 1,09800 | 1,09259 | 1,04041
(—2,1)/ \_(2,0)
= 3 '_g) La tabla indica que si es posible
NG la existencia de un limite.
33. 10

5. (a) dominio: [—4, +o0[, dmbito:
[—3, 40|, (b) cortaaejeyen (0,0), 35. 2
corta a eje x en (0,0) y (—4,0), (¢) g7 4
creciente en [—2,2] y en [4,+o0],

decreciente en [—4, —2] y [2,4]. 39. 0
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41. 4
43. 10 2
Capitulo 3
45. 1
47. 1 1. (a) —4, (b) 2, (c) no existe, (d)
49. 32 6, (e) 6, ( ) 6
1 3. (a) 0, (b) no existe, (¢) no ex-
51. 1 ,
iste, (d) 0, (e) 0
53. 1 (f) 0
55‘%1 5. x=-2, =2
57. T.0=—613=413=06
59. No existe 9. F
61. 3 11. V
1
63. ;% 13. V
—2
65. 52 15. ¢
67. Una posible: 17. a
19. d
21.d
23. b
x
25. No existe
27. 0
69. Por ejemplo: f(x) = ﬁ y
9(z) = =5 291
31. 0

71. Cuando a se aproxima a 0 una
de las raices se aproxima a 3¢y 33. f(3) =1y lim f(z) =
la otra crece “ilimitadamente” (si w‘ﬂ2 )
a > 0) o decrece “ilimitadamente” 39 f2)=5 yxligﬂ flz) = lim f(z)=

x—2~
(sia<0). 37. f(-1) =4 = lm_f(x) =
73. (a) : vt
Yy lim f(x)
O+O—O£+O—O—O xi}il_
L] L] L] L] 11' L] L] L] L] 39' ]R
432101234 41. | — oo, —2[U]2, +00]
(b) si existe (es 2), (c) si existe 43. R
(fes 2), (d) existe para todo c € Ry 45. R — {~2}
siempre es 2.
47. R — {2}
49. R
51. R — {1}
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Capitulo 4

1. (a) —oo, (b) —o0, (c) +o0, (d)
+00, (e) 0,

(f) 0, (g) asintotas verticales:
r=-2,=0;

asintota horizontal: y = 0

3. (a) +o0, (b) —o0, (c) +00, (d)
+00, (e) —o0, (f) —o0, (g) asintotas
verticales: x = —3, x = 3; asintota
horizontal: no hay

5. (a) 2, (b) 2, (c) 2, (d) 0, (e) O,
() 0, (g) +oo,
(h) —o0, (i) no hay

7. (a) 3, (b) 3, (¢) 3, (d) —oc, (¢)
—o0, (f) —oo,

(g) 400, (h) 400, (i) asintota
vertical: x = 0;

asintota horizontal: no hay

9. F
11.
13.
15.
17.
19. ¢
21. a
23.
25.
27.
29. 3
31.
33.
35.
37.
39. 2
41.
43.
45.
47. 0

£ BES RS |

Q

49. Asintotas verticales: = = 3,
x = —3; asintota horizontal: y =0

51. Asintota vertical: no hay; asintota
horizontal: y =0

53. Asintotas verticales: x = —1,
x = —3; asintota horizontal: y =0
55.

128
57. A= ——
3
59. (a)
x 10 50 100 1000
f(z)]1,31370 [ 1,06858 | 1,03464 | 1,00349
(b) 1, (c) 1
61. 12¢/2

Capitulo 5

)
)

Q

T
T

Q

1. (
3. (
5. F
7.V
9. V
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29. 2z 69, o — 3TV —y
) YT OByt 2
31. —— 4
(z+3)2 71. v = 20 m/seg
—233 73 _
33, — Y=z
2 2
(/x(;—l) 5. y=—-bxr—T
35. f(2) ~ 1,2
3 5 77. Recta tangente: y = —‘?m +
37. Q\f + a3 3‘[ recta normal: y = 3v/2z+3—
5
22
30 — t3 +9t2 4+ 9t 3
: (t2 4 3t)2 79. (—1, 13) y (2, 26)
1
Al —312 — 8/t — 3 81. (—3,—1) v (2,9)
" TV —3) 83. (1,2) y (~1,2)
43. =30 25277216073 —2423— 85. c=—
52%/2 + 1822
45. —2(22) 74P (2 73 + 2% — 2)+
(=3z~4422—1)(4—/27)
a7 —20z%3 — 421/3 — 622 + 122 — 3
' (222 + x)?
3
49, —
23t +1
51 —4r—1
" (B +2)2v2z +1
53 (23 — 22) (=28 + 92 + 622)
) (x4 + 322)6
55. —25¢70 4 L¢3/ 4 147172
57 62 4+ 1623 + 1722 + 8z + 12
' (2x +1)2
2
59. 94 287 +7)
V2x3 4 12
61. f'(x) = 322 -2, f"(x) = 6,
7(@) = 6. 1V () =0
1 -1 3
63. M(z)= —, 1 (z) = K" (x _—
(z) 1\{5 (z) = Wi (z) = N
MV(z) = —
(z) e

65 g/(r) —15 —7/2+§ —2/3’

105 p=9/2 _ 4,.-5/3
g"(r) = / /3,
" _ —945 711 2 20,.—8/3
g"(r) = 2+ 8p=8/3)
IV 10395 ,—13/2_7160 —11/3
g (r) =" / —® /

C2z—y
x+3y
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